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Man hat aich in der letzten Zeit yiel mit Untersuc^ufigeii Ober neue Coor* 
dinaten- Systeme beschäftigt*)* Es ist auch nidit zu Terkennan» dass die BiiH 
filhrang eines neuen Coordinaten - Sjstemes in yielen Fällen der Wiasensobafl 
grossen Nutzen bringt, entweder zur leichteren Lösung gewisser Probleme, oder 
2ur Ableitung neuer Sätze aus bekannten. Auch der Yerfiisser hat durch toi^ 
liegende Untersuchung Ton neun Terschiedenen CoordinatenrSystemea die Wss* 
senschaft in dieser Richtung zu fordern getrachtet. 

Der Umstand, dass das erste und das fUnfte der in dieser Abhtindlang untersuch«* 
ten Systeme die allbekannten der orthogonalen Parallel-Coordinaten xy und d^r 
Polar-Coordinaten T<p sind, bedingt zwar bei der Discussion diesei: Systeme eine 
Wiederholung Ton Bekanntem j hoffentlich aber wird man hieran keinen Anstose 
n^fmien, da beim Unterbleiben der Behandlung dieser beiden Systeme der 1^ 
aammenhang der übrigen weniger klar henrortreten wUrde, und da uix übtor 
diess glaube, das System xy in anderer als gewöhnliehßr Weise disbutirl; a« 
t^d^oü. Daa System', waches ich dprch XY bezeidinet habe, findet skb zwar 
unter den bei P lücker C^nalytisch-geometrisdie Entwiokehingen. YoL VL^ jo^ 
kommenden Systemen ausgedeutet, unterscheidet sich jedodi tou diesen ^ wit 
ich in S« 197. gezeigt habe, in manchen Hinsiditen. Die Coordinittön ut halle 
ich bereits firüher in meiner, mathematischen Inaugural- Dissertation (De qnir 
busdam figurarum affinitatibqs« 1847* Cap.IVO behandi^lt, «patdemUnrr 

terschiede jedoch, dass dort eine yon AO Yerschiedene Längeneinheit — ' an-* 



*} Drucken mü 11 er. Die Uebertragatigsprincipien. 1842. 

Oerfenire. Annales des MalhdmaUqiies. Vcd. IV. pag. 42. ' 

Gnierman« Lehrbuob 4er. aoalytisehen SpUrik« 1839^ 
Krause. Nova theoria lineanim carvaram. 1835. 
Lame. M^moires de l'lnstitut. Savants Etrangers. Vol. V. pag. 183. 
Mob ins. Der Barycentrische Caicul. 1827. 
Feters. Nene Corranlehre. 1836. 

PlAcker.' Aoalyftisoh-geeiaelrisphe Bittwiokelungeiii Vol. IL Ü881. Syaieoi der analyu 
tkichen Geemetrie. 1835« Ueber ein a^^ Coordinaten-System. CC^e)le*s Jpurnal. VoL.V)^ 
Schäfli. lieber ein rfiumliches System von Geraden. (Mittheilungen der Naturfor- 
schenden Gesellschaft in Bern. 1846). 
Sommer. Die Winkel' ««Coordinatett. 18^. 
.StamBi.er. De novo ay^emiile ooof dinatiuini. 1840^ 



nr Vorwort. 

genommeD worden »t, und tiberdiess die Tangenten der Winkel GAB und CBA stall 
deren Gotangenten dort als Coordinaten benutzt sind. Die Bemerkung, dass 
iigend zwei Gleichungen fn (xy^ =si, o .und- fn (uy) =se o , wenn man die Gotan- 
genten zu Coordinaten wählt , Curyen des nämlichen, d. h. des (n)ten Grades 
ausdrücken (welcher Vortheil keineswegs stattfindet im Falle die Tangenten als 
Coordinaten betral^tet Iverden), hat mich veranlasst, die Tätigenten mit den 
Gotangenten zu Tertauscheii. Deberdiess hatte ich die Längeneinheit in meiner 
Inaugural-^Dissertation nach der Art, wie dieses bei dem im gewöhnlichen Sinne 

*A0 
genommenen Systeme xy stattfindet, als eine unbestimmte Länge — - betrachtet* 

Bei späterem Nächdenken jedoch stellte sich mir diese Längeneinheit als kei- 
neswegs nothwendig von AO- verschieden heraus, so dass ich die unbestimmte 
Cönstante a bei den Systiemen uv und UV überall = 1 gesetzt und nur beim 
Systeme X(i (da letzteres mehr an und (br sich betrachtet wurde) unbestimmt 
habe; 

Aber nicht nur die Systeme xy, t<p und XY, sondern auch alle übrige hier 
untersuchte Coordinaten-Systeme mögen wohl von irgend einem Mathematiker 
schon früher beachtet worden sein, wie z.B. das System ^x von Carnot (Gio* 
tal^trie de Position« 1803. pag. 466« %. 4i5.) und das System A./Dt oder wenige 
Mens das von Af$ nur wenig verschiedene System, welches die Radien AC und 
BC zu seinen Coordinaten hat, von Ca r not (a. a. O. pag. 469.)9 von Auguste 
Comte (Traitä de göom6trie analytique 1843. pag. 15.) und von Schnuse 
(Die Gruüdlehren der Coordinaten-Geometrie 1852. pag. 2.) erwähnt wird. Wie 
indossea der in kurzen Grundrissen angegebene Plan einer Eisenbahn noch kei- 
neswegs schon die eine Stadt mit der anderen wirklich verbindet, so auch stellt 
die (an und für sich gewiss verdienstvolle) bloss kurze Andeutung neuer Coor- 
dinaten-Systeme immer noch nicht einen neuen Weg von der einen mathema- 
tischen Wahrheit zur anderen her. Mit Rücksicht hierauf schmeichle ich mir 
durch die VeröfiTentlichiing der. gegenwärtigen Untersuchungen, selbst in dem 
Falle, dass die primitive Idee zu den behandelten Systemen schon früher vor- 
handen gewesen wäre, der Wissenschaft einen Dienst geleistet zu haben. 

Es war anfangs meine Absicht , mich nicht auf die Ebene zu beschränken, 
sondern diese Untersuchungen auch auf den Raum auszudehnen. Der Umfang 
der Schrift würde jedoch alsdann zu gross geworden sein, und so habe ich 
mich denn damit begnügt, im letzten Paragraphen mit wenigen Worten zu zei- 
gen, dass meine Coordinaten-Systeme sich auch auf den Raum übertragen Hessen. 

Trotz dieser Einschränkung hätte ich mich auf eine noch beträchtlich 
mrössere Anzahl von Svstemen einlassen können; ich hätte z. B. di« vielen bei 
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CarttOt (a.a«<X piig*460. SB.) oder bei DrocleornttUar (a<a<0. -p^^&rr-T&l 
ff^rkoHitDeiidoa Coordinaten binzufilgeD könotfiu Wife indeiaea (ttici eiocA , jtoir/Doht 
licgehden Vergleich anzuwendeo) eia HoUttnder^ "wenn ei^ die deulaohe^die fraiii- 
«ttsische . obd die engliMhe Sprache «ich . aaeigaet^ hienatift^ einta grösserea Vo»* 
theit fiir das Studium der in diesen Sprached gesohHebenen Bücher ziebl, ab 
wenn er ttberdiess noch yon der dänischen , Yoh der : portugiesischen und von 
einigen zwanzig anderen Sprachen und Mundarien eine bberflttehlichle Keniitniss 
zu erlangen trachtet, ■ auf die Ge&hr hin, durch die zwischen vielen dieser Sprii*- 
chen stattfindende Uebereinstimmung in Verwirrung zu geraihen : so auch ist 
es meine» Erachten» besser, sich auf einige wenige, aus mehreren anderen aus- 
gewählte €oordinaten-Systeme (gleichsam mathemaiische Sprachen) zu beschrttn* 
ken und diese durch eine Tollständige Erörterung zur nachherigen Benutzung 
in vorkommenden Fällen wirklich brauchbar zu machen ^ als wenn man bald 
das eine, bald das andere ohne yorherige gründliche Untersuchung benutzen 
wollte. Denn es würde sonst die jedesmalige Beseitigung der bei der grossen 
Uebereinstimmung der benutzten Coordinaten-Systeme leicht m<^lichen IrrthüK 
jner und der bei der Anwendung des Systemes auf die Lösung eines Probiema 
liervortretenden Schwierigkeiten eine in Bezug auf den jedesmaligen Zweck uüh 
nütze Arbeit yerursachen und daher mehr Nachtheil ab Vortheil bringen.' Oder^ 
um das Gesagte noch durch ein anderes Beispiel zu erläutern: Eine nutzlose 
Arbeit müsste man es nennen, wollte man die Landesstrasse, welche zwisehen 
-den Städten Amsterdam und Haarlem mit der Eisenbahn paurallel läuft, in eine 
«weite Eisenbahn abändern, gerade so wie die gleichseitige Benutzung des Sy» 
atemes zy und eines yon diesem nur wenig Tcrschiedenen Systemes, z. B» eines 

Systemes, welches y und - zu seinen Coordinaten hätte, mehr Verwirrung als 



Vortheil bringen wlurde} dagegen yerhindern die Vortheile, welche das System 
xy in den meisten Fällen Tor den übrigen Coordinaten - Systemen voraus hat, 
keineswegs, dass es Tiele Fälle gibt, in welchen die Benutzung eines Systemes^ 
wdches Ton dem Systeme xy so sehr Tcrschieden ist, als das System Xia oder 
als dasjenige der D rucke nmüller'schen Kreis-Coordinaten (a. a. 0. p.89 -137.)9 
in leichterer Weise unmittelbar zum Ziele führen wird, ala wenn man das näm- 
liche Resultat mittelst des Systeme» xy auf einem Umw^e erlangt hätte; ebenso 
wie (um uns in demselben Geleise des Vergleiches zu bewegen) die Anlage 
einer Eisenbahn zwisdien den Städten Utrecht und Rotterdam keineswegs dar 

4 

durch überflüssig gemacht wird, dass schon yon Utrecht aus eine Eisenbahn auf 
dem Umwege über Amsterdam und Haarlem nach Rotterdam führt. 

Eine Torzügliche Soif;falt habe ich bei den in dieser Schrift niedergelegten 
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ObtanoöhiiDgen darauf Terwendet, daM die jedesmalig« geomelriftche BedeHlung 
4er ▼oricoflsiBeiKlea «lelytischen FormeUi recht deuUieh hermrlriilie, damit lo 
atoalytische «od geometritche Dnienuchungea fortwährend Haod iq Hiod giften 
imd mit einander , sa zu aagen^ Tenohmölsen» Denn weongleidh nicht immer 
bei der LOmng eines Preblems die geometrische Interparetation eller benutzteil 
Formeln unmittelbar nothwendig ist, so yerursaeht dennoch die daraus enisprio* 
gende Verdeullidiung der verrichteten Arbeit, dass man sich besser ror fabchen 
Methoden der Lösung und Tor falschen Resultaten schiltst. 

Nicht weniger richtete ich mein Augenmerk auf den Umstand, dass ich bei 
der Wahl der in Figuren und Formeln vorkommenden Buchstaben immer sym-» 
metrisch zu verfahren und überhaupt eine einfache und im ganzen Buche coo- 
Stent bleibende Terminologie beizubehalten mich bemühte. Es mag dieses als 
etwas Unbedeutendes und die darauf verwendete Zeit als vergeudet erscheinen , 
indessen ist der Zeitverlust, welchen die aus wechselnder und unqrmmetrischer 
Terminologie hervorgehenden Irrtbümer verursachen, am Ende doch wohl grds«- 
eer als derjenige, welcher vor der Veröffentlichung einer Arbeit auf die Auswahl 
richtiger Bezeichnungen verwendet wird. Uebrigens bin ich darauf bedacktgewesen^ 
solch eine Terminologie auszuwählen, welche sich auch beim Uebei^nge von 
der Ebene zum Baume, d. h. von zwei zu drei Coordinaten beibehalten liesse. 

Da der Zweck der vorli^enden Arbeit mehr der war, neue Methoden der 
Untersuchung, als wohl neue Sätze zu liefern, so wolle man keineswegs daraus^ 
dass ich z« B. in $. 30 — 36. den gewonnenen Sätzen den Namen ihrer Uiiieber 
nicht hinzugefügt habe, schliessen, dass ich alle diese Sätze als neue von mir 
gefundene betrachte; denn ich weiss sehr wohl, dass die meisten dieser SttHe 
bereits bekannt waren, und ich habe sie nur desshalb wiederholt, um zu zeigen^ 
wie sie durch die hier untersuchten Coordinaten- Systeme mit anderen Sätzen 
verbunden sind. Ich werde mich im 6egentheil fttr di^ a«f diese Untersuchung 
gen verwendete Mühe reichlieh belohnt erachten, wenn es mir gelingen sollte^, 
andere Mathematiker zu veranlassen, in vorkommenden Fällen die hier befaan* 
delten Coordinaten - Systeme anzuwenden , und dadurch die Wissenschaft mit 
neuen Sätzen bereichert würde. 

Schliesslich sei es mir erlaubt, Herrn D' Beer und meinem Erzieher Herrn 
J. Klein in Bonn hierbei öffentlich meinen Dank absiuslatten für* die Httlfe^ 
vrelehe sie mir bei Beseitigung der aus der Entfernung des Druckort« vom 
Wohnort des Verfassers entspringenden Schwierigkeiteof geleistet haben. 

Utrecht, im Februar 1853. Der tTerfasneK 
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Brster Abschnitt. 

Die 4 Coordinaten - Systeme xy, XY, uv, UV. 



I. DeflnUlon und gr^irenseltlger Ziuammeiihaiv der 4 Coordi« 

. nat^nsysteme. 

$. 1. Wenn zwischen zwei veränderlichen Grössen | und t^ irgend ein bestimmter Zu- 
sammenhang f C^ff) = oder 17 a F(g) stattfindet und der Grösse § alsdann alle mögliche 
Werthe nach einander gegeben werden, bekommt man bekanntlich eine Reihe zusammenge- 
höriger Werthe: 

f,^¥(ß), ^ = F(y), ^«F(J), 

welche d^ Gleichung fQjf) = genügen, wobei alsdann — so lange wenigstens das durch 
die Grössen S und 17 Angedeutete etwas Geometrisches ist — der Ausdruck f (§17) e= be- 
kanntlich 4iie Gleichung der Curve f(Si7) = o im Coordinaten-System §17 heisst, 
während die Grössen g und 17 selbst die Coordinaten dieses Systems genannt werden. Das 
durch irgend ein Paar zusammengehöriger Coordinaten-Werthe ausgedrückte ^^ß, 37 » b, 
es mag nun einen Punct oder eine Gerade oder etwas Anderes bedeuten, soll nach 
Druckenmüller 's C^^ie lieber tragungstprincipien 1842. pag. 4.) und Grassmann 's (Die 
Wissenschaft der extensiven Grösse 1844. pag. 16.) Vorgang das Element des Systems §17 
heissen« Eine Reihe endlich solcher Elemente, welche nicht, wie die durch 

^"? ^"' • ^"J etc. 

^ =3 b, ^ « c, ^ = d, 

angedeuteten, von einander unabhängig sind , sondern im Gegentheil durch eine gewisse Be- 
dingung f(&7)=3 mit einander verbunden sind und daher, um so zu sagen, die verschie- 
denen Glieder einer Kette darstellen , soll — es mag nun diese Elementenreihe eine wirkli- 
che Curve bedeuten oder aber in eine Gerade oder in einen Punct ausarten — eine Kette 
des Systems |^ heissen. 

$. 2. Das erste der in diesem Abschnitt behandelten Coordinaten-Systeme ist folgen- 
der Natur: 

Man nehme zwei Puncto A und B (Fig. 1 und 2)» welche die Coordinaten-Puncte 
heissen mögen, deren Lage zwar beliebig ausgewählt werden darf, jedoch nach vollführter 
Wahl als fest und anveränderlich zu betrachten ist. Im Puncte 0, welcher die Entfernung 
AB halbirt, errichte man eine Senkrechte YOT zur Geraden XOX', welche die Coordinaten- 
puncte A und B vereinigt, wobei diese Geraden XOX' und TOT', um der üblichen Ter- 
JDinologie zu folgen, die Coordinaten-Axen unseres Coordinaten-Systems heissen sollen. 
Es ist alsdann die Lage irgend eines Punctes C bestimmt durch dessen Entfernungen CE und 

1 
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♦ 

CD von den Geraden TOT' nnd XOX' and daher auch dorch die beiden Zahlen, welche an- 
deuten, wie oft die als Längen-Einheit angenommene Lftnge OA =3 OB a OH =3 ON in die- 
sen Entfernungen CE und CD respective enthalten sei. Diese Zahlen sollen die Goordinatea 
unseres jetzigen Systems sein und respectiye durch x und y angedeutet werden, so dass man 
hat: CB CD 

^"^ BÖ' y ^SO' 
welche Coordinaten indess auch als Tangenten oder Cotangenten zweier Winkel betrachtet 
werden können, da man hat: 

X = ^ = Cotg. MDO, y « ^ « Cotg. BEO. 

Jedes beliebige Element also x = ß^ y » / unseres jetzigen Systems drückt den Durch- 
schnittspnnct der beiden, mit den Axen TOT und XOX respective parallelen Geraden x a /} 
und y » >^ aus und bedeutet daher im Allgemeinen einen einzigen bestimmten Pnnct , weil 
zwei Gerade einander im Allgemeinen in einem einzigen Puncto durchschneiden. Und jede 
beliebige Kette f(xy) =» c oder y = F(x) unseres jetzigen Systems bedeutet im Allgemetaien 
diejenige Curve, deren verschiedene Puncto respective solche Coordinatenwerthe 

X ^ ß Xaey X=J 

y«FCÄ, y=F0), y^FCcT) 

besitzen, welche der Gleichung f (xy) » genügen. 

§. 3. Man wähle, wie im vorigen System, so auch hier, zwei willkürliche Coordina* 
ten-Puncte A und B (Fig. 1 und 2.) und errichte wiederum in ihrem Halbirungs-Punct die 
Gerade TOT senkrecht zur Geraden AB oder XOX. Es ist alsdann irgend eine Gerade CFG 
bestimmt durch die Segmente OG und OF, welche auf den Geraden XOX' und TOT zwischen 
dem Coordinaten-Punct und den jedesmaligen Durchschnittspuncten G und F enthalten sind. 
Es ist also die nSmliche Gerade auch bestimmt durch die Anzahl der in diesen Segmenten 
enthaltenen Längen-Einheiten und daher auch durch die reciproken Werthe dieser Zahlen. 
Letztere Werthe sollen unsere. jetzigen Coordinaten sein und durch X und T respective an* 
gedeutet werden. Man hat also: 

Das Element X = j9, T =» y bedeutet alsdann die Vereinigungs-Gerade der beiden, auf den 
Axen XOX' und TOT respective liegenden Puncto X^ ß und T = 9^, und bedeutet daher — 
einzelne specielle Werthe der ß und y ausgenommen — eine einzige, bestimmte Gerade, 
weil durch zwei Puncte im Allgemeinen nur eine einzige Gerade gezogen werden kann. Und 
die Gleichung f (XT) = oder T = F(X) bedeutet alsdann eine einzige , bestimmte Curve, 
welche entsteht aus den successiven Durchschnittspuncten der verschiedenen Elementar-Geraden 

X = ß X«y X = J 

T = ¥cß), T « F(y), T = F(J), ^'^-^ 

deren Coordinaten die Gleichung f(XT)so befriedigen, so dass diese Curve f(XT)s=o diese 
Geraden zu ihren Tangenten hat. 

$. 4. Nachdem man wiederum zwei Coordinaten-Puncte A und B (Fig. 1 und 2) beliebig 
ausgewählt hat, ist ein beliebiger Punct C bestimmt durch die Winkel CAB und CBA, welche 
die die Puncte A und B vereinigende Gerade XOX mit den beiden Geraden CA und CB 
macht, welche den veränderlichen Punct mit den beiden festen Puncten vereinigen. Es ist 
daher der Puuct C auch durch die Cotangenten dieser Winkel bestimmt. Letztere sollen die 
Coordinaten unseres dritten Systems sein und durch u und v respective angedeutet werden» 
so dass man hat: 
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o « eoXg. GAB y » co^. CBA. 

Mdn knn »ber die nämlichen Coordinaten auch betrachten als die reciproken halben Anzab- 
Im der in den Segmenten BS und AR respective enthaltenen Langen -Einheiten AO «• BO. 
Dem es ist (Fig. 11) : 

AD _ AB _ BD _ AB 

^^«»■"SE"' ^""CD^ÄS* 

Das Element n ^ßy y « ^ bedeutet allhier — einzebie specielle Werthe der ß und y 
wiederum ausgenommen — einen einzigen Punct, und durch die Zusammenfugung der yer^ 
schiedenen Elementar-Pnncte , deren Coordinaten die Gleichung f(uv) » o befriedigen , ent- 
steht die Gkurye f(uy) a o. 

§• 5. Irgend eine Gerade IHG (Fig. 1 und 2) schneidet die in den Goordinaten-Puncten 
B und A auf die Axe XOX' errichteten Perpendikel B'BB" und A'AA" in zwei Pnncten I und 
U, welche mit den Goordinaten-Puncten A und B respective vereinigt werden durch zwei Ge-» 
rade lA und HB, welche mit der XOX' zwei bestinunte Winkel lAB und HBA einschliessen. 
Durch diese Winkel und daher auch durdi ihre Tangenten ist die Gerade lUG bestimmt 
Es sollen daher diese Tangenten jetzt im vierten System als Coordinaten dieser Geraden IHG 
betrachtet und durch U und V respective angedeutet werden, während die Perpendikel B'BB" 
und A'AA" selbst die Coordinaten-Azen des Systems heissen mögen. Man hat also: 

U = tg. lAB = ^, V= tg. HBA = ^, 

woraus ersichtlich, dass diese Coordinaten zugleich die Zahlen sind, welche andeuten, wie 
oft die doppelte Laugen-Einheit in den Segmenten BI und AH respective enthalten sei. Das 
Element unseres jetzigen Systems U == /?, V » ^ bedeutet auch hier , wie im System XY, im 
Allgemeinen eine einzige Gerade, so wie auch die Gleichung f(UV) = o die einhüllende Curve 
der verschiedenen Elementar-Geraden darstellt, deren Coordinaten die Gleichung f(UV) = o 
befriedigen. 

$. 6. Das erste dieser 4 Systeme ist, wie man leicht sieht, das der gewöhnlichen, 
orthogonalen Parallel - Coordinaten. Indessen ist der Sinn, in welchem die Coordinaten 
X und y allhier betrachtet werden, nicht ganz der gewöhnliche. Man pflegt sich nämlich zwei 
feste, auf einander senkrechten Geraden XOX und YOY' auszuwählen und alsdann die Ent- 
fernungen CD und C£ irgend eines Punctes C von diesen Geraden als Coordinaten dieses 
Punctes C zu betrachten und durch y und x anzudeuten. Bei dieser Annahme muss man in 
der Gleichung x s /9, damit sie nicht das Einandergleichsein einer Länge und einer Zahl 
d. h. etwas Unmögliches bedeute, unter der ß nicht die Zahl /?, sondern eine Länge verste- 
hen , welche die Grösse der Längen-Einheit /Smal übertrifft. Man geräth jedoch hierdurch 
zu dem unsymmetrischen und zweideutigen Verfahren, dass man bei jeder Gleichung f(xy> « 
einige der in ihr vorkommenden Constanten als Zahlen, andere als Längen betrachtet; so 
denkt man sich z. B. in der Gleichung y =» )^ + /? unter y eine Zahl , unter ß eine Länge. 
Beseitigt wird diese Schwierigkeit, wenn man statt der Entfernungen CD und GE selber die 
Anzahl der in diesen Entfernungen respective enthaltenen Längen-Einheiten zu Coordinaten 
nimmt. Es genagt jedoch diese Annahme noch nicht , um aUe Zweideutigkeit aufzuheben. 
Denn das Element x « /?, y » r ist alsdann wegen der Unbestimmtheit der Längen-Knheit mit 
dem a%enieiBen Ausdruck x««a/^, y » a/ identisch (wo « eine unbestimmte Constante bedeuten 
mag), und bedeüet daher einen Panct unbestimmter Lage, d.h. einen der unendlich vielen 

Pmote der den Go(H*dinalei»-Ponct O durchstreichenden Geraden - « ^. Und in ähnlicher 

X ß 
Weise drflckt die Gleichnttg f (xy) » o , da sie als f Cm, ny) «>» o betrachtet werden muss. 
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eine Gnrve von bestimmter Form, doch unbestimmter Grösse aus* Umgekehrt werden bei 
dieser Natur des Coordinaten-Systems irgend ein bestimmter Punot G und irgend eine be- 
stimmte Gnrve G'CC" keineswegs respective durch die bestimmten AnsdruAe Zs=j9, y=*X 
und f(xy) := o, sondern durch die unbestimmten x = aßy y = a>^ und fCax, ay) =s o angedea* 
tet. Wollen wir diese Unbestimmtheit aufheben, so müssen wir uns nicht nur die Gerade 
XOX' und YOT, sondern öberdiess noch eine gewisse Längen-Einheit OA als zur Bestimmung 
der Natur des Goordinatai-Systems gehörig denken, in welchem Fall die Ausdr&cke x ssß^ 
Y^y und f(xy) =• o respective einen einzigen Punct und eine einzige Giirve andeuten. 

$. 7. Wir wollen jetzt den gegenseitigen Zusammenhang unserer 4 Goordinaten- 
Systeme untersuchen, d. h. wir wollen sehen, in welcher Weise die in irgend einem der 
4 Goordinaten - Systeme ausgedrückten Goordinaten irgend eines bestimmten Functes einer 
Gnrve durch die 3 anderen Arten von Goordinaten des nfimlichen Functes ausgedrückt 
werden können, wobei wir jedoch einfachheitshalber das die Natur der Goordinaten-Systeme 
Bestimmende als allen 4 Systemen gemeinschaftlich uns denken werden, d. h. wir werden die 
Lage der Coordinaten-Functe A und B und daher auch diejenige der Goordinaten-Ax^n 
XO^, YOT, A'AA", B'BB" beim Uebergang von einem System zum anderen als unveränder- 
lich uns vorstellen. 

Sehen wir erstens, mittelst welcher Formeln man von xy, XY, uv, UV respective zu XY, 
xy, UV, UV übergehe : 

Y 1 Y - J_ i ^ 1 

'^ di' dv' "" dX' ' "* " dY' 

*-y| y-«s ^-^# ^-^s 

IT 1 V 1 1 



"-^di ^-«d5 "-^ ^~% 

Y_dx y_ dX V du T_dü 

X dy' X dY' TT" df' ü ^' 

, YdY _ xdx VdV odu YdX _ ydx Ydü _ vdn 

XdX ~ ydy' ÜdÜ "* viv» XdY ~ xdy' UdV ~ ud?" 

$. 8. Wollen wir nun mittelst dieser Formeln z. B. vom System XY zom System xy 

übergehen , so bekommen wir statt der primitiven Gleichung f(XY) a o irgend einer gewis- 
sen Cnrve die Gleichung: 



'(^' ^ 



welche, da sie in Beziehung auf x und y eine DiflFerentialgleichung erster Ordnung ist, vor- 
her integrirt werden muss. Bringen wir also unsere Gleichung auf die Form : 

so bekommen wir bekanntlich für das aUgemeine Integral dieser Gleichung die, eine arbiträre 
Constante enthaltende und daher eine unbestimmte Gerade ausdrückende, Gleichung ersten 
Grades x — Cy^ F(G); und wenn wur zwischen dieser letzten Gleichung und zwischen der 

durch ihre Differentiation in Bezug auf G sich ergebenden Gleichung y + ~^t^ = o die ar- 

biträre Gonstante G eliminiren, bekommen wir bekanntlich die die einhüllende Gurve all^ 
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dieser Geraden ausdrückende, singulftre Integralgleichung F(xf) ^ o der gegebenen DiffereDf- 
tialgleichnng x— y-p = ^('Ä'r ^^^ Frage nun, welche der beiden Arien von Integralen 

man nehmen soll, das Allgemeine oder das Singoläre, ist in diesem Falle nicht zweifelhaft, 
da nur von einer einzigen primitiven Gurve f(XY) s o die Rede war und daher keineswegs 
zum Ausdruck dieser einzigen Linie die, unendlich viele Linien ausdrückende Gleichung x — ^Gy 
SS F(G) gewfihlt werden darf. Es ergibt sich also, dass man, will man die Gurve f(XY) « o 
mittelst der Goordinaten des Systems xy ausdrücken, das singulare Integral i^(xy) a o der 
aus der gegebenen Gleichung f(X¥) a o durch die Substitution 

1 „ 1 



X=: 



35' * dy 

^-yd^ y-^dl 



hervorgehenden Differentialgleichung x— y-p « F^^ j nehmen muss , während die ver- 
schiedenen particulären Integrale dieser Differentialgleichungen respective die verschiedenen 
Tangenten oder Elementar-Geraden der Gurve F(xy) as o oder ffXY) » o ausdrücken. In 
ähnlicher Weise ergibt sich, dass man, will man die drei Gurven 

f(Xy) = 0, f(UV) » 0, f(üV) s: 

respective mittelst Goordinaten der 3 Systeme 

XY, UV, UV 

ausdrücken, die singulären Lösungen der aus den gegebenen Gleichungen respective hervor« 
gehenden Differentialgleichungen 

^-^i'^S)' ^-^-^c^' -4;-<^) 

nehmen soll, während die particulären Lösungen der Gleichung u — v .- =" Ff -p j die ver- 
schiedenen Tangenten der Gurve fcUY) r» o, die particulären Lösungen dagegen der beid» 
ersteren Differentialgleichungen die verschiedenen Puncto der Gurven f(xy) ^ o und fCuv) =» o 
respective ausdrücken. 

$• 9. Wenden wir Dieses an auf den Fall, dass man die Kette : 

f(XY) = /9X+yY+l = 
im System xy ausdrücken will. Man erlangt die Differential-Gleichung: 

^ ^ +1 « 0, oder x+/» = (y+y) 



dx"^ dy ^* - ^' """* ^^^ = ^J-^-'dy' 

^-^d-y y-^dk ^ 

welche die Gleichung x-^-ß = G(y+y) einer beliebigen, durch den Funct x= — /J, y = 
gehenden Geraden zum particulären Integral und daher diesen Funct selbst zum singulären 
Integral hat. Hieraus ergibt sich, dass 

die Elemente}?, =" f * l^ A mit den Ketten l^^"*^^ * J 

u =* ft V r= yj (i^ü+yV s 1 

respective identisch sind, und dass daher das Element und die allgemeine Kette ersten Gra- 
des in den Systemen xy und uv respective die Idee des Pnnctes und der Geraden, in den 
Systemen XY und UV dagegen diejenige der Geraden und des Pnnctes respective ausdrücken, 
welche zwischen Puncten und Geraden stattfindende Beziehung zur Folge hat, dass die 4 
Figuren f(xy) « o, f(XY) = o, f(uv) « o, fCÜV) =» o 
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vwpediTe die P^Itr^Nguren der Figuren 

f(XY) » 0, f(xy) » 0, aVY) » o, fCuv) = o 

sind und zwar so, dass die zwischen den ersteren Figuren-Paaren stattfindende Reciproci- 
tMi»»Verwandtsohaft diejenige ist, welche die Gleicfaung xx'+yy' » 1 zwischen den beiden Sy» 
Steae» ven Coordinaten xy nnd xY darstellt ^ wfthrend dagegen die zwischen dm FigvreB 
fOiy> att und f(Uy> a o stattfindende Kedprocitat durch die Gleichung 

un'+w' =: 1, oder yf~2xx' = 2 
dargestellt wird und daher eine von der vorigen verschiedene Verwandtschaft ist. Der Kreis 
xM-y^ = 1 — welcher nach §. 134. mit tiem Kreise X^T^ r*s 1 identisch ist — ist dabei die 
Directrix, in Bezug auf welche der Punct x=^, yt=7 als Pol der Geraden Xr— /y, Y=sy und 
umgekehrt die Gerade jSx+/y » 1 als Polare des Punctes ßX'\^Y a 1 zu betrachten ist , so 
dass allhier die Gerade 

Y r^ßj T rtr y^ oder ßx+yj « 1 
senkrecht ist zur Geraden, welche den €oordinatenpunct mit dem Puncto 

X« ft y«y, oder ßX+yY ^ 1 
vereinigt. In fihnlicher Weise ist die durch 

u2+v2 » 1, oder U^+V« « 1 
ausgedruckte Hyperbel die Directrix, in Bezug auf welche die Elemente und die Ketten er^ 
sten Grades der Systeme uv und UV die Rolle gegenseitiger Pole und Polaren übernehmen. 
$• 10. Es sind also in geometrischer Hinsicht die 4 Uebergänge 

xy in XY, XY in xy, uv in UV, UV in uv 
zwar mit den 4 anderen Transformationen 

XY in xy, xy in XY, UV in uv, uv in UV 
respective identisch, von folgenden 8 dagegen 

UV in UV, UV in uv, xy in XY, XY in xy, 

UV in UV, UV in UV, XY in xy, xy in XY 
verschieden. In analytischer Hinsicht jedoch sind in allen vier Fällen die Formeln der vier 
Uebergänge übereinstimmend und nur durch die in ihnen vorkommenden Coordinatm ver* 
schieden. Da es uns mehrmals vorkommen wird, etwas diesen vier Uebergängen Gemein- 
schaftliches zu behandeln , wollen wir einen bestimmten Namen dafür einffthren , und daher 
unter ^77 und BT zwei Coordinaten-Systeme verstehen, deren jedes zwar an sich ganz belie- 
big sei, welche dennoch durch die Formeln 



S-V/ ^-^dS "^-^dT ^-^^ 

mit einander verbunden seien. 

§.11. Untersuchen wir jetzt, wie die Systeme xy und uv, dessgleichen wie die Systeme 
XY und UV, xy und UV, XY und uv respective gegenseitig zusammenhangen: 

1+x 1 — X u — V „ _ 2 

u=~, v==-y-» '^^iq:^' y ""£:??' 



1-X^ ^ x/^+XN v-V-£ 



"-<V> --< 



Y = 



1~J' ^"Y+ü' '~U+V' 



dv dT dV+dü ft üdV—Ydü 

ü = 5[y-(x-i)gi, ▼= i[y-(x+i)gl, «-dvi:3ü' y-^^Tv^ar' 

n - Y-(X+l)jg-, V = Y-CX-l)j^, X » g^^^g^, Y » d,_dy . 
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u+T - 2(i), u-T = 2(5), Ü+V - ^, Ü^Y f., 

X d V+dÜ • X dn+dT 

y " ^^'üdV-Vdü' ¥ "°vdn-.odv» 

dn y— (*+l)s dy du-HJT du Y-Cl-X)j^ ^^ ^ dü+dY 

;g - U-V. dv "XHT' dX " *'■' "^» dV x+1' 

y dy jr dY 

ndv üdV iin~ S _ 1 +XdX 

^ " ?aü " _y dy - Y _ dlf ' 

x+1 dx 1 — X dX 

ydx "" YdX "** *^ ^ Ydu * Vdü * 

udv ^"ÜdV 

$. 12. Man sieht, dass die Formeln, wodurch respective yon 

UV in xy, xy m uv, UV in XT^ XY in UV, 

UV in xy, xy iii UV, uv in XT, XT in uv 

übergegangen wird, denjenigen Formeln sehr ähnlich sind, mittelst welcher respective von 

UV in XY, XY in UV, uv in xy, xy in uv 

UV in XY, XY in uv, UV in xy, xy in UV 

übergegangen wird , sodass man leicht auf den Gedanken kommen könnte , es sei ein Fehler 
in die Rechnung eingeschlichen, und es seien die Formeln beider Gruppen von UebergSngen 
nicht nur ähnlich, sondern ganz mit einander übereinstimmend, so wie wir §. 10. die Ueber- 
gangsformeln von xy zu XY mit denjenigen von uv zu UV übereinstinunend fanden und nur 
durch die in ihnen vorkommenden Goordinaten von einander verschieden. Dass Dies jedoch 
nicht der Fall ist^ ergibt sich aus der Betrachtung, dass z. B. die Uebergänge von den Sy- 
stemen UV und UV zu den Systemen xy und XY respective als die beiden doppelten Trans- 
formationen (UV in xy) « (uv in UV) + (UV in xy) « D+E, 

(UV in XY) » (UV in xy) + (xy in XY) « D'+E' 
betrachtet werden können. Es findet nun aber das Gesetz , dass man bei der Addition die 
Ordnung der zu addirenden Grössen ohne Aenderung des Resultats umkehren darf, zwar bei 
der Addition der Zahlen statt, nicht aber bei derjenigen von Transformationen. Es sind also 
die aus den einfachen Transformationen D, E, D', E' hervorgehenden doppelten Transforma- 
tionen D+E und D'+E' — wenngleich, wie hier der Fall ist, D»E' und D'»E, sodass sie 
sich zu D+E und E+D reduciren — im Allgemeinen noch keineswegs identisch, sodass auch 
hier kein Grund vorhanden ist, weshalb bei unseren beiden, aus identischen einfachen Trans- 
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formationen zusammengesetzten doppelten Transformationen ihre Aehnlichkeit zur MentitAt 
sich erheben sollte. 

Es sind daher die 4 Figuren 

f(xy) » 0, " f(uv) » 0, f(XY) » o, f(ÜV) =« o 

zwar mit den 4 Figuren 

f(uv) re 0, f(3Ky5 « 0, f(UV) » 0, f(XY) « o 

respective collinear verwandt, es sind. aber die beiden, zwischen diesen 4 Figuren-Paaren 
stattfindenden CoUineations- Verwandtschaften von einander verschieden, während fiberdiess 
jede dieser Collineationen zu zwei verschiedenen Transformationen Veranlassung gibt. 

§. 13. Es ist nun aber wohl zu beachten, dass alle gefundenen Uebergangsformehi 
nach §. 7. nur dann gelten, wenn die Lage der beiden Coordinaten-Puncte A und B allen 4 
Coordinaten-Systemen gemeinschaftlich ist. Findet daher solch eine Gemeinschaft nur theU- 
weise oder gar nicht statt, so müssen obige Formehi durch viel complicirtere ersetzt werden. 
Suchen wir z. B. den Zusammenhang zwischen dem System uv und dem im gewöhnlichen 
Sinne genommenen System xy, so sind — wenngleich das die Natur des Coordinaten-Systems 
Bestimmende als beiden Systemen gemeinschaftlich angenommen werde — deänbch nur die 
Lage der Coordinaten-Axen XOX' und YOY', nicht aber die Grösse der Längen-Einheit als 
beiden Systemen gemeinschaftlich zu betrachten; sondern es ist die Längen-Einheit des Sy- 
stems xy — da sie nach $. 6. bei dieser Art von Coordinaten-System als unbestimmt gedacht 
wird — als einen unbestimmten a^» Theil der Längen-Einheit OA des Systems uv enUialtend 
zu betrachten. Es sind daher alsdann in unseren Formeln die Grössen x und y respective 

X V OA 

durch - und ^ zu ersetzen. In ähnlicher Weise sind, wenn wiederum OA und — als die 
a a a 

Längen-Einheiten der Systeme UV und XY respective betrachtet werden, die X und Y in aX 

und aY zu ändern, so dass unsere Formeln folgende Form annehmen: 




V =a , X =: 

y 



<5T^)- y-'Ksf^)' 



v-i{q^), v.|(-;^), x.i(j-^s). ..i(„_;,), 

etc. 

Es enthalten daher alsdann alle Uebergangs-Formeln eine unbestimmte Grösse a, so 
dass jeder bestimmte Punct u s /?, v » / und jede bestimmte Curve f(uv) » o alsdann beim 
Uebergang zum Goordinatensystem xy einen unbestimmten Ausdruck 

" ^^{^ oder f(«^, ^) . F(x,y,«) =. o 

bekömmt, so wie umgekehrt jeder bestimmte Punct oder jede bestimmte Curve des Systems 
xy, wenn man sie mittelst der Coordinaten des Systems uv ausdrücken will, durch den un- 
imendlich vielen Puncten oder Curven zukommenden Ausdruck 
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V « 



a — ß 

a+ß 



Oder ff^^^i^-^^FCu^T,«) 



angedeutet wird. Es wird ans dies nicht wondeni, wenn wir bedenken, dass nach %. 6. bei 
dieser Coordinaten-Annahme jeder bestimmte Ponct den unbestimmten Ausdruck xaa/9, 7^^ 
besitzt, so wie umgekehrt der bestimmte Ausdruck Xsmß^ j'^y abdann die unendlich vielen 

Puncte darstellt der Geraden -=:^. 

X ß 

$. 14. Untersuchen wir jetzt, in welchen Fallen, d. h. bei welchen Elementen, die Coor- 
dinaten unserer 4 Systeme als positiv, in welchen Fällen sie als negativ betrachtet werden 
sollen. 

Man würde oberflächlich meinen, es sei die Wahl zwischen 4x4 c= 16 verschiede» 
neu Zeichenbestimmungen der Coordinaten; denn man könnte in jedem der 4 Systeme die 
Richtung, in welcher eine der beiden Coordinaten vom Coordinaten-Werthe aus sich ver- 
grössert, nach WillkOhr entweder die positive oder die negative Richtung nennen und da- 
her in jedem der 4 Systeme eine 2x2 = 4fache Zeichenbestimmung bekommen. Und wirk- 
lich ist uns solch eine 4fache Bestimmung z. B. im System uv erlaubt, so lange man das 
System an sich betrachtet, ohne Bezug auf die 3 anderen Systeme. Denn man kann alsdann 
die Zeichen ± der Winkel y/ = GAB und x = ^^-^ entweder so wählen , dass sie immer 
grössere positive Werthe bekommen, wenn die Strahlen AG und BG in den durch die Pfeile 
unten stehender Figur angedeuteten Richtungen um die Goordinpten-Puncte A und B respe- 

cUve sich drehen, 

c 



X'-4 




^x 



während sie immer grössere negative, d. h. immer kleinere positive Werthe bekommen, wenn 
die Strahlen AG und BC in den den Pfeilen entgegengesetzten Richtungen sich drehen ; oder 
aber man kann die Zeichen + der Winkel tp und x so bestimmen, dass sie immer grös- 
sere positive Werthe bekommen, wenn die Strahlen AG und BG in denjenigen Richtungen 
sich drehen, welche in irgend einer von den 3 folgenden Figuren durch die Pfeile angedeu- 
tet sind : 





/ 



\/- 



N 






Und je nach diesen 4 verschiedenen Betrachtungsweisen der Winkel xp und x wurde man 
4 verschiedene Zeichenbestimmungen der Coordinaten u s= cotg. ip und v = cotg. x bekommen. 
Weil jedoch die Goordinaten des Systems uv von denjenigen der Systeme xy, XY, UV 
mittelst der Formeln des $. 7. und $.11. abhängig sind, ist uns nicht die WaU aus 16 
verschiedenen Zeichenbestimmungen gestattet, sondern nur diejenige aus 4 verschiedenen, 
da zwar immer noch die Zeichenbestimmung, welche man fflr die Coordinaten des als ur- 
aprünglich betrachteten Systems anwendet, eine aus 2x2=: 4 verschiedenen beliebig ausge- 

2 
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wihlte ist, hierdurch aber die Zeichenbestimmnng der 3 übrigen Coordinaten-Systeme bestinimt 
ist; wie dies Druckenmüller (Uebertragungsprincipien 1842. Vorrede pag.yi) recht deut- 
lich sagt : ^Bei dem nrsprfinglichen Systeme , welches einem jeden Zweige der analytischen 
Geometrie zn Grande gelegt wird, ist die Interpretation der Zeichen vor den Coordinaten- 
W«Flhett' ganz cevreotienell • • . • . Hat mm aber eine selche Annahme über die BedaUoBf 
4er Zeichen ffr die iJ sp ri inuMc hea Goordinaten einmal gemacht, so hArt Jede fem^e WiUkahr 

•vf Daher mnd in jedem ander» Sf stemesi welches ans 4em nrsprä^glichen abgeldtet 

ist, dessen Goordinaten also in diesem durch analytische Functionen dargestellt werden, die 
Zeichen der letztem för jede Lage im Coordinaten-Pelde vollkommen bestimmt . . . ^. 

Allein auch die ans erlaubt gebliebene WaU aus den 4 Zeichenbestimnuagen wird nicht 
lange zweifelhaft seoi. Dean betrachten wir das System xy als das nr^ringUche, so i^ es 
wohl am Besten, der in allen mathematischen Werlcen angenommenen Bezeichnungsweise sich 
n fügen, wonach (Fig. 1.)* 

rfichtfi 

X ^ 0, je nachdem der betrachtete Punct Jj^ von der Axe TOT liegt, 

y2So, „ » » » « Jjfj^ der Axe XOr liegt, 

und daher 

x^^ ^ . . , ^ , ^ XOT oder XOT 

y^o, , » „ „ „ m emem der Quadranten ^^j. ^^^^ j^^j 

Es folgt nun unmittelbar aus dieser Zeichenbestimmung der Coordinate x diejenige det 
Goordinaten-Function l±x. Denn man hat: 

x+ 1^0, X— 1 % 0, i — x^ Oy jenachdem 

X ^ — 1, . X ^ + 1) X ^ + 1, d. h. jenachdem 

-. rechts ^^ * »^ rechts ^ -. links „ 

» link« ^»»^ ^mika ^•"' ^' ^ rechte^**" ^' 
wobei D (Vig. 2.) den Füsspunct der Ordinate CD des jedesmaligen Ponctes C bedeutet. Und 
hieraas folgt weiter die der Zeichenbestimmnng des Systems xy analoge und daher ailhier 
anzuwendende Zeichenbestimmong des Systems ut, wonach (Fig. 1.): 

oSo, jenachdem der Pnnct in j^-av. ^ a"AX ^'^ 

^^ . BBX' oder BTBJ. ,. . 

' ^ "' » » » " B'BX oder B'Oy "^«^ 

J^o, . . « »- ^A"f Oder BB-X' -•'•- at^^hl ^'^•' -* «^»»^ ^^ 

Dem Zusammenhange nach, welcher zwischen den Goordinaten-Systemen xy und XT ob- 
waltet, ist das Element X=^, T==^, wie wir $. 9. sahen, mit der Kette ßx-^yj^zl identisch. 
Soll daher die Coordinate X der Elementar-Gerade X?=^, Yz^ einen Werth > o besitzen, so 

Buss diese Gerade /9x+97t=sl bei der Annahme y^=o einen Werih x = -i d. i. x >o 

bekommen, d. h. es muss diese Gerade die Axe XOX' in einem Puncto x>o, yt=::o durch- 
schneiden, weldier — der oben angenommenen Zeichenbestimmung des Systems xy zufolge 
— rechts von TOT' sich befindet. Durch ihnliche Argumentation ergibt sich, dass, wenn ia 
irgend einem Funde der Curve f(XT) =: o sein soH 

X ^ o oder T S , 
alsdann die dieser Onrve in diesem Funde gehörige ElenentaMIerade oder Tangente 

die Axe XOX ^ von 0, die Axe YOY^^ 
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respective dnrchslreichen soll, worais sicK weiter ergibt, dass in irgend einem Poncte dner 
Carve y'^ ^ ^ jenachdem die mit ihrer jedesmaBjgfen Tangente parallel gezogene und den 

Goordinaten-Ponct darchstreichende Gerade die Form ' 7^ ^^^^9 d- h« jenachdan 

j sss + nx 

die Tanffente in der Art der Geraden folgender Figur A\\\\\w v\\\\ yy. oder aber de»* 





jenigen dieser Figur -• / //////// W////r ^ '•"f®- 

Wiederholen wir diese Argumentation in Bezug auf den zwischen den Coordinaten-Sjvf»^ 
men uv und UV bestehenden Zusammenhang, so ergibt sich, dass die Coordinate U bei denje- 
nigen Geraden >o sein wird, welche durch eine Gleichung von der Form (>o)u+ 0)v=:i 
angedeutet werden und daher die Gerade FBB" in einem gewissen Puncte u>o, vä=o be- 
gegnen, welche — der ▼orher gefundenen Zeichenbestimmung des Systems uy zufolge — 
oberhalb der Axe XOX* sich befindet, so dass in irgend einem Puncto einer Curve f(Uy)^o 

tJ S 0, V 5 

sein wird, jenachdem <fie Tangente der Gurre 

die halbe Axe g_, die halbe Axe . .^ 

durchschneidet, woraus weiter folgt, dass y ^ 0, jenachdem die Tangente die Axe XOX' in 

ausserhalb 
einem |QQg.].g|w ^ Coordinalen«Punete A und B gelegenen Ponete begegnet 

Aus der gefundenen Zeichenbestimmung der 4 Functionen: 

X X u £ 

y» Y' 7' V 

ergibt sich endlich unmittelbar diejenige der nach $. 7. nur durdi' Aendemg des 

± von ihnen verschiedenen 4 Functionen 

dl dy dV dv 

aX» S» au* flu' 

sodass, jenachdem die 4 ersteren %o sind, die 4 letzteren respective ^0 sein werdoi. 



II» Befraehtunif einer Gruppe von 9 Elenienten. 

§• 15, Denken wir uns jetzt eine Gruppe von zwei Elementen _^' und ^ ^' irgend 



> 



eines unserer 4 Coordinaten^Systeme, und untersuchen wiv,. zn welchen neuen Elementen und» 
Ketten daa ZuBammendenken der beiden gegebenen Blenente Veranlassung gebe , wobei die 
ß, /, ^, € vorläufig irgend 4 willkührlich ausgewählte Grössen bedeuten mögen. 

Es ist alsdann, solch eine Gruppe zweier Elemente wegen des zwischen unseren 4 
Coordinaten-Systemen nach §.9v bestehenden Zusammenhangs zugleieh dieChruppe der beiden 
Ketten: ßS'^YT=i und dS+sf=i* 

EBmintren wir aus diesen beiden Gleiebungen meb einandcv die T und die .^ so bekomuMi 

die Coordinnten^Werthe 
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des Elementes des Systems BTj welches obigen beiden Ketten gemeinschaftlich ist. Und es 
ist dieses Element zugleich diejenige Kette des Systems $7 

wozu sowohl das Element S=^, 17=7, als auch das Element S=^, fj=t gehört, 

Interpretiren vfir diese analytischen Formeln in unsem 4 Coordinaten-Systemen, so be- 
kommen wir respectiTe : Die die beiden Puncto 

^^' und ^^^' oder ^X+yY = l und JX+«T=:1 

Toreinigende Gerade hat zum Ausdruck: 

Cy_«)x + c*-/Oy = y*-/J«; oder: X = j^, Y ^ ^=L; 
der Durchschnittspunct der beiden Geraden 



und Y ' ^^^^ ß^-^Yl = ^ ™d 'x+«y =5 i 

hat zum Ausdruck: 

(y_OX +(*-/?)¥ = y*_/»*, oder: x = j^,, »«j;^; 
die beiden Puncto 



und ' oder /}U+rV = 1 und dU+cV =: 1 

liegen auf der Geraden: 

0— )a + (J-U)T=, y*-iJ*; oder: ü=^, V=i^; 

die beiden Geraden: 

--~^' und -. V oder /9u+yv 5=3 1 und du+cr =: l 
durchschneiden einander in dem Puncto: 

(y_OÜ+(*-iJ)V = y<r_./»., öder: a = ^^, y =y-^. 

$. 16. Sehen wir jetzt, wie die Bedeutung des Systems der beiden Puncto C^ und C^ 
(Fig. 3.) oder 



und ' oder /JX+yTssl und ^X+cYssl 



sich specialisirt, wenn die 4 Grössen /}, y^ 9^ s nicht mehr 4 Willkflhrliche sind, sondern 
irgend einer von folgenden 4 Bedingungen 

unterworfen sind. Es ergibt sich sogleich, dass alsdann respective sein wird: 
eotg.CiOX^cotg.CjOX, cotg.CiOX+cotg.C^OXeo, cotg.G^OXs^.GsOX, co^.CiOX+tg.CaOXcao, 
mit andern Worten, dass alsdann: 

CiOX— CaOX = oo oder 180S CiOX+C^OXsoo oder 180«, 
CiOX+CjOX = 900 oder 270«, C,OX— C^OX = 90» oder 270S 
d. h. dass alsdann respectiye 

1) die die beiden Puncto C^ und C2 vereinigende Gerade CiC, den Punct durchstreiclit; 

2) die die Puncto C^ und C2 mit dem Puncto vereinigenden Geraden 0(\ und OC2 mit 
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einander einen Winkel CiOCj bilden» welcher von der Coordinaten-Aze XOX' oder TOT* 
halbirt wird; 

3) der Winkel C1OC2 von der den Quadranten XOT oder XOT* halbirenden Geraden LOL' 
oder KOET (Fig. 1.) halbirt wird ; 

4) die Gerade OC^ und OC2 zu einander senkrecht stehen. 

S. 17. In ähnlicher Weise ergibt sich, dass bei den nämlichen 4 Bedingungen das 
System der beiden Geraden F^Gf und F2G2 (Fig. 3.) d. h. 

« ^' und «. ' oder /?x+yy=l und Jx+«y = 1 

sich respective auf sotehe Weise specialisiren wird , dass man hat : 

FiGjX— F2G2X = 00 oder ISO^, F1G1X+F2G2X = o« oder ISO« 
Fi6iX+F2G2X=90o oder 270o, F^G^X— F2G2X = 90o oder 270o, 
d. h. dass alsdann respective 

1) die beiden Geraden F^^G^ und FjG, mit einander parallel sind; 

2) der zwischen den Geraden F^G^ und F2G2 enthaltene Winkel F1C3F2 Ton der den Punet 
C3 durchstreichenden Geraden halbirt wird, welche mit der C!oordinaten-Aze XOX oder 
TOT parallel ist ; 

3) die Halbirungfr-Gerade des Winkels F1G3F2 mit LOL oder KOK' (Fig. 1.) parallel ist; 

4) der Winkel F^C3F2 ein rechter ist. 

S. 18. Bevor wir weiter gehen, wollen wir uns folgenden algebraischen Satzes erinnern: 
Wenn 4 Grössen a, b, c, d durch die Formeln 

a— 1 b— 1 , 

= C, r 7 = a 

a+1 ' b+1 

verbunden sind, so sind sie auch umgekehrt durch die zwei anderen Formehi 

^ _ 1+c _ i^c— iN-i , 1+d /-d— 1\-^ 

• ~ r^ V3+tJ » ^ =r=3 = -" Vd+T>/ 

verbunden. Wenn ausserdem zwischen 2 der 4 auf obige Weise zusammenhangenden Grös- 
sen die eine oder andere von folgenden 4 Gleichungen stattfindet 

a = b, a+b=;o, ab = 1, ab+1 =s o, 
so sind umgekehrt die beiden andern Grössen respective auf folgende Weise 

= d, cd = 1, c+d == 0, cd+1 = o 

1 1 

verbunden. Und auch die Grössen und — t- haniren alsdann in ähnlicher Weise zu- 

c d ® 

sammen, wie die Grössen c und d selbst, weil obige 4 Gleichungen auch betrachtet werden 

können als 

-4=-^ HX-i>^ (-4)-H)=». (-4X^>'- 

S. 19. Wenden wir diesen Satz an auf die Untersuchung, wie die geometrische Bedeu- 
tung des Systems zweier Puncto C^ und C2 (Fig. 3.) d. h. 

^' und ^'^^' oder ßü+y\ = 1 und 3V+sl = 1 

sich specialisire, wenn die 4 Grössen /}, /, ^, s irgend einer von den 4 Bedingungen 

unterworfen sind. Stellen wir also die zwei ersteren der 4 Grössen unseres Satzes vor 
durch &= ^9 b=: — , so bekommen wir — wenn wir die Längen -Einheit des Systems xj 
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deotiiokkeitslMiIher tDUer nach §. 13. als einen unbcaünffiten oten Theil 4m Längen-: 

OA des Systems uv enthaltend betrachten — für die beiden anderen Grösse» die Bedeatnng: 

c = i=:l = ^—^ = ^—^^ = ii = ^^ 

a+1 ß+y Wi+Vi a OA * 

, __^ b— -1 i^ «a-^v^ — . 5l ^* 

Und es folgt alsdann aus unserem Satze , daaa die gegeweitige Lage dar Pawle G^ und G|. 
bei obigen 4 Bedingungen sich in solcher Weise specialisirl, dass respective sei 

ODi s= OD2 , ODi X OD2 = (0A)% ODi + OD2 = o, OD^ x OD^ + (OA)« = 0, 
welches wir auch in folgender anderer Weise andrücken können: 

1) Die Vereinigmg^i^rade C1C2 der beiden gegebenen Poncte ist mit der Coordinateur-Aze 
YOr paralleL 

2) Die Grösse der Längen-Einheit OA hält das geometrische Mittel nwisclMi den beiden 
von Ci und C, auf YOT gefftHten Petpendikein GiE| vmi C^Ej* 

3) Die Aze TOT halbirt die gegenseitige Entfernung CiC^ der beMai gegebenen Poncte. 
4> Diejenigen Geraden, welche die Puncto D^ und D^ mit dem Puncto M oder N (Fig. }•> 

vereinigen, stellen ein in M oder N rechtwinkliges Dreieck D^MD^ oder D1ND2 dar. 
$. SM. Wenden wir auch auf die Untersuchung dier gegenseitigen Lage der beiden 
Geraden P^G^ und F2G2 (Fig. 3.) d. h. 

-,'^^* und -- ^ oder ßn-^y^ = 1 und Ju+«v = 1 

ß t 

den soeben betrachteten algebraischen Satz an» Es sei also wiederum a =s.-, bss-^so 

bekommt man nach $• 13. für die Bedeutung der beiden anderen Grössen des Saties: 



k-l *_, ü,— V, Y _ 0^ 

^ 5= kT^ — ^T^ = It . V == — "-^ — — TOT » 



SO dass die unseren beiden Geraden, bei obigen vier Bedingungen respective zukommende, 
gegenseitige Lage eine solche ist, dass man hat 

O61 = OG2, OG1XOG2 = (OA)S OG^+OGa = o, 06ix0G2+(0A)« =: 0, 
welche Gleichungen alsdann in ähnlicher Weise , wie die vier analogen vorher geftmdenen, 
weiter geometrisch zu deuten sind. 

$. 21. Betrachten wir jetzt zwei Elemente ^^^ und ^^''^^ , deren Coordinaten-Werthe 

ß 6 
ausser der -Bedingung -:=s ~ auch noch der zweiten Bedingung /}+ Jcao unterworfen sei«u 

y * 

Bas Elemenl gsad, f=se nimmt alsdann die Form S =s — /9, iyt=s — yt an und hftngt mit dem 
Elemente £=:+/}, ^ = +r in unseren 4 Coordinaten^stemen respective m folgentar 
Weise zusammen: 

n Die beiden Puncto *~ ■*"^' und ^^^"P^ oder C und c (Fig. 5.) liegen auf der nim.- 

liehen durch gehenden Geraden und ihre gegenseitige Entfernung wird durch den 
Punct halbirt. 

2) Die beiden Geraden **^ '^^' und 5~~^' oder F^G^ und fig^ (Flg. 5.) sind mit ein- 

Y= 4-yr Y=-.y, 

ander parallel und ihre gegenseitige Entfernung wird durch den Punct halbirt. 
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3) Die beiden Poncte ^^'^"^ und *~ '~'^' oder Cj nnd Cj (Fig. 4.) liegen auf der nftm- 



liehen, sur Axe XOX' eentaedrien Ctorftden und die WiaUi GzAc, und CsBe, werdet 
beide von der Axe XOX' htlburt, so dass auch die gegenseitige Entfernung der Puncto 
C2 und Ck selber durdi diese Axe XOX' halbirt wird. 

U^~ 4-Ä |T_ ß 

4) Die beiden Geraden ., '^^^ und ., '^^ oder IHG und ihG (Fig. 4.) durchschneiden 

einander im nämlichen Puncte der Axe XOX', und die Entfernungen Hb und li werden 
von XOX halbirt, so dass auch der zwischen den beiden gegebenen Geraden enthal- 
tene Winkel HGh von dieser Axe XOX' halbirt wird. 
$. 22. Aus der gewonnenen geometrischen Bedeutung eines Systems von Elementen 
mit entgegengesetzten Coordinaten-Werthen ist ersichtlich, dass der zwischen den Puncten C 
und c (Fig. 5.) stattfindende Zusammenhang keineswegs diesen Punden an sich zukommt, 
eondem bloss in Bezug auf die festen Puncte oder Geraden 0, XOX, YOT etc. des gerade 
benutzten Coordinaten-Systems xy. Mit anderen Worten: Es hat irgend ein gegebener 
Pnnct C nicht gerade einen bestimmten, ihm in Bezug auf das System xy entgegengesetzten, 

d. h. mit ihm durch die Bedingungen x^, +x^ = 0, y^ + y^ = zusammenhangenden Punct 

e, sondern es darf jeder andere beliebige Punct C oder C" etc. , sobald man nur die Lage 
der Coordinaten-Axen und Coordinaten-Puncte XOX', TOT, richtig gewählt hat, als solch 
ein dem Puncte G entgegengesetzter Punct betraci^tet werden. Und so ist auch in den Sy- 
stemen XT und DY der zwischen zwei entgegengesetzten Elementen ^ ^' und ^ "" ^^ 

stattfindende Zusammenhang keineswegs ein diesen Elementen an sich zukommender, son- 
dern ein von der Lage der Coordinaten-Puncte und Coordinaten-Axen des Systems S7 ab- 
hängender und, bei Aenderung dieser Lage, eine andere geometrische Bedeutung bekommender« 
Es gibt dennoch eine gewisse Aenderung des Systems §17, welche auf die Lage desje- 
nigen Elementes, das einem gegebenen Elemente entgegengesetzt ist, keinen Einfluss hat; 
wenn wir nämlich das Element £==09 ^r=o und die Kette CS+C^ = cx ungeändert lassen 
nnd bloss, die Coordinaten l und 17 durch a^+b^ und cS+di7 ersetzen — welches nach 
S. 196. und S. 44. zur Folge hat, dass auch das Element S=ao, fao und die Kette CH+C'f 
= OD ungeändert bleiben und bloss die Coordinaten 3 und T durch AH+Bf und Cfi + DF 
zu ersetzen sind — so werden, weil die Bedingungen 

^ = -^» die anderen ^*5-*'*'^^ = ^ («r+b^y'), 
V = -^'» (c5+dj7) = - (c£'+di7'), 

zur Folge haben, zwei Elemente des Systems $37, welche vor dieser Aenderung der Coordi* 
«rten-Axen oder Coordinaten-Puncte ein System von entgegengesetzten Elementen darstellten, 
wmdk noch nach dieser Aenderung die en^egengesetzten Elemente Ton einander bleiben, so 
dass es uns erlaubt ist, in den Systemen xy und XT die Axen XOX' und TOT um den Punct 
O rotiren, in den Systemen uv und U¥ die Puncte A und B in der Axe XOX sich fortbewe- 
gen zu lassen, ohne dass dadurch derjenige Punct oder Gerade, welche mit einem anderen 
PlBiete oder Geraden ein System entgegengesetzter Elemente darstellten, aufhörten, das diesem 
hnde eder dieser Geraden entgegengesetete Element zu sein. 

S. 23. Wir wollen jetzt nochmals zwei Elemente _\^ und * ^'irgend eines von 



unseren 4 Coordinaten-Systemen betrachten; wollen uns jedoch die 4 Grossen j9, y^ S^ c jetzt 
als ganz willUhrlch denken. Solch ein Elementen-Paar nun gibt zu einem neuen Elemente 
£=40'+') 9 7=i(r+s) Veranlassung, dessen Coordinaten- Werthe respectiTo die arithmeti- 
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sehen Mittel der Coordinaten-Werthe der beiden primitiven Elemente sind, weshalb dieses 
dritte Element das Mittel-Element der beiden primitiven Elemente heissen mag. Die 
Coordinaten dieses Mittel-Elements genfigen, wie man leicht sieht , der Gleichung 

der Kette ersten Grades, welche nach $. 15. durch die beiden primitiven Elemente bestimmt 
wird, weshalb auch dieses Mittel-Element eines der Elemente der nämlichen Kette ist. Das 
Mittel-Element hat also bei unseren 4 Coordinaten-Systemen respective folgende Be- 
deatnng: 

1} Man nehme das arithmetische Mittel OD4 (Fig. 4.) der beiden Abscissen OD^ und OD^ 

der beiden Puncto C^ und C2 oder ^^^^^ and ^^^^ . Man nehme desgleichen das arithmeti- 



sche Mittel OE4 der beiden Ordinaten dieser Puncto , so liegt der durch die neue Abscisse 
und Ordinate bekommene Punct G4 auf der, die beiden gegebenen Puncte veremigenden 6e* 
raden 0^62 und ist das diesen beiden Puncten in Bezug auf das System xy asukommende 
Mittel-Element. 

i 

2) Man nehme das arithmetische Mittel jr^^ (Fig. 5.) der reciproken Längen der beiden 

Y_/} Y— <f 

Segmente, welche von den Geraden F^Gi und F2G2 oder y ^^ und « * auf der Axe XOX* 

* 1 1 

abgeschnitten werden. Man halbire gleichfalls den Unterschied jr^ — m^ der reciproken 

Längen der beiden anderen Segmente, und man vereinige die Puncte F3 und G3. Die er- 
haltene, durch C gehende Gerade F3G3 ist die Mittel-Gerade der Geraden F^Gi und F262 
in Bezug auf das System XY. 

3) Man vereinige die beiden Puncte C^ und Cj (Fig. 4.) oder ^"^^ und ' mit den 

Puncten A und B, und man ziehe durch A und B die Geraden AC3 und BC3 in solcher 
Richtung, dass die Cotangenten der Winkel C3AB und C3BA respective die arithmetischen 

C AR C RA 

Mittel sind der Cotangenten der Winkel 7^^ und ^^^^. Der Durchschnittspunct C3 dieser 

beiden Geraden liegt auf der Geraden C^Cs und ist, in Bezug auf das System uv, der Mittel'- 
punct der beiden Puncte G^ und G,. 

4) Man nehme die arithmetischen Mittel AH3 und BI3 der mit dem Factor AB multipli- 

cirten Coordinaten ü und V der beiden Geraden H^CIj und HjCIj oder ^ ' '^'^^vH • ^ 

— ^, v — s 



sind diese zugleich die arithmetischen Mittel der Coordinaten selbst; und die Vereinigangs- 
Gerade H3CI3 geht durch den Durchschnittspunct der beiden Geraden UJ^ und H2I2 nnd ist 
die Mittel-Gerade dieser beiden Geraden in Bezug auf das System UV. 

S* 24. Aus der erhaltenen geometrischen Bedeutung des Mittel-Elements ist ersicht- 
lich, dass irgend 2 gegebene Puncte C^ und C2 (Fig. 4.) ein anderes Mittel-Element C4 be- 
sitzen in Bezug auf das System xy, ein anderes Mittel-Element C3 in Bezug auf das System 
UV. Deutlicher wird uns diese Verschiedenheit, wenn wir die analytischen Ausdrücke der 
Puncte C3 und C4 suchen. Es seien also die Puncte C^ und C2 respective 

* und * oder nach $.11. ^ ^ ^ und . . 
' ^ ' V = — ^, u= , 
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so hak der Fimct C4 za seinen Coordinalen : 

wlkrend dagegen C3 folgender Pnnct ist: 

u_i(^^^ + — j =: ^^ , x-y^, 

woraus man erkennt, dass die Coordinaten der Poncte C3 und C^ nnd daher aach diese 
Poncte selbst im AUgemeinen von einander verschieden sind, dass aber in dem speciellen Fall, 
wo man hat 

i(y+0 = -^ nnd daher auch y— c = 0, 

d. h. in dem speciellen Fall , wo die die beiden primitiven Puncto vereinigende Gerade C^Cj 
mit der Aze XOX' paraUel ist, die Ordinaten C4D4 und CJ)^ und daher auch die Puncto C, 
und C4 selbst mit einander coincidiren. Nehmen wir ebenso 2 primitive Geraden Fi 61 und 
F2G3 (Fig. 5.), deren Coordinaten respective seien : 

v-Lzi ü~l±-' 

V '^ und •. oder . ' und 4^^ > 

Y=y Y=« V-— ^^'^ V-— ^"^^ 



SO ist die Gerade FaGa , welche zu ihren Coordinaten hat 

X = Jtf+tT), Y = J(y+0, 

und daher das Kttel-BIement der gegebenen nach dem System XT darstellt, im Allgemeinen 
verschieden von der das Mittel-Element der gegebenen nach dem System UV darstellenden 
und durch ß^+yS v ^y* 

y+« y+« 

bestimmten Geraden H4F4I4G/1 und coincidirt nur dann mit HaFalgGa , wenn 

2y€ 
iCy+O =3 *-^^ — und daher auch y— ^ s=3 0, 

d« h. Wenn die primitiven Geraden einander auf der Axe YOT durchschneiden. Von derjeni- 
gen Geraden F5G5 aber, welche den zwischen den beiden primitiven Geraden enthaltenen 
Winkel halbirt, sind im Allgemeinen sowohl H4I4 als auch F3G3 verschieden. Nur im qie- 
dellen Falle, wo die Mittel-Gerade den Punct durchstreicht, wird Vfi^ mit F3G3 coinci- 
diren, nur im speciellen Falle, wo die Mittel-Gerade mit der Axe X,OX parallel ist, wird 
F5G5 mit H4J4 coincidiren. 

S. 25. Die Constructionsweise des Mittel-Elements, welche wir $• 23. aus der directen 
geometrischen Interpretation der analytischen Formeln ableiteten , ist bei den Systemen xy 
und UY eine ziemlich einfadie, weil sie nur das Halbiren der Längen gewisser Linien er- 
finrdert. Beim System XY dagegen, wo nicht die Linie G^Gj selbst, sondern der Unterschied 

gg — g^ halbirt werden soll, so wie auch beim System uv, ist diese Constructionsweise 

weniger einfach. Wir wollen daher fttr die Mittel-Elemente der Systeme XY und uv eine 
andere Erzeugungsari und daher auch eine andere Construction zu bekommen trachten mit- 
telst folgender Argumentation : 

3 
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Die beiden primitiven Elemente ^^ und ^^"^^^ , welche k md 1 hcftsi^M ttSgen, g^ 
ben durch Aendenng der Zeichen 8er Cdordinaten.Weribe xa «wei neaen Elementen m 



und n oder ^ ^ und f eranlassungr. Nehmen wir nun die Kette ersten Grades des 



Systems la;, wozu die Elemente k und n gehören, und welche nach f. 15. zum Ausdruck hal^ 

nehmen wir gleichfalls die die beiden andern Elemente 1 und m enthaltende Kette 

und suchen wir dai den beiden Ketten kn und Ini gemeinschaftliche Element p. Wir be- 
kMunee dafor des Element : 

5=00, »; = O0, s,z=::Z . 

Vereinigen wir dieses Element p mit dem Elemente ^==0, jpzK), so erzeugt die auf diese 



Weise erhaltene Kette pq oder 1 = ^-— * , wenn man das ihr mit der Kette 

kl oder O— «)£-^C*— Ä>9 =s r^-ße 
gemeinschaiiliche Element nimmt, das gesuchte Mittel-JElement: 

Diese Erzeugungsweise nun gibt mis folgende Gonsferuction des Mittel-Elements der beiden 

Elementar-Geraden F^Gi und F^Gs (Big. 5.) oder y ^ und y_^ ; Man nehme auf der Axe 

XOX' die Längen 0^1^= -OG^ und t)g2===-0G2 und ziehe durch gi und gs die Geraden 
fj^gi und fsgi mit den Geraden F^G^ und F2<% respectiTe paralkL Man suche den Durch« 
schnittspunct Im der Geraden F^G| und {28*29 oder 1 und m, und den Durchschnittspunct kn 
der Geraden F2G2 und f^gi, oder k und n. Man vereinige die Durchschnitti^nncte und 
durch C eine mit dieser Vereinigungs-Geradeu knOlm parallele Gerade, so bekommt man 
gesuchte Mittelgerade P3G3. 

Die nämliche Erzeugungswäse gibt uns folgende Gonsferuction des Mittel-Elementes der 

Pnncte C^ und C^ (Fig. 4.) oder "^ und : Man flUe von den Puncto C^ und Cj atf 



XOX' die Perpendikel G^D^ und C2D2, nehme auf ihiien die Längen DiCj^s-D^Ci und D2C2 
sa^^-DjCs, Tereinjge Ci mit Cj und C2 mit c^ und ziehe im Durchschnittpunct D3 die Gerade 
C^D^O} senkrecht zu XOX\ Der Durchschnittspunct C3 der Geraden C3C3 und Q^C^ ist 4er 
gesnclite Mittelpunct. 

Bedenken wir, dass obige beide Constmctionen die Coqgraenz der Dreiecke OG^lm 
und Ogikn (Fig « 5.) ^ sowie diejenige der Dreiecke CfiJ)^ und c^PiDi <Fig. 40 w4 dalier 
auch die Gleichungen 

Lange Okn 3± Länge Ohn, <C|D3Di =a <GiD3Di &a <C^3D2 

zur Folge kaben^ so können wir uns ersichtlich die Gonsferuction des Mittel-Etementee beim 
System XY eder uw auch in folgender Art respective vorstellen : 

Um ai 2 Geraden FiG^ und F2G2 (Fig. 5.) die Mittel-Gerade FgGa zu be|f:onwien, nehme 
man diejenige der durch gehenden Geraden, welche der gegebenen Geraden begegnet in 
2 Puncten kn und Im , deren gegenseitige Entfernung durch halbirt wird. Die gesuchte 
Mittel-Gerade ist die nut dieser Geraden knOlm parallele und durch C gezogene Gerade F^CGi» 

Um zu 2 Puncten G^ und G2 (Fig. 4») in Bezug auf das System uv den Mitte^unot (^ 
zu bekommen, nehme man denjenigen Punct D3 der Axe XOX', welcher mit den gegebeneii 



n. BetracbluQg wier Gruf^e tod 2 Elen^ttUn* A9 

taielM ^rereiaigt werde durch 3 mit der Axe XOX' gleiche Winkel machende Geraden 
CiDb und C^Of Der gesuchte llittelpunct ist der Dnrohschnittopnnct der Geraden C^C^ m4 
der im Pnnote D3 zu XOX senkrecht errichteten Geraden C^C}. 

$. 26. Dair Mittel-Blement s = S0>+')> y = i(y+s) oder G4 (Fig. 4.) der heidep 
primitiven Elemente C^ nnd C2 ist, wie man leicht erkennt, zugleich der Halbimngspunct 4m 
Entfernung CiC^ und ist daher der absolute Mittelpunct dieser beiden Puncto Gi und C,, 
4. h. ein diesen Puncten an sich, ohne Bezug auf die gerade benutzten Gaordinaten-Azm 
XOX und YOY' zukommender Mittelpunct Nicht so verhfilt es sich bei den llittdk-ElemeQtfiii 
der 3 flbrigen Systeme XY, uv, UV. Denn bei diesen hängt das Mittel^EIement nicht %m 
wn den beiden primitiven Elementen, sondern ausserdem von der Lage der gerade benutiw* 
ten festen Puncte oder Geraden ab. Es gibt jedoch bei allen 3 Systemen eine gewisse Aeom 
deivng dieser Lage, welche 2 gegebene primitive Elemento ihr Mittel-JBlement unvertedert 
behalten Usst. Es bleiben nämlich nach §. 22. die von 2 gegebenen, primitiven Elementen 

* '^ und *"^ erzeugten Elemente und ^ unverändert, so hinge beim System 

xy oder XY der Coordinaten-Punct 0, bei den Systemen uv und UV die Coordinaten-Axe XOX 
unverändert bleibt. Und bei der nämlichen Unveränderlichkeit ändert sich nach §. 44. auch 
das Element g=3;o, spso keineswegs. Es genügen nun aber nach §« 25» diese Elemente ; 

g. = -ft I = -*, I = o, 

^ = -Tj ^ == -«» ^ = 0, 

um aus 2 gegebenen primitiven Elementen ^"*"^ mid ^■*" das Mittel-Element ^^^"^^ 

■ *' ^|t=+s ^psjcy+o 



zu erzeugen, woraus ersichtlich, dass uns erstens diejenige WiUkflhrlichkeit bei der Wahl 
der festen Puncte und Geraden des Systems XY oder uv oder UV erlaubt ist, dass wir die 
Coordinaien-Azen XOX* und YOY um den Punct rotiren und die Coordinaten-Puncte A und 
B auf der Axe XOX* sich fortbewegen lassen dürfen, ohne dass im eisteren Fall das Mittel« 

Element ^^t!?, m letztem Falle das Mittd-Element ^|</+*> oder v^^Kt!. «Wk 

änderte. Doch noch grössere Willkähriichkeit ist uns bei der Wahl der festen Puncte oder 
Geraden gestattet Was erstens das System XY betrifft , so können wir , nachdem wir die 
Azen XOX' und YOT in solcher Weise um O haben rotiren lassen, dass eine von beiden 
Axen den Vereinigungspund G (Fig. Ö.) der beidra primitive Geraden FiG^ und ¥262 durchs 
streicht, den Punct 0» nach irgend einem untern Punct 0' der Geraden cOC verlegen. 



Es hat alsdann diese Verlegung des Punctes keinen Einfluss auf die Geraden y j^ 

und y_^ , als dass die beiden Coordinaten dieser beiden Geraden mit einem gewissen 

Factor multiplicirt werdra und daher die ganze Figur sich verkleinert oder vergröisert, wäh^ 

rend dagegen die neue Gerade k'n'Ö'rm*^ bei dieser Verlegung mit der Geraden knOlm parallel 

bleibt und daher die Gerade W^G^ «ngeändert Ueibt. Was zweitens das System uv betrifll, 

so können wir durch den Punct 6 ^Fig. 4.>, in welchem die die beiden inrimittven Puncte vei^-* 

einigende Gerade C1C3 die Axe XOX' trifte «Im wUlkohrliche Gerade Git^^S^ ziehen und 

von den Pvmcten C^, C^, C, nach dieser Geraden 3 Senkrechten C^d^, 0^^,, C, ^2 ziehen. Die 

Grösse der beiden Winkel CjCD, und GsG^j bestimmt alsdann 2 CoQstanlen a und b, so dass 

Ci<r^=axCiDi , C2^2=axC2D2 , S^öi=hxDJ)j^ , JaÄ^srrbxDaD^ 

CDCD C^CJ^ 

ist, und also die Bedingung j^ =; ^^ die Bedingung J~i =? ^^ zur Folge hat, und daher 



20 Erster Abschnitt Die 4 Coordioatea-Sytteme xjy XY, uy, UV. 



der Punct C3 auch gefimden wird, wenn man anf der nenen Coordinaten*Axe Q&^ denjenigen 
Fand S^ nimmt, wo kC^S^S^ := <: 62^5^2 ist, nnd alsdann im Pnncte J3 eine Senkrechte ^gCg 
zur Axe 61^3 errichtet. Was endlich das System UV betrift, so sieht man leicht, dass eine 
Verrflckung der Coordinaten-Axe XOX' parallel mit sich selbst keinen Einfluss hat anf den 
Halbimngspnnct I3 der Länge I^Ij , mittelst welcher das Mittel-Element H3CI3 dargestellt wird. 
Das Mittel-Element ist also im System xy nur von den beiden primitiven Elementen C^ 
nnd C2 abhängig, vom Coordinaten - System dagegen ganz unabhängig. Beim System XT 
bleibt die Gerade P363 so lange das Mittel -Element der Geraden F^G^ und F2G2, als der 
Coordinaten<J^inct sich auf der Geraden OC befindet, und ist daher etwas den beiden pri- 
mitiven Geraden in Bezug auf die Richtung OC Zukommendes. Beim System nv bleibt (^ 
das Mittel-Element der beiden primitiven Elemente C^ und C, , so lange die zur nenen Coor- 
dinaten-Axe XOX genommene Gerade iiS^^j ^^^ Punct 6 durchstreicht, so dass das Mittd- 
Element im System nv etwas den primitiven Elementen . in Bezug auf eine gewisse Länge 
C^G Zukommendes ist Beim System UV endlich kommt, wie im System XT, das Mittel- 
Element den primitiven Elementen nur in Bezug auf eine gewisse Richtung zu. 



$. 27. Wir wollen jetzt nochmals 2 Elemente ^ und ^ irgend eines von un- 



seren 4 Coordinaten-Systemen betrachten und wollen uns dabei unter ß, /, <r, c wiederum 4 
ganz beliebige Grössen denken. Diese beiden primitiven Elemente geben alsdann durch 



Verwechselung der Coordinaten-Werthe zu 2 neuen Elementen ^ ^ und ~ Veranlassung, 

welche mit den primitiven Elementen in unseren 4 Coordinaten-Systemen respective in fol- 
gender Weise zusammenhangen : 

1) Die beiden Puncto ^~^ und sind die entgegengesetzten Ecken eines Recht- 

edu, dessen Seiten respective mit den Azen XOX' und TOT parallel laufen, und dessen 2 

ander^ entgegengesetzte Ecken von den primitiven Puncten ^^^^ und '^^^^^^ dargestellt werden. 



2) Die beiden erzeugten Geraden 3 und 4 (Flg. 8.) oder ^ ^ und CT^ sind die 

gegenüberstehenden Seiten eines Vierseits, dessen 2 und 2 Ecken respective in den Axen 
XOX und YOT liegen, und dessen 2 Abrige gegenflberstehende Seiten von den primi- 

tiven Geraden 1 und 2, oder ~ *^ und ^ dargestellt werden. 

3) . Die beiden primitiven Puncto 1 und 2 (Fig. 6.), oder "^^ und ^'^^^^^^ liegen , wie 
^eim System xy, in zwei entgegengesetzten Ecken, die beiden erzeugten Puncto 3 nnd 4, oder 

und in den beiden anderen Ecken eines Vierecks. Die 2 und 2 entgegengesetz- 

ten Seiten aber dieses Vierecks laufen einander nicht mehr parallel, sondern durchschneiden 
einander respective in den Coordinaten-Puncten A und B. 

4) Die primitiven und die erzeugten Geraden stellen, wie beim System XT, die 4 Sei- 
ten eines Vierseits dar. Die 4 Ecken jedoch dieses Vierseits liegen je 2 und 2 In dw Axe 
A'AA' und in der Axe VBB". 



lU. UebertragUDg analytisdier und geometrischer Sätze. 21 

in. Vebertragunv analyttochei» und yeoinetriJichei» Stttze. 

{. 28. Nachdem wir mm nntersncht haben, welche geometrische Bedeutang in nnse» 
ren 4 Coordinaten-Systemen respective einem Elemente S=^, ''F=V'i ^^^^^ ^^^ ersten Chrades 
/}g+/];Bl nnd einer Gruppe von zwei oder mehreren solchen gegenseitig verbundenen 
Elementen oder Ketten zukomme, sind wir schon einigermassen im Stande, den Vortheil 
der Binfohrung unserer neuen Coordinaten-Systeme zu gemessen. Dieser Vortheü, wie diess 
Plücker (System der analytischen Geometrie 1835. pag. 48.) ausdruckt, besteht in Folgen- 
dem : „So wie wir, um einen vorliegenden geometrischen Satz zu beweisen, uns verschiedener 
Coordinaten^-Bestimmungen bedienen können und dann eben so viele analytische Beweisfüh- 
rungen erhalten, so können wir auch den Symbolen irgend einer vorliegenden analytischen 
Beweisführung verschiedene Goordinaten-Bedeutung beilegen und erhalten alsdann eben so 
viele geometrische Satze. Bei diesem letzteren Verfahren tritt an die Stelle des Gegebenen 
im Allgemeinen ein anderes Gegebenes, und das neue Resultat, zu dem wir gelangen, wenn 
wir dieselbe Bndgleichung in anderem Sinne deuten, steht mit dem früheren in einer solchen 
Beziehung, die einzig und allein von derjenigen Beziehung, in der die neue Bedeutung der 
analytischen Symbole zu der frühem steht, abhängt, so dass jene Beziehung aus der Discus- 
sion von dieser sogleich und für alle Fälle sich ergibt.'^ 

Es unterscheidet hier Plücker 2 verschiedene Arten von Vortheilen, welche die Be- 
nutzung n verschiedener Coordinaten^ysteme beibringt. 

1} Wenn irgend ein geometrischer Satz vorliegt, erhält man n verschiedene analytische 
Beweisführungen desselben und daher n verschiedene analytische Sätze. 

2) Wenn dagegen ein analytischer Satz gegeben ist, erhält man aus ihm durch n ver- 
verschiedene Coordinaten-Bedeutungen der gewählten Symbole n verschiedene geometrische 
Satze. 

Durch gegenseitige Verbindung nun dieser beiden Arten von Benutzung der Coordinä- 
ten-Systeme, bekommt man weiter folgende beiden anderen Arten., in welchen eine Gruppe 
von n verschiedenen Coordinaten-Systemen zu benutzen ist : 

3) Wenn irgend ein geometrischer Satz gegeben ist und nach Nro. 1. hieraus n ver- 
schiedene analytische Sätze hergeleitet worden sind, können wir jeden dieser analytischer 
Sätze nach Nro. 2. in n-facher Weise geometrisch deuten und daher aus ihm n verschie- 
dene geometrische Sätze bekommen. Unter diesen wird jedoch Einer mit dem primitiven 
geometrischen Satze identisch sein , so dass jeder von unsem analytischen Sätzen uns nur 
noch n— 1 und daher der gegebene geometrische Satz selbst unsn(n-*l) neue geomeMsche 
Sätze kennen Innren wird. 

4) In ähnlicher Weise können wir, wenn irgend ein analytischer Satz gegeben ist, aus 
ihm n(n— 1) neue analytische Sätze bekommen. _ 

S. 29. Untersuchen wir die angegebenen vier Vortheile der Benutzung neuer Ciöördi- 
naten-Systeme etwas nähor, wobei wir uns jedoch vorerst auf den Fall Nro. 2. des $. 28. 
beschränken wollen. Es ist hierbei zu bemerken, dass man nicht unmittelbar aus einem rein- 
analytischen Satze eine Gruppe von rein-geometrischen Sätzen bekommt, sondern dass vor- 
her 2 intermediäre Stufen durchlaufen werden müssen. Ist uns nämlich ein rein algebraischer 
oder analytischer Satz gegeben, d. h. ein solcher, worin bloss vom Addiren, vom Hulti- 
pliciren und von anderen gegenseitigen Verbindungen gewisser veränderlicher oder constan- 
ter Grössen oder deren Differentiale und Integrale die Rede ist, so fingt man damit an, 
dass man aus die^fiem analytischen Salze einen Satz der analytischen Geometrie ableitet, nnd 
zwar einen solchen, bei welchem man sich des allgemeinen Coordinaten-Systems £9 bedient^ 
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d. h. bei welchem die Bedeutung der Coordinaten S vnd fj ganz unbestimmt gelassen ist, so 
dass das Element S=/'9 v=^ entweder einen Panct oder eine Gerade oder einen Kreis etc. 
bedeuten darf. Man geht alsdann von dieser ersteren intermediären Stufe zur zweiten fiber, 
d. h. man leitet durch Bestimmung der unbestimmt gelassenen Coordinaten-Aedeutnng aus 
dem gewonnenen anaIytisch«-geometrischen Satze einen neuen derartigen ab, welcher sich 
auf irgend ein bestimmtes Coordinaten-System z. B. auf das System xy bezieht. Aus die- 
sem letzteren analytisch-geometrischen Satze bekommt man endlich den gesuchten, vom Coor»» 
dinaten-System unabhängigen, rein-geometrischen Satz. 

Dieser Durchgang von intermediären Stufen verursacht, dass irgend ein gegebener Sati 
bei seinem Uebergang von einem rein-analytischen zu einem rein-geometrischen seine Natur 
ändert in Bezug auf die Anzahl der in ihm vorkommenden willkQhrlichen Grössen. Hat man 
B. B. einen analytischen Satz , worin n verschiedene zusammengehörige Werthe zweier Yer* 
änderlichen und m Gleichungen ersten Grades behandelt werden, so bekommt man ans ihm 
einen anatytisch-geometrischen Satz des Systems $9, worin von n willkührlichen Elementen 
und von m willkührlichen Ketten ersten Grades die Rede ist, und hieraus weiter einen an»* 
lytisch-geometrischen Satz des Systems xy und einen ferneren des Systems uv, in deren jedem 
« willkührliche Puncto und m wiUkührliche Geraden vorkommen , sowie zwei andere Sätze 
der Systeme XY und UV, worin eine Gruppe von n willkührlichen Geraden und m willkühr* 
liehen Puncten behandelt wird. Wenn man nun zu den rein geometrischen Sätzen übergeht, 
wird die Lage der Coordinaten-Puncte A, 0, B und diejenige der Coordinaten-Axen XOX, 
YOY', A'AA", FBB" eine beliebige, so dass sich zu den vorigen willkührlichen Puncten und 
Geraden noch so viele hinzufügen, als nach $. 2 — 5. nothwendig sind, um die Natur des 
Goordinaten-Systems zu bestimmen, so dass man, wenn man sich des Systems xy oder uv 
bedient hat, eine Eigenschaft erlangt, welche einem willkührlichen System von >n Puncten 
und >m Geraden stets zukommt, während man, wenn das System XY oder UV die interme«^ 
düre Stufe darstellt, eine Eigenschaft eines Systems von >m willkührlichen Puncten und 
>n willkührlichen Geraden bdcommt. 

$. 30. Erläutern wir das Vorige durch ein BeisjHel, und nehmen wir also den rein 
algebraischen Satz : „Die Pactoren eines Productes dürfen verwechselt werdeu^^ oder mit an- 
deren Worten: „Es ist stets 

' '» yx« «xy* y • * y 

Aus diesem rein^analytiscken Satze leitet man folgenden anal3^ch-geometrischen Sats 
des unbestimmten Coordinaten-Systems $17 ab: 

,^Wenn bei 2 beliebigen primitiven Elementen ^ *^ '^ und* \^ die Grösse 
-x - des Productes ^x ^ einen gewissen Werth k beträgt, so hat auch bei den nach 

y • ^1 ^2 

§. 27. aus den primitiven Elementen erzeugten Elementen 5i=^» ^^j * ^^ 

Product ^ X ^ den nämlichen Werth k.« 

Bdeser Satz nun des Systems ^ oder, um es richtiger ausaudrüdLen , diese Gruppe 
von unendlich vcfschiedenen, bei jedesmaliger Speoialisirung der Dnbestinunten k hervortre» 
tendcü Sätzen gibt uns eine Gruppe von andlytisch-geametrischen Sätzen des Systems XT, 
Wobei wir uns jedcch: einfachheitahalber auf die Fälle kss^l und kss~.l beselnränken wol- 
Jktt. Wir bekomaien also mit Rückfi&dit auf t« 17. und i. 27.: 



III. UfbertragUQg »«aljliichcnr umi geometrkcher Sitze« 3$ 

1) Wkd der zwisclien iwd primilKrm Blemento« Geraden 1 wid S (Fig. 80 waf^ 
seUowene Winkel 1, 13, 2 von einer Geraden, deren Richtung nm 45 Grad von deijeni*» 
fen der Axen XOX' und YOT versckiedöi isl, halbirt, so achliessen anch die beiden GertK 
den 3 und 4, welche die Durchschnittopuncle der primitiven Geraden und der Coordinaten-AxM 
vereinigen, einen Winkel 3, 34, 4 ein, welcher vm einer den Punct 34 in der nimlichen 
RifChtung durchstreichenden Geraden halbirt wird. 

2) Man nehme in der Coordinaten-Axe XOX' zwei wQlkuhrliche Puncto 14 und 23 (Fig. 
&) und in der Aze YOY' awei andere beliebige Pnnete 13 und 24. Ist alsdiUin die gegen«* 
seitige Lage dieser vier Punete eine solche, dass die sie vereinigenden Geraden 1 wid 2 auf 
einander senkrecht stehen , so ist auch der von den beiden andern Yereinigungs-^raden 3 
und 4 eingeschlossene Winkel ein rechter. 

Wenn nun diese SAtze des Systems XY in rein«-geometrisohe SAfze übeigeben, figt 
sich den bdden willkAfcrliehen Genden 1 und 2 noch die Coordinaten-Aze XOX oder YOT 
als 3te willknhrliche Gerade hinzu, und wir bekommen daher gewissd Eigenschaflen eines 
Systems von drei beliebigen Geraden d. h. eines beliebigen Dreiecks. Es nehmen also vo« 
rige Sätze, wenn jetzt K, 24, R und 13, K, 23 (Fig. 8.> die primiKven Geraden sein mö« 
gen, aus welchen die beiden anderen Geraden 13, R und 24, 23 nach $. 27. abgeleitet 
worden sind, folgende Form an: 

1) Man ziehe in einem wiDkührlichen Dreieck 13, 23, 24 (Fig«8.) von einer bdiebigen 
der drei Ecken, z. B. von der Ecke 23, ein Perpendikel 23, 0, R zur gegenäberstehendea 
Seite 13, 24 oder zu deren VerUngerung. Man ziehe von irgend einer anderen der drei 
Ecken, z. B. von 24, eine Gerade 24^ K, welche mit der gegenüberstehenden Seite 13, 23 
einen Winkel 24, K, 23 macht» dessen blbirungs-Gerade mit dem Perpendikel 23, O eine» 
Winkel von 45 €hlid einschliesst. Man vereinige endlich . die dritte Ecke 13 mit den 
Durchschnitts-Punct R der Geraden 24, K und des Perpendikels 23, 0. Es wird alsdann 
diese Vereinigimgs-Gerade 13, R mit der dieser dritten Ecke 13 gegenüberstehenden Seit« 
23» 24 einen Winkel einschliessen, dessen Halbirungs-Geräde mit der Halbimngs-Geraden dei 
zwischen K, 24, R und 13, K, 23 eingeschlossenen Winkels parallel Uufl, d. h. glelchfillls nM 
dem Perpendikel 23, einen Winkel von 45 Grad einschliesst 

2) Man fille von irgend zwei Ecken eines wUlkuhrlichen Dreiecks 13, 23, 24 (Fig* 8.), 
z» B. von den Ecken 23 und 24» zwei Perpendikel 23, und 24, E auf die gegenabecste^ 
henden Seiten 13, 24 und 13, 23» und man vereinige die dritte Ecke 13 mit dem Durehw 
schnittspunct R der beiden Perpendikel» so wird diese Vereinigungs-Gerade 13, R mit der 
der dritten Ecke 13 gegewObtfstehenden Seite 24» 23 gleichfalls einen rechten Winkel ein.» 
schliessen. 

Bedenken wir» dass man vom PiMle 13 nur ein einziges Perpendikel auf die Gerade 24^ 
29 ftUenkann» so erkennen wir» dass 4ie Bedingung» dass die von 13 nach R gezogene Gefudo 
zu 24, 23 senkrecht stehen soll» auch «mgekehrt die fernere Bedingung nurftalge hat» dass4ae 
ViOn 13 auf 24, 23 gefällte Perpendikel durch R gehen soU. Verwechsln wir also diese beiden 
Bedii^ungen, und ersetzen wir zagldch die benutzten Bnchstahen nni Zifflim» da die durch sie 
angedeuteten Punete jetzt nicht mehr eine bestimmte Lage zu den Coordinaten^^Axen babw 
soUen, durch symmetrischem» so bekommen wir folgenden bekannten geemekrischen Satz : 

»»Die drei von den drei Ecken eines beliebigen Dreiecks CC'C" «uf die gegenüberstehen«- 
den Seiten gefällten Perpendikel CK« O'IT» ClT' durchschneiden einander in einem gemein« 
sehaniichen Punete R.<< 

Gleichwie wir nun aus nnserer Gruppe von analytisch-^geömetrischen Sfitzen des Systems 
Sv eine Gruppe von analogen Sätzen des Systems XT ableiteten» so auch können wir «spi 
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ihr drei andere Gruppen von Sfitzen der Systeme xy, ut, UV bekommen ^ wobei wir uns j^ 
doch einfachheitshalber anf den Fall k = + 1 beschrfinken wollen. Die drei rein-geometri« 
sehen Sfiize also, welche man. in dieser Weise mittelst der Systeme xy, nv, UV respective 
erlangt, sind mit Rücksicht auf $. 16., S* i^-» S* ^0. und $• 27. folgende : 

1) Man nehme ein willkfihrliches RechtedE C^^CsCsC^, halbire eine beliebige seiner Ecken, 
z. B. die Ecke C4C2C3, und nehme einen fünften Punct 0, dessen Lage jedoch so gewftUt 
werden soll, dass die Halbirongs-Gerade des Winkels Ci^OCs mit der Halbirungs-Geraden die- 
ser Ecke C^^CjGg parallel sei. Die Richtung dieser beiden Halbirungs-Geraden wird alsdann 
auch diejenige sein der Halbirungs-Geraden des zwischen CsO und C4O enthaltenen Winkels. 

2) Es seien 3 willkfllirliche Puncto C^, C,, A und ausserdem eine irgend einen dieser 3 
Puncto enthaltende, übrigens aber ganz willkfihrliche Gerade XAX'. Man errichte von den 
Functen C^ und C^ Perpendikel CfD^ und C^D, zur Geraden XX', halbire die Entfernung D^D^ 
in und nehme OBssOA. Fällt man alsdann von den Puncten C3 und C4, welche durch 
die gegenseitige Durchschneidung der Geraden AC^, BC^, AG^, BC2 dargestellt werden , neue 
Perpendikel zur Geraden XX', so wird die gegenseitige Entfernung D3D4 der Fusspuncte die- 
ser Perpendikel gleichfalls in halbirt. 

3) Man habe einen willkührlichen Punct A und drei willkührliche Geraden XX', HJ^, 
II2I2 , deren jedoch eine, z. B. XX', den gegebenen Punct A enthalten soll. Man nehme die 
Durchschnittspuncte G^ und G2 der den gegebenen Punct enthaltenden Geraden XX' mit den 
beiden anderen Geraden Hil^ und H2I2, halbire die Entfernung G^Gj in und nehme OB 
asOA. Die Geraden II2I1 und H^Is , welche die gegenseitige Vereinigung der Durchschnitts-^ 
puncto der gegebenen Geraden H^li und U2I2 und der in A und B anf XX' errichteten Perpen- 
dikel A'AA" und B'BB' uns liefert, durchschneiden alsdann die Gerade XX' in zwd neuen 
Puncten G3 und G4, deren gegenseitige Entfernung gleichlalls durch halbirt wird. 

§. 31. Nachdem wir nun den Fall Nro. 3. des $. 38. untersucht haben, d. h. denje- 
nigen, wobei geometrische Sätze aus analytischen abzuleiten waren, wollen wir auch den 
Fall Nro. 3. betrachten, d« h. denjenigen, wobei gegebene geometrische Sätze zu neuen 
geometrischen Sätzen Veranlassung geben. 

Es sei also irgend ein rein geometrischer Satz gegeben. Wenn wir nun n verschiedener 
Coordinaten-Systeme uns bedienen, erhalten wir — nach $. 38. Nro. i. — n Terschiedene 
BeweisfQhmngen oder Ausdrücke unseres Satzes, d. h. wir bekommen aus der Beziehung, 
welche nach dem gegebenen geometrischen Satze zwischen gewissen Puncten, Geraden etc. 
immer stattfindet, n verschiedene Beziehungen, welche zwischen gewissen Elementen, gewis- 
sen Ketten Isten Grades etc. unserer n Coordinaten-Systeme immer stattfinden müssen. Aus 
diesen n verschiedenen Sätzen nun der analytischen Geometrie, wovon jeder sich auf ein 
besonderes Coordinaten-System xy oder uv etc. bezieht, können wir weiter, wenn wir die 
bestimmten Coordinaten xy, uv etc. durch die unbestimmten 1^ ersetzen, n verschiedene ana- 
lytisch-geometrische Sätze des allgemeinen Systems £37 ableiten. In jedem von diesen letzte- 
ren Sätzen können wir den Symbolen | und 17 ausser der Bedeutung derjenigen Coordi- 
naten, welche uns den Satz aus dem primitiven geometrischen Satz haben ableiten lassen, 
und welche uns daher diesen primitiven Satz wiederum zurfickgeben würden , auch noch die 
Bedeutung der n— 1 übrigen Coordinaten-Systeme geben, wodurch wir aus jedem dieser 
Sätze n— 1 und daher aus allen zusammen n(n— 1) neue analytisch-geometrische Sätze und 
hieraus weiter n(n— i) neue rein-geometrische Sätze erlangen. 

Wenn wir diese Argumentation auf unsere 4 Coordinaten-Systeme xy, XY, uv, UV an» 
wenden, so ergibt sich, dass die Benutzung dieser Systeme uns aus jedem rein-geometrischen 
Satze 4x3 rs 13 andere geometrische Sätze ableiten lässt. Indessen reduciren sich diese 
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riDuer m 12-Sä=:10, weil es unter ihnen 4 gibt, welche zu je 2 und 2 coincidiren. Drücken 
wir nimfich den vorgelegten rein-geometrischen Satz erstens im System xy aus , so bekom-* 
aen wir einen analytisch-^geometrischen Satz folgender Fonn: „Aus der durch die Functtonen 
tf f'j f " etc. angedeuteten Beziehung, wdche zwischen gewissen Elementen und Ketten 

ftxy) = 0, f (xy) = o, r(xy) = o etc. 
stattfindet, folgt ein andres System von Gleichungen 

f"(xy)=o, V\xf)z=zo etc., 
und hieraus wieder ein anderes etc.« Lassen wir nun die Functionen f, f, f", f', f '^ etc. 
der in diesem Satze yorkommenden Gleichungen unverfindert, und ersehen wir bloss die 
Buchstaben xy durch XT, so bekommen wir einen neuen geometrischen Satz, welcher, wena 
er als analytisch-geometrischer Satz des Systems XT betrachtet wird, durch die Gleichungen 

f(XY) =s 0, r(XY) = 0, f'tXY) =: o etc., 

wenn er dagegen ds Satz des Systems xy betrachtet wird , durch die Gleichungen 

= F'(xy) = etc. 






ausgedrückt wird. Drucken wir zweitens den nämlichen gegebenen geometrischen Satz, wel- 
chen wir so eben betrachteten, auch im System XT aus. Ihn stellt alsdann die gegenseitige 
Verbindung eines gewissen Systems von Gleichungen dar : 

F(XT) = 0, F(XT> = o, F'CXT) = o etc. 

Ersetzen wir nun die Buchstaben XT durch xy, so bekommen wir einen zweiten, aas dem 
primitiven herzuleitenden geometrischen Satz, welcher im System xy durch die Gleichungen 

F(xy) = 0, F'(xy) = o, F'Cxy) = o etc. 

wurde angedeutet werden. Weil nun die Coordinaten x und y nach €• 7. mit den Functionen 

* TT? und TO der Coordinaten X und T respective identisch sind, so erkennen wir, 

^"% ^""^ax 

dass der primitive Satz, weil er durch die Gleichungen 

f(xy) = o, f (xy) = 0, . f "(xy) = o etc. 

ausgedrückt' wurde, auch dorch die Gleichungen 

angedeutet wird, und dass daher der zweite der erhaltenen neuen geometrischen Sätze im 
System xy durch die Gleichungen F(xy) = o, F(xy) = o etc. , d. h. durch den nämlichen 
Ausdruck, wie der erstere der erhaltenen geometrischen Sätze, dargestellt wird, weshalb er 
mit diesem ersteren Satze auch in Bedeutung coincidiren muss. 

Wenn wir in der vorigen Argumentation die Buchstaben xy, XT durch uv, UV ersetzen, 
bleibt dieselbe dennoch unverändert fortbestehen, weil nach §. 10. der Uebergang vom Sy- 
stem UV zum System UY mit demjenigen von UV zu uv, und daher auch der Uebeigang von 
den Functionen f, f , f " etc. zu den Functionen F, F, P" etc. mit demjenigen von f, f ', f " etc. 
zn Fy Fj F" etc. in analytischer Hinsicht identisch ist. Wenn wir dagegen in unserer Argu- 
mentation statt xy, XT die Buchstaben xy, uv oder irgend eine andere Gruppe von Coordi- 
naten setzen, so sind die Functionen F,r,F" etc., weil nach §.11. der Uebergang von xy zu 
w durch andere Formeln angedeutet wird, als derjenige von uv zu xy, von den Functio- 
nen F, F, F etc. im Allgemeinen verschieden, so dass auch der zweite der erlialtenen neuen 
geometrischen Sitze, da er im System xy durch andere Formeln ausgedrflckt wird als der 
erstere Satz, von diesem ersteren Satze im Allgemeinen verschieden ist. 

4 
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Wir erlangen also nach den Vorigen ms irgend einem gegebenen rein-geomelrisetai 
Satfee zehn verschiedene analytisch-geometrische Sftize miserer Coordinaten-Sysleme xy, XT, 
arr, UV, nnd hieraus weiter sehn lein^geomelrlsche Sitxe. Es sind mm urar letztere im 
Allgemeinen von einander verschieden ; in<tomen Innn es Msireüen, wenn der primitive Sats 
eine ganz einfache Form hat, sich ereignen, dass es auch nntcr den gefiuidenen zehn geo- 
metrischen Sitzen einige gibt, welche — wemigleich zwischen den sie veranlassenden ana- 
lytisch-geometrischen Sitzen irgend ein wesentlicher Unlersehied stattfindet, welcher mit der 
Lage der Ck)ordinaten-Axen nnd Coordinaten-Pmieta in gewisser Verbindmig steht — den- 
noch, sobald sie ab rein-geometrische Sitae betracMet wmrden, mit einander coinddiren, 
weil alsdann die Lage der Coordinaten-A»n nnd Coordinalen-Pnncte eine briiebige wird, 
nnd daher der von Coordlnaten-Axen und Goordinaten^Pmicten abhingige Unterschied als» 
dann verschwindet. Oder aber es hann sich ereignen, dass der Unterschied der gefundenen 
geometrischen Sitze wenngleich gross genug, um eine analytisch-geometrische, nnd sogar am 
eine rein-geometrische Identitit der Sitze zu verhindern , dennoch so klein ist , dass die 
Sitze mit einigem Nachdenken leicht unmittelbar aus einander .sich ableiten Hessen und 
also eigentlich nicht den Namen selbständiger Sitze verdienen« 

§. 32. Wir wollen das Gesagte durch einige Beispiele erliutem. Nehmen wir also 
den in $. 30. gefundenen rein-geometrischen Satz : 

„Die drei von den drei Ecken eines beliebigen Dreiecks CCC auf die gegenüberste- 
henden Seiten gefällten Perpendikel CK, CV, C'K'' durchschneiden einander in einem ge- 
meinschaftlichen Puncto R.^ 

Dieser Satz, welcher jetzt der gegebene und primitive sein mag, im System xy ausge- 
drückt, gibt folgenden analytisch-geometrischen Satz: 

Sind drei beliebige Ketten ersten Grades 

/»x + yy = l, ^x + y'ysal, ßx + rj=:i 

und ausserdem zwei andere beliebige Ketten 3C=o und y=o gegeben und idnunt man das 
den beiden ersten Ketten gemeinschaftliche Element 

yß'-ßr' ^~yß-ßr 

und alsdann diejenige Kette ersten Grades <x+dT=l9 welche dieses gemeinschaftliche Element 
enüiilt und ausserdem mit der Kette /}"x+/'y == ^ i^^ Bezug auf die Ketten x=o nnd y=30 
durch den Differential-Zusammenhang 

x-|-^ + 1 == 



dx 



B 



dXßT 



verbunden ist; nhnmt man femer gleichfalls die beiden übrigen gemeinschafOichen Blement» 
der drei gegebenen Ketten, und leitet man hieraus durch ähnliche Bedingungen zwei an« 
dere Ketten ersten Grades ab: so besitzen die erhaltenen drei Ketten 

« + ^ = 1, $'x + *y = 1, «"x + yy = 1 

ein gemeinschafUiches Element. 

Ersetzen wir nun in diesem Satze die Coordinaten xy nadi einander durch XT, UT, ovt 
und gehen wir alsdann zu den rein-geometrischen Sitzen über, so bekommen wir respedive 

folgende drei Sitze: 

1) Man vereinige irgend eine Ecke eines willkühriichen Yiere^ CC'C'O, z. B. die 
Ecke 0, mit den drei übrigen Ecken und errichte in auf die drei Vereinigmigs43eradem 
OC, OC, OC" drei Perpendikel OK, Off, OK". Die Durchschnittspnncte K, ff, K" Äeser 
Perpendikel und der Seiten CTC, C"C, CC des Dreiecks liegen abdann in einer geraden Linie IL 

2) Es seien fünf wfflkAhrliche Pnncte C,C,C,A,B gegeben. Man wihle jigend drei 
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Miebige ms ihnea aim mid SDe vm dieieo drei Pancten drei Peipendikel CD, CD, CD" auf 
die Vereinigmigs-Gerade AB der beiden Andren Punole« Man lüilbire die Enlfernuog A3 
in und nehme in der Geraden AB drei nene Ponete d^ d', d", deren Lage respective 
dnrcli folgende Bedingungen 

ODxOd+cOA)*=: 0, QD'xOd'+(OA)'=: o, OD^xOd'+(OAp5= o 
von der Lage der vorigen drei Ponete abliänge, d. li. mit Rücluicht aof $. 19., man errichte 
in eine Seniorechte YOY' nr Geraden AB» trage auf diese Senloreebte die Ltage OAssKMI 
Aber, vereinige denPunotM mit den gegebenen Funoten D,D',D", errichte in If auf die Yer- 
einignngs-Geraden MD, MD', MD" die drei Perpendikel Md, Md', Md" und meri^e aidi die 
Dnrchschnitiapuncte dieser Perpendilsel nnd der Gerade^i AB. In den so erhaltenen drei 
Poncten d, d'; d" errichte man drei Perpendikel dK, d'K', d"K" zur Geraden AB und suche die 
drei Durchschnittspuncte K, K', K" dieser drei neuen Perpendikel mit den die drei gegebe- 
nen Ponete vereinigenden Geraden C'C% CG, CG. Diese drei Dorchschnitlsponcte liegen 
dsdann in einer geraden Linie R. 

3) Es seien wiederum fünf wiUkfihrllche Ponete C, C, C, A, B gegeben. Man wihle 
iigend drei beliebige ans ihnen aus, z. B. die drei ersteren, vereinige sie durch Gerade 
C'CT, CG, GC-juid. suche die drei Durchschnittspuncte 6, G, G" dieser drei Vereinigongs- 
-Geraden mit der die beiden fibrigen Ponete vereinigenden Geraden AB. Man halbire ireit^ 
die Entfernung AB mittelst des Punctes nnd bestimme in der Geraden AB drei neue Puncte 
89 flf» S" durch folgende Bedingungen: 

OGxOg+(OA)«= 0, OffxOg'+(OA)«= 0, OG"xOg^+(OA)«=: o. 
Die drei Geraden alsdann, welche die auf diese Weise bekommenen drei Puncto g, g', g^ re- 
spective mit den drei gegebenen Puncten C, G', G" vereinigen, durchschneiden einander in 
«inem gemeinschaniicben Puncto R. 

Drficken wir zweitens den gegebenen Satz auch in den Systemen XY, zy, UV aus, nnd 
ersetzen wir alsdann die benutzten Goordinaten respective durch diejenigen der drei fibrigen 
Coordinaten-Systeme, so fügen sich den so eben "bekommenen drei analytisch-geometrischen 
Sfitzen 3x3e=S andere hinzu. Unter diesen zwölf Sfitzen coincidiren jedoch vier mit einan- 
der zn je 2 und 2, weit der Uebergang von xy oder nv zu XT oder UV mit demjenigen von 
XY oder UV zu zy oder nv in analytischer Hinsicht identisch ist. Und auch unter den zelm 
fibrigen d«r erhaltenen analytisch - geometrischen Sitze gibt es soldie, welche während 
ihres Uel>erganges zn rein-georoetrisclien Sitzen zusammenfallen. Drücken wir nimlich den 
gegebenen Satz im System UV aus, und bedenken wir dabei, dass nach g. 11. stets 

dv 

-^ SS U-'V ist, so bekommen wir folgenden analytisch-geometrischen Satz: 

Es seien drei wBlkftluiiche Elemente 

U = i(l^ = b, U = b', U = b", 



V = if 1:11^ 1 =: b, V = i^, V = c" 



nnd ausserdem zwei wiUkflhrliche Ketten U=so und V=o gegeben, man nehme die Kette Isten 
Grades (c-OU +'(b-b')V =3 cb'- bc', 

welche die beiden ersteren der drei gegebenen Elemente enthalte, und man bestimme in die- 
ser Kette ein Element Usd", Vs=:e*, welches mit dem dritten gegebenen Elemente Us=b% 
Vsscr' durch die Bedingung 

CÜ^'"V) X (Ü^^.-V^,,) +1 = 



08 Erster AbsdinitU Die 4 Coordinateu-Systeme xy^ XY, ut^ UV- 

verbmiden sei ; die durch Wiederholung dieser Argomentalion in Benig tnf die «ttdereft 
Yerbindungen der gegebenen Elemente bekommenen drei Elemente 

U=:d, U=;d', U = d", 

V = e, V=e', ¥=0" 

gehören alsdann einer gemeinschafUichen Kette ersten Grades gU+hU t= 1 an. 

Ersetzen wir nun in diesem Satze die Bachstaben U und V respective durch x und y, 
so bekommen wir Folgendes: Es seien drei willkührliche Poncte C, C\ C gegeben; man 
vereinige die beiden erateren Puncte und nehme in der Verdnigungs-Geraden CC' denjeni- 
gen Punci z^=sd", y=e'' oder K'\ welcher mit dem dritten gegebenen Puncte ssab", ypssc" 
oder C zusammenhfingl durch die Bedingung 

die drei also bekommenen Puncte K, IT, K' liegen alsdtnn in einer geraden Linie R. 

Vergleichen wir nun diesen aus dem primitiven, durch den Uebergang von UV zu zy 
bekommenen Satz mit dem vorher aus ihm durch den Uebergang von xy zu UV erhaltenen, 
so ergibt sich als der einzige Unterschied zwischen den zwei neuen Sätzen, dass der Zu- 
sammenhang zwischen den Puncten C und K\ C und IT, etc. — welcher im vorigen Satze 
durch die Bedingungen OD"x Od"+(OA)^=so etc. angedeutet wurde, d. h. durch die Be- 
dingung, dass die Längen der von den Puncten C" und K* zur Coordinaten-Axe YOT ge- 
fällten Senkrechten CE'=^OD" und K"e"= 0"d" das negative Quadrat der Längen-Einheit 
OA zum Producte liefern mussten — jetzt dagegen nach $.71. durch die andere Bedingung 
angedeutet wird, dass die mit dem Factor ^2 multiplicirte Entfernung des Punctes K" von d^ 
den Winkel der Coordinaten-Axen halbirenden Geraden x-y=ro und die mit dem nämli* 
eben Factor multiplicirte Entfernung des Punctes C von der nämlichen Geraden x— y=09 
wenn sie mit einander multiplicirt werden, wiederum das negative Quadrat der Längen-Einheit 
zum Producte haben sollen. Dieser Unterschied nun, welcher in analytisch-geometrischer 
Hinsicht allerdings ein wirklicher ist, verschwindet, sobald die Sätze als rein-geometrische 
betrachtet werden, da alsdann die Lage der Coordinaten-Axen XOX', YOr und diejenige der 
Coordinaten-Puncte A und B eine beliebige wird, so dass es uns alsdann erlaubt ist, unseren 
jetzigen Satz so zu ändern, dass die in ihm vorkommende Gerade x— y=:so zur Coordinaten- 
Axe TOT genommen und die in ihm vorkommende Längen-Einheit OA durch die neue 
Längen-Einheit 0AxV2 ersetzt werde, wodurch der zwischen den Puncten C" und ET statt- 
findende Zusammenhang durch die Gleichung 

(K"e"x/2)x (C"E"x/2) + (OAx/2)«=o 
ausgedrückt und daher mit dem vorigen, zwischen diesen Puncten stattfindenden Zusammen«- 
hang identisch wird, so dass auch die beiden Sätze selbst mit einander coincidiren. 

$. 33. Als zweites Beispiel der Uebertragung geometrischer Sätze nehmen wir folgen- 
den, von dem in $• 32. übertragenen Satze nur wenig verschiedenen Salz: 

Die drei Geraden CK, CnL\ C^OI'S welche die Halbirungs-Puncte der drei Seiten eines 
willkührlichen Dreiecks CC'C'^ respective mit den gegenüberstehenden Ecken verbinden, durch- 
schneiden einander in einem gemeinschaftlichen Puncte R. 

Drücken wir diesen rein-geometrischen Satz mittelst Coordinaten des Systems xy ans, 
und ersetzen wir in dem erhaltenen analytisch-geometrischen Salze die Buchstaben xy respe- 
ctive durch XY, uv, UV, so ergeben sich uns mit Rücksicht auf die in $. 23. und $. 25. un- 
tersuchten Eigenschaften des Mittel. Elementes folgende Sätze: 

1) Es sei ein willkührliches Dreieck CC'C' C^V- ^0 gegeben. Man ziehe durch einea 
vierten beliebigen Punct 0, welchen man zum Coordinaten-Punct nehme, eine Gerade ImOkn 
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ud zwar in soldier Ricbtong, dass awei Seiten des gegebenen Dreiecks oder ihre Terlänge» 
rnngen, . z. B. die Seiten CC nnd CC'^, von dieser Geraden ImOlEn dnrclisclinitten werdm in 
zwei Paneten Im und Itn, deren gegenseitige Entfemnng ladm dnrch Iialbirt werde. Dorch 
den Darchsclinittspunct C der beiden benutzten Seiten des Dreiecks ziehe man eine Gerade 
F3CG3 mit der Geraden ImQkn parallel, und man merke steh den Punct E, wo diese Gerade 
PgGa der dritten Seite C^C des Dreiecks begegnet. Die drei dnrch Wiederiiolnng dieser 
Constmction erhaltenen Flutete K, K', K'' liegen alsdann in gerader Linie. 

2) Gegeben sei ein willkfthrliches Dreieck CC^C^^ Man bestimme auf einer vierten beliebigen 
Gnaden , welche als Coordinaten-Axe XOX' dienen mag , denjenigen Punct V, wo die tob 
irgend zwei Ecken des Dreiecks, z. B. von den Ecken C nnd C, nach V^ gezogenen zwei 
Geraden mit der Geraden XOX^ gleiche Winkel CL^'X und C'L'^X^ bilden. Nachdem man in 
der Geraden XOX' drei solche mit den drei Seiten des gegebenen Dreiecks respective cor- 
respondirende Puncte L, I/, i^' bestimmt hat, errichte man in diesen drei Puncten drei Per- 
pendikel zur Gerade XOX' und nehme die Durchschnittspuncte K, K^ K'^ dieser Senkrechten 
KL, K'L^ K^^L^' und der mit ihnen respective correspondirenden Seiten OC'% C'C, CG' des 
Dreiecks. Man vereinige endlich diese Puncte K, K^ K^^ respective mit den gegenüberstehenden 
Ecken C, C^ C'S so werden diese drei Vereinigungs-Geraden einander in einem gemeinschaft- 
lichen Puncte R durchschneiden. 

3) Man habe ein willkuhrliches Dreieck CC'C'^ welches man durch eine vierte willkflhrli- 
che Gerade AA^A'^ durchschneide. Man halbire die gegenseitige Entfernung H^H'^ der Durch- 
schnittspuncte H' und H^', wenn diese Gerade A'AA^' zweien Seiten des gegebenen Dreiecks, 
z. B. den Seiten CH^^C und CH'^FC begegnet. Man vereinige den erhaltenen Halbimngs- 
punct h mit dem Durchschnittspunct C der beiden benutzten Seiten des Dreiecks und bestimme 
den Punct K, wo die Vereinigungs-Gerade hC die dritte Seite C'C^' des Dreiecks durch- 
schneidet. Die drei auf diese Weise erhaltenen Puncte K, K', K'^ liegen alsdann in einer 
geraden Linie R. 

$. 34. Wir wollen noch ein ferneres Beiqtiel der Uebertragung geometrischer Sätze vor- 
nehmen nnd zwar mittelst der Bemerkung, dass nach {. 27. die vier Elemente 

|=:ft 5 = *, g = /», | = J, 

im System xy ein Rechteck andeuten, im System uv dagegen ein Viereck, dessen gegenfiber- 
stehende Seiten je zwei und zwei in den Coordinaten-Puncten A und B sich durchschneiden. 
yfiv können also aus allen Eigenschaften des Rechtecks, wenn wir dieselben mittelst der Coor- 
dinaten xy ausdrOcken und alsdann die Buchstaben xy durch nv ersetzen, correspondirende 
Eigenschaften des das Beohteck als speciellen Fall in sich enthaltenden Vierecks bekommen. 
Nehmen wir also die Eigenschaften : 

Die zwei Diagonalen 34 und 12 eines wiUkfihrlichen Rechtecks 1324 halbiren sich ge» 
genseitig in ihrem Durchschnittspuncte 5, d. h. im Gentmm des Rechtecks. Zieht man durch 
dieses Gentrum 5 zwei Gerade 67 und 89 mit den Seiten des Rechtecks respective parallel, 
so werden diese im Punote 5 beide halbirt, und sie selbst halbiren die Seiten des Rechtecks 
in ihren respectiven Durchschnittspuncten 6, 7, 8, 9. . 

Beim Uebergang zum System uv bekommen wir folgende analoge Eigenschaften: 
Es sei ein willkuhrliches Viereck 1324 gegeben (Fig. 6.). Man ziehe die Gerade XABX^, 
welche den Durchschnittspunct A der gegenflberstehenden Seiten 13 und 24 des gegebenen 
Vierecks mit dem Durchschnittspuncte B der gegenflberstehenden Seite 14 und 23 vereinigt» 
Man vereinige die gegenüberstehende Ecke des gegebenen Vierecks durch die Diagonalen 12 
ond 34 , vereinige ihren Durchschnittspunct 5 ^ d. h. das Centrum des Vierecks , mit den 
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Pancten A and B und ziehe von den Ponelen 6, 7, 8, 9, wo diese Tereinigtings-GeradeQ die 
Seilen des Vierecks durchschneiden, so wie vom Centram 5, Senkrechte 66^, 77 ^^ elc xor 
Geraden XABX^* Es sind alsdann folgrade Winkel einander gleich: 

45^X = 36^X', 16^X=s 25**X^ 86^X = 95«X', 76'*X =: 66*^1^ 
AR^Xcs 18**X', 29*^Xs=39»^X', 47^X = 27«X', 16*^X = 36«X'. 
Wir können aber anch Yom System xy, statt zn nv, zn XY Uiei^ehen und bekommen ids» 
dann gewisse Eigenschtflen aUer derjenigen Vierseite 1334 (Fig. 8.)> wddie, im Uebrigen 
ganz willkährlich, .der Bedingung unterworfen sind, dass der Darchschi^ttsponct 13 zweier 
Seiten 1 and 3 des Viersdts mit dem Dnrchschniltspanct 24 der zwei anderen Seiten 2 und 
4 eine Vereinigungs-Gerade YOY' liefert, welche zu der Vereinigangs^Geraden XOX^ der 
Dorchschnittspuncte der Seiten-Paare <1 und 4) und (2 und 3) senkrecht steht. Und zwar 
sind graannte Eigensdiaflen folgende: 

Man rereinige den Durchschnittspunct 12 des Seiten-Paares 1 und 2 mit dem Darch* 
schnittspunct 34 des anderen Seiten-Paares. Man merke sich die Pnncte 89 und 67, worim 
die Vereinigungs-Gerade 6 die Axen YOT' und XOX^ respective durchschneidet, und man 
vereinige den Punct 89 mit den Pancten 23 und 14 respective durch die Geraden 9 und 8^ 
so wie den Punct 67 mit den Pnncten 13 und 24 durch die Geraden 6 und 7. Zieht man 
alsdann durch den Vereinigungspunct der Geraden 13, 24 und 14, 23 eine Gerade 5^ pa- 
rallel mit der Geraden 5» so begegnet diese Gerade 5*^ den Geraden 1 und 2 in zwei Pun^ 
oten, deren gegenseitige Entfernung in halbirt wird. Und eine fihnliche Halbirung durch 
findet statt bei der gegenseitigen Entfernung derjenigen Puncte, worin die Gerade 5^ den 
Geraden 3 und 4, oder in den Puncten, worin sie den Geraden 6 und 7 odor endlich 8 und 
9 begegnet. Zieht man endlich durch vier Gerade 6^, 7^, 8^, 9^ mit den Geraden 6, 
7, 8, 9 parallel, so halbirt der Punct die gegenseitige Entfernung der Puncte, worin die 
Gerade 6^ den Geraden 1 und 3 begegnet, sowie diejenige der Pnncte, worin die Geraden 
7^, 8^, 9^ respective den Geraden 4 und 2, 1 und 4, 2 und 3 begegnen. 

$. 35. Diese wenigen Beispiele werden genügen, um zu zeigen, in welcher Weise die 
gegenseitige Verwechselung der Coordinaten unserer vier Systeme uns aus gegebenen geome- 
trischen Sätzen neue geometrische Sitze ünden lässt. Es ist aber hierbei zu bemerken, dass, 
soll der Uebergang von einem Coordinaten-System zum anderen fruchtbare Resultate liefern, 
4ie primitiven Sätze einerseits nicht zu allgemein gehalten sein dfirfen, andererseits nicht bloss 
Ketten ersten Grades, sondern auch Ketten (>l)sten Grades enthalten sollen, auf welche 
letztere Ketten wir hier, da wir bloss die ersten Grades untersucht haben, noch keine Rttck- 
sichl nahmen. Es findet nämlich nach $. 9. und $. 12. zwischen den Curven f(xy) = o und 
ÜCuv)s=o eine gewisse specielle Collineations-Verwandtschaft statt, zwischen den Curven 
f(XY) = und f(UV) = o eine zweite Collineations-Verwandtschaft, wihrend der Zusammen^ 
hang swischen den Systemen 

xy und XT, uv und UV, xy und UV, uv und XT 

vier gewisse specielle Reciprocitäts- Verwandtschaften darstellt, sodass, wenn die primitiven 
tUltze zu aBgemein sind und Aberdiess bloss Puncto und Geraden behandeln, die aus Urnen ge- 
wonnenen neuen Sätze keine anderen sein wfirden, als diejenigen, wdche srnn ohne Beoutzung 
unserer 4 Coordinaten-Systeme mittelst der aligemeinen CoUineations- oder Reciprocitlts-Ver- 
rWandtschaft aus den primitiven Sätzen abgeleitet haben wOrde. 

. $. 36* Unter diesen q^eciellen Arten von Reciprocitftts-Verwandtschaften, welche die ge» 
inseitige Verwechselung der Coordinaten unserer 4 Systeme veranlasst, ist es besonders die 
aus dem Uebergang von xy zu XY oder von XT zu xy entspringende, welche interessant ist, 
.weil bei f diesem Ueliergang nicht nur, wie bei der allgemeinen RedprocitU, alle 



IIL Uebertfagiii^ aoalytiMiier and geometmeher Sitze* Sl 

fitie WMxMfSBmr fbertrag» werden kOwea, worin Uooi ym Pinetes nnd Geraden die Rede 
18t, und worin keine GrAssenbestimmnngen vorkommen, sondern anch aUe aolclie fiberPuncte 
nd Gerade handelnde Sitie, worin zwar keine Lingen^rftasen, doch aber irgend welche 
-GrAaaen vorkommen. Der Grund, wesslialb una dieis eria^ ist, iat dnfach 



der, dasa der zwiacben zwei wiUkQhrlichen Geraden yZIy ^"^ T^^ enttaUene HHn- 
kel durch arc tg. (y^) - arctg/^^ j angedeutet wird und daher heim Uebeigang zum 
System xy in die Grösse arctg/^ j— wtc.tg.f^j übergeht, d«h. in die Grtase des Win- 



kels, welche zwischen deti die correspondirenden Puncto "^"^ and ^ mit dem Pnncte 

y=Ti y=y2 

O vereinigenden Geraden enthaltai ist. Als Beispiel nehmen wir den bekannten Satz : 

Die drei Geraden, welche die drei Winkel eines willkAhrlichen Drdecks halbiren, dorch« 
fcfaneiden Lander in einem gemeinschaftlichen Puncto R. 

Hieraus lisst sich unmittelbar folgender Satz aUeiten: Vereinigt man die drei Poncte 
eines gegdmien Dreiecks CC'C mit einem vierton; willkfihrlichen Puncto 0, und halbirt man 
die drei zwischen den drei Geraden OC, OC, OC* enthaltenen Winkel, so liegen die drei 
Pnncte, worin die drei Halbirangs-Geraden raspective die Seiten CG", CG, CG* treffen, in 
einer geraden Linie R. 

Bei letzterem Satze ist aber zn beachten, dass es inuner zwei Gerade gU»t, welche 
den zwischen zwei anderen Geraden enthaltenen Winkel halbiren, jenachdem man den einen 
oder den anderan der beiden Supplement-Winkel als halbtrt betrachtet, so dass, soll der Satz 
richtig beftanden werden, vorher aus den sechs Ualbirungs-Geraden der drei Winkel die drei 
zusammengehörigen richtig ausgewihlt werden müssen. Auch bei dem primitiven Satze würde 
aokh dne nfthere Specialisirang der Halbirnngs-Geraden nothwendig gewesen sein, wenn er 
tnter folgender Form wSre gegeben worden : 

Die drei Geraden, welche die von drei anderen Geraden eingesdilossenen Winkdhal« 
biren, durchschneiden einander in einem gemeinschaftlichen Puncte R. 

Bei derjenigen Form dagegen, unter welcher der primitive Salz uns vorh^ gegeben 
worden ist, wird die richtige Auswahl der Halbirungs-Geraden schon angezeigt durch die 
atillschweigende Bedingung, dass der Durchschnittspunct der drei Geraden sich innerhalb und 
nicht ausserhalb des Dreiecks beinden soll, mit anderen Worten, daas als Winkel des 
Dreiecks nur inneriiche und keine ftusserliche Winkel betrachtet werden sollen. 



IT. Der BenItaE q^deDer Eleiiiente« 

S. 37. Die Coordinaten unserer vier Systeme waren, ihrer Definition nach ($. 2—5.), 
solcher Natur , dass jedes Element des Systemes xy oder uv im Allgemeinen einen einzigen 
Pnnct, jedes Element des Systems XY oder UY eine einzige Gerade bedeutete. Es bestand 
ferner nach $. 9. zwiachen unseren vier Coordinaten-Systemen ein aolchar Znsammenhang, dasa 
im Allgemeinen die Elemente nnd die durch Gleichungen ersten Grades ausgedrückten Ketten 
coincidirten« Es fragt sich nun aber, ob diese Regeln immer gelten und ohpe Weiteres von 
uns angenommen werden dürfen , oder ob sie gewiss» Ausnahmen untcrworfmi sind ? Bevor . 
vrir also weiter gehen , sind erst folgende vier Fingen zu beantworten : 
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1) Ist jede bestimiiile Kette ßi^^ftjsszl mit nur emem eimigea be0timmteii Slem^te 
S==ßy f=y identisch? 

2) Ist umgekehrt jedes bestimmte Element <&'=/?> 7=9^ bloss mit einer einsigen he* 
slimmten Kette ßi^yijssi identisch? 

3) Bedeotet immer das Element ^"^ oder '^_ ' einen einzigen Pvnct, das Element 
oder ^ ^ eine einfeige Gerade ? 



4} Wird umgekehrt jeder Pnnct durch ein einziges Element ^""^ oder ^~^ , jede 



Gerade durch ein einziges Element ^ÜL ^'^ y ausgedruckt? 



Bei einigem Nachdenken erkennen wir leicht, dass die Antwort auf diese Fragen eigent* 
lieh unbestimmt ist, so lange noch nicht recht festgestellt worden ist, was man unter der 
Idee eines indiTiduellen Punctes oder eines individuellen Elementes verstehen soll, da von 
der Beantwortung dieser Frage diejenige der vier vorigen abhängt. So lange nun zwar die 
Grössen ß und y endlich bleiben, ist uns klar, dass, wenn ß einen einzigen und zugleich 
y einen einzigen Werth bedeutet, der Ausdruck £=^, 7f=ry ein einziges Element des Systems 
$];, der Ausdruck x=^, j=y einen einzigen Pnnct bedeutet. Sobald dagegen ß und y einen 
unendlichgrossen Werth bekommen, wird wegen der im Ausdruck unendlich enthaltenen 
Unbestimmiheit auch die Idee eines individuellen Punctes einigermassen unbestimmt. Beden- 
ken wir nämlich, dass der Pnnct als die Grenze betrachtet werden kann, der sich ein immer 
kleiner und kleiner werdender Theil «ner Curve immer mehr nähert, und dass ebenso die 
Curve als die Grenze betrachtet werden kann, zu der ein immer dünner und dünner werdender 
Streifen gelangt beim Unendlichwerden der Anzahl dieser Streifen, in welche die ganze Ebene 
zertheüt wird, so erhellt, dass je nach der verschiedenen Art, in welcher die gesammte 
Ebene in Streifen und diese wiederum in Puncto zertheüt worden sind, auch die Grenze , zu 
welcher diese Zertheihmg uns leitet, d. h. die Idee eines individuellen Punctes, eine ver- 
schiedene sein muss. 

S. 38. Die natürlichste Annahme nun scheint wohl diejenige zu sein, bei welcher man 
zu dieser Zerschneidung der Ebene sich einer Reihe von parallelen Geraden und einer zweiten 
Reihe von senkrecht zu den vorigen gezogenen Geraden bedient. Bei dieser Annahme denkt man 
sich die Ebene, in welcher die Figur sich befindet, als ein unendlichgrosses Quadrat, dessen 
Seiten respective mit den Axen XOX und YOY parallel laufen. Der Ausdruck x=^, y=iy 
bedeutet alsdann, nicht nur wenn ß und y endlich sind, sondern auch wenn sie den Werth 
o bekommen, einen einzelnen individuellen Punct, nämlich das Centrum unseres Quadrats ; und 
auch beim Unendlichwerden der ß und y bedeutet x=/9, J=sy einen einzelnen Punct, nämlich 

eine Ecke unseres Quadrats: die Ausdrücke dagegen ^^» *^^ » *^^ » etc. bedeuten 

® ® y=«), y=oo, y=oo 

verschiedene Puncto , welche mit den durch ^ , ' etc. angedeuteten Puncten die 

y^sy, y=y 

Seiten des Quadrats darstellen. Wenden wir nun diese Terminologie auf die Feststellung der 
Idee eines individuellen Elementes an, so bedeutet in ähnlicher Weise S=o, ^pso ein einzi- 
ges Element, so wie auch 5 = oo, i^soo; die durch ^^' ^"^^ ^^^' etc. ausgedrück- 

ten Elemente dagegen werden als von einander versdiieden betnu^tet. 

S- 39. Diese Annahme hat jedoch den Nachtheil, dass die Antwort zu den vier Fragen 
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Ton f. 37. yerneiiieBd aiuralleii musf, weil atsduin Yersdiiedeiie Anmiahmeii von obigen Re- 
geln stattfladen. Venuchen wir nftmlich bei dieser TermiBologie die viw Eleinente 

5 = 00, | = A 1=500, 5 = 0, 

ij=syy ^=soo, 17SS5CO, ^ = 

mittelst Coordinaten des Systeas Bf ansnidrflcken, so erlangen wir respecttve die ddchangen: 

O0Ä+ yr= 1, /?fi + odT = 1, ookS + »r = 1, = 1. 

Die beiden enteren dieser GSeiclningen kftnnen wir unter der Form &=ao und Tsao respe- 

etive darsteUen, imd zwar welches anch der Werth sein mAge der GrAssen ß nnd y. Um 

die Bedentung der beiden anderen Gleichungen zu Terstehen, beachten wir, dass der zw^ 

sehen den Systemen tv ™^ BT bestehende Zusammenhang auch in dieser Weise Torge- 

b c 

Stent werden kann, dass jedes bestimmte Element $ = -| , 37 = -r mit der Kette b£+cf =:d 

identisch sei, woraus sich ergibt, dass die Elemente ^go, 17= cd und &=so, ipso, da sie als 



5=5-, ff = - und £= —, 97 = -- respective betrachtet werden können, im System 3ST 
o o CO CO ' 

durch die Glmchungen bi9+cT=:o und bi9+c7=:G0 respective ausgedrflckt werden; in 

wdchen Gleichungen die b und c unbestimmt bleiben mflssen, da keine Ursache im Elemente 

S = Qo, 17:^=00 oder S=o, 17 = vorhanden -ist, welche die WiUkShrlichkeit der Wahl der 

in ihrem Ausdruck S = - etc. vorkommenden Grössen b und c beschränken sollte. Die 

Annahme der Terminologie von |. 38« leitet daher zu folgenden Ausnahmen von der in der 
ersten Frage des $. 37. ausgedruckten Regel: 

Unter den durch Gleichungen ersten Grades im System Sf dargestellten Ketten gibt es 
zwei, nimlich 3S=90 und r=:o, welche keineswegs mit einem einzigen bestimmten Elemente 

^ oder ^ ^' respective identisch sind, sondern mit unendlich vielen Elementen 

jlCg^oo, 1=00, ^^ ^,,i^ß. 1-/»', $ = /»->etc, 
^ = y, ^=y, ^ = y ^=00, 7=00, 17 = 00 

d. h. mit einem unbestimmten Elemente ^ ' oder ' Und so machen auch die Ket- 

len S=o nnd 17=30 hierin eine Ansnahme von den übrigen Ketten der Form ßl^+yfj=si^ dass 
sie im System ST nicht durch ein bestimmtes, sondern durch ein unbestimmtes Element 

2 ^' oder !? ' ausgedrflckt werden. 

M CS 1/ T s= OD 

Auch die zweite Frage des $• 37. wird bei unserer jetzigen Terminologie bisweilen 
verneint werden mfissen, weil die Elemente iSsco , 7=ao und 1^3=0, r=o keineswegs mit 
einer bestimmten Kette des Systems S^ identisch sind. Denn es wird das Element «9 =00 9 
7 :s 00 durch unendlich viele Ketten bS + C17 = 0, b'S + c'17 = o, b"S + c"i7 =s o etc., d. h. 
durch das allen diesen Ketten gemeinsehaftliche Element issso^ 17=0 ausgedrflckt, wahrend 
das Element &ao, Tsso im System S? durch die unbestimmte Elementen-ReiheCS+C'j7=oo 
und daher in gewisser Hinsicht durch das Element $==00, 9 = 00 ausgedrflckt wird. Und 

so machen auch die Elemente ^^^^^ und _/ hierin eine Ausnahme von den flbrigen 



Blementen des Systems S17, dass sie keineswegs mit bestimmten Kettmi des Systems £7, son* 
dem mit den Elementen y^ ^ und ^3* ' ^^^^^^ Systems respective identisch sind. 

Daraus nun, dass die erste der vier fragen des $. 37. bisweilen verneint werden mnss. 



ö 
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folgt weiter, dais bei der Terndaeiofie Toa $• 88. die nimlielie Yettmumg ancli bei der 
vierten Frage des $« 37. stattfindet Es wifd s. B. der Panct B im Syitem UV iwar, wie ur 
Allgemeinen jeder andere Panct , durch eine einxige bestimmte Gleichung U=o dargestellt ; 
weU jedoch nach der so eben gefundenen Ausnahme Ton der Begel der ersten Frage diese 
Glaebnng beim Uebergang mm System uv durch rin unbestianites Element a :=sod, vss C 
dargestellt wird, so macht der Punct B hierin eine Ausnahme von dai tbrigen Puncten^ dass 
er nicht durch ein einziges bestimmtes Element des Sjstems ov, sondern durch unendlich 
viele Elemente dieses Systems oder durch das unbestimmte Element ussoo, v=C dargesleBt 
wird. So wird auch die Gerade AA'A", weil sie im Systeme uv durch die Gleichung us:o 
dargestellt wird und daher dem Vorhergeftnidenen zufolge im Systeme UV ein unbestiaunles 
Element U=ODy V=C bedeutet, im System UV durch dieses unbestimmte Element darge- 
stellt und macht daher eine Ausnahme von den Regeln der Frage Nro. 4. 

Ebenso haben die gefundenen Ausnahmen von der Regel d^ Frage Nro. 2. ahnliche 
Ausnahmen von der Frage Nro. 3. zur Folge. Man n^me z. B. das Element u=:od, vt=Qo, 
welches dem Vofrigen zufolge keineswegs durch eine bestimmte Gleichung /9U + ^V =s 1 im 
System UV ausgedrückt wird und daher keineswegs einen bestimmten P«h4 bedeutet , son* 
derth im Gegentheil mit der unbestimmten Gleichung CU+C'V=ao oder mit einem unbestimm- 
ten Puncte der Axe XOX' und daher gewissermassen auch mit dem Elemente U=o, V=:o 
oder mit der Geraden XOX' identisch ist. Man nehme femer das Element X = od , ¥=00^ 
welches keineswegs eine bestimmte Kette ßx+yj=zi und daher keineswegs eine bestimmte 
Gerade bedeutet, sondern dem Vorigen zufolge im System xy durch die Kette Cx + C'y s=s 
oder durch das Element 3c=o, y=o angedeutet wird und daher eine willkAhriiehe durch den 
Punct gehende Gerade, d. h. den durch alle diese Geraden umhftlUen Coordinatenr-Punct 

selbst bedeutet. Es ergibt sich unmittelbar , dass diese Elemente "^ ' und «- ' den 

® ' v=oo 1=00 

Forderungen der Frage Nro. 3. nicht genügen. 

$. 40. Wir wollen daher die Idee eines Individuums in einer anderen Weise bei den 
Puncten festzustellen trachten. Wir denken uns daher die Ebene, worin die Figur sich be- 
findet, nicht als ein unendlich grosses Quadrat, sondern als einen unendlich grossen Kreis, 
dessen Centrum im Coordinaten-*Puncte liege und wiederum den Punct £=0, y=o andeute. 
Die Zerschneidung aber dieser ganzen Ebene in ihre unendlich viden Theile, d. h. üe Aal* 
Idsung der Gesammtheit der Puncte in die individuellen Puncte, deiiken wir uns nicht, wie 
bei der Terminologie von $. 38., durch zwei Reihen mit den Axen XOX' und YGT' pa^ 
ralleler Geraden dargestellt, sondern durch eine Reihe aus ausgehender Strahlen und 
durch eine Reihe um als C^trum beschriebener Kreise. Der Ausdruck x ssoo, y =00 
bedeutet alsdann eine unendliche Menge verschiedener matelst Polar. Coordinalen durch 

^ ' ^/ ^,/ etc. auszudrückender Puncte, d. h. die Spitzen der verschiedenen 
f=ß, «3p=-/J', 9=^" ^ 

durch gehenden Strahlen ; nd die Gesammtheit dieser Poncte stellt den Umfang des nn-» 



endlich grossen Kreises dar. Dagegen wird durch die Ausdrficke _ ° °* ^ 7^ ^^^ V etc. 

P=7f ysny , jtssy 

nur ein einzelner der unendlich vielen Theile der Ebene, d. h. nur ein einzelner individuel- 
ler Punct ausgedrückt, und zwar ein gewisser specieller der unendlich vielen im Ausdrucke 
x=soo, yt=Qo enthaltenen Puncte, nSmllch die Spüne defijjenigeB durch gehenden Strahles» 
welcher senkrecht zur Axe TOT' errichtet ist,* sowie auch die verschiedenen Ausdrücke 

' ' ' ^^^ ' etc. alle nur einen einzelnen Punct ausdrücken, n&mlich die Spitze des senkrecht 



IV. Der Bmti tpwieDer Hemei^* 85 

m XOX' iMfeBdeii StrtUes. Da ferner die ^Mchmg.ßsL^yfs^cD alle di^aig«n Pimole 
ausdrückt, deren Coordinaten-Werthe dieser Gleichung ßx-^yjssico genOgen, d. h. wddia 
4nrch xsssQOj jssoo ansgeditckt werden, so «gibt sich, dass dnreh diese Gleichang 
ßx+yp=(x> aUe die im Umfange des uneädiich grossen Kreises gelegenen Pimcte angedenlrt 
werden, so dass dnroh die Terschiedenen Ausdrflcke 

/Jx+yy=ac», /J^-f-r^ = oo» /J''x+y"y=oo, etc. 
die nimliche Ponoten-Reihe aasgedrflekt wird, d. h. die gemeinschaftliche Grenze, zu welcher 
die yerscMedenen Geraden 

/fx + ff s= e, /?'x -h y^ «s 0^ ß*^ + y"y =s o, etc. 
hei unendlicher Entfernung von gehingen *). 

Wenden wir diese Feststellung der Idee eines individuellen Punctes auf diejenige der 

Idee eines individuellen Elementes an , so ergibt sich , dass der Ausdruck ^^^ ^ unendlich 



00 

viele Elemente von der Form $ ^' * g P9 ^ p 9 ^|^ enthält , während dagegen die 

S =00, §5=00, £ = OD 

verschiedenen Ansdrflcke t~ «' ? — ä/' ^— ä/*' ^^' ™'* **" einziges Element anzeigen, 

sowie endlich durch die Gleichung /9S-f ^37 = ao nur eine einzige Kette angedeutet wird. 

Stellen wir uns nun bei dieser Terminologie die vier Fragen des $. 37. vor, so müssen 
sie alle unbedingt bejaht werden, und zwar ohne irgend einen der bei der Terminologie von 
S. 38. stattfindenden Ausnahmsfalle. 

$. 41. Soll der in $.28. gemeldete, aus derBenutaung unserer vier Coordinaten-Systeme 
hervorgebende Vortheil ein wirklicher sein, so muss man, sobald man irgend einen durch 
ein gewisses System von Gleichungen f(]f^) = 0, t'C^i) = 0, etc. ausgedrückten analytischen 
Satz erlangt hat, sich eine klare Torstellung des bei der jedesmaligen Symbolen-Annahme 
durch diese Gleichungen angedeuteten geometrischen Satzes machen können. Es ist aber 
solch eine klare Vorstellung der Bedeutung des ganzen analytischen Satzes unmöglich, wenn 
nicht vorher die Bedeutung der einfachsten in ihm vorkommenden Sachen uns klar ist, da 
auf der Kemrtniss der TheUe des Satzes die Kenntniss des Ganzen gegründet ist. Da nun 
die einfiachste Sache irgend tines Goordinalen-^ystems I17 das Element dieses Systems ist, 
so wollen wir anfangoi mit der Untersuchung, wie die geometrische Bedeutung solch eines 
Elementes l^=ßj fj=y irgend eines unserer vier Goordinaten-Systeme sich bei giewissen Pe- 
dellen Werthen der Grössen ß und y speciaüsire. 

Es ist diese Discussion des allgemeinen Elementes $=/?, ^=/ zugleich diejenige der 
allgemeinen Kette ersten Grades jf $ + ^17 =: 1 , da die vier Systeme xy, XY, uv, UV nach 
$. 9. in solcher Weise zusammenhangen, dass das Element §=^9 fj=y irgend eines der vier 
Systeme xy, XY, uv, UV respecSve mit der Kette /^ + ^^j; =3 1 des Systems XY, xy, UV, nv 

coincidirt. Es ist weiter die Discussion des allgemeinen Elementes ^' oder ^* nach 

Jm^ v=y 

$. 9. zugleich diejenige des allgemeinen Ausdrucks des Punctes, sowie die Untersuchung 



der Specialisirnngen der dem Elemente y ^' oder y zukommenden Bedeutung zugleich 

die Discussion des allgemeinen Ansdruckes ider Geraden ist, so dass die hier vorzunehmende 
Untersuchung zugleich die Beantwortung dd* Frage enthält, in welcher Weise in unseren vier 

*) Aach .Flacker (Syitem.. der tntlyliBcaen Geometrie pag. 15. und 71.) denkt fich diese Geraden 
bei nnendlicher Entfemnng von alf nicht sehr von einander nntencheidbar. 
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Coordinaten- Systemen der Pnnct and die Gowde M gewissen speddlen Lagen «nn- 
drtcken sind. 

S* 42. Yfir woUen erstens diejenigen Specialisimngen der Bedeutung des allgemeinen 
Elementes S=^, vjssy untersuclien, welche staHtnden^ wenn die Coordinaten-Werthe ß und y 
entweder einander gleich oder nur durdi das Zeichen ± von einander verschieden sind, 
wobei wir uns jedoch auf diejenigen Fälle beschränken wollen, wo die Grossen fi und y end« 
lieh bleiben. Letzterer Bedingung ansudeuten, wollen wir diese Grfissen ß und y durch ge- 
wöhnliche Buchstaben b und c bezeichnen, während die griechischen Buchstaben ß und y 
denjenigen Fällen vorbehalten bleiben mögen, in welchen die Coordinaten-Werthe als allgemeine 
gedacht werden, d. h. in welchen sie sowohl endlich als auch unendlich gross odw unendlich 

sein dflrfen« 



Es bedeuten also (¥ig. 1.} 
x = ±b, y = ±b 

x = ±b, yszs + b 

lX = ±b, Y=:± bl 



X+Y = ± g einen Punct der Geraden LOL', 
X— Y = ±g||, j, I, ^ KOK', 
[x -H y = ± r / eine mit KOK' parallele Gerade, 



S 



X = ± b, Y s= T J> 



o 



l«-Y = ±-5. « 

1 

b 



LOL' 



I lu =s ± b, V = ± bl K iü+V s= ± ^ 1 einen Punct der Axe YOY', 

ff 



u = ± b, V = + b] 
ü= ±b, V=± b 
ü= ± b, V=+ b 



^ 'U-Y = ± «-.leinen unendlich von entfernten Punc^ 
u + V s i: i leine mit XOX parallele Gerade, 



u — V = + «- eine durch gehende Gerade. 

$. 43. Wir wollen jetzt umgekehrt solche Specialisimngen des allgemeinen Elementes 
lS;=sßy 9j=y betrachten, wobei die specieHen F%lle ^ + 9^=0 und ß—y s=z ausgeschlossen 
werden, die Grössen ß und y aber nicht mehr endlich zu bleiben brauchen. Und zwar wot- 
len wir mit denjenigen Fällen anfangen, in welchen eine der beiden Grössen ß und y den 
speciellen Werth bekömmt, während der Werth der anderen endlich bleibt und daher durch 
einen lateinischen Buchstaben angedeutet werden solL 

Es bedeuten also 



=3 0, y = b 

Ix = b, y = Oi 

Jx =0, Y = b 
die Elemente / \ d. h. dieltetten 

= b, Y = oj 



|- \eiaen Punct der Axe YOT, 



X-b 



XOX, 



T = c I eine mit XOX' parallele Gerade, 
n 



X =s 



1 



YOT 



[u = 0, V = b| 
u = b, V =s 



Y =: i- leinen Punct der Axe A'AA", 



"'E 



9 



B'Br, 



9 



IV. Der BeMti tpecieller EleineBto. dj 

:U =: 0, y SS bf & V = 2 j eine dvek B gehende Gerade» 

die Elemente t } d. h. die Kelten } . > 

ü=b, V=o) |ussj^| , , A , , . 

S« 44. Nehmen wir jettt die Elemente von der Form £=30, ffsso. Naeh $. 39. wird 
solch ein Element, teim Uebergan; von den Systemen xj, XT, mr, UV n den Systemen XT, 
zy, Uy, ny dnrch die Gleiehmig C£ 4. C^^ =: od ausgedrückt Es scheint swar diese Glei- 
chnng eine nnbestimmte zn sein md daher mehrere von einander verschiedene Ketten aussih- 
drficken; nach $. 40. ist aber diese yerschledenheit nnr eine scheinbare, and es vereinigen 
sich alle diese Ketten za einer einzigen. 

Es bedeuten abo 

X = o, y =: ] p.( CX+CY = G0\ den Coordinaten-fonct 0, 

X = o, T SS o I p-l Cx + C'y = aol die gemeinschaftliche Grenze aller von sich 
tijJ fg.] f uiendlich entfernenden Geraden, 

g j u = 0, V =s ? ^] CU+Cy s co[ die Spitze des durch O senkrecht zur AxaXOXT, 
gl I gl 1 gezogenen Strahles, 

S"' u =s o, y = ] S f Co + C'v a 00 ) die Coordinaten-Axe XOX. 

$. 46. Betrachten wir jetzt die bei irgend einem unserer vier Coordinaten-Systeme 
im Ausdruck l^ssoo , 17=00 enthaltenen unendlich vielen Elemente. Wählen wir also «us 

diesen unendlich vielen Elementen irgend eines heraus, wdches vrir zur Unterscheidang durdi 

i b 
S = oo, ^=:oD, -=- andeuten werden. Es bedeuten alsdann 

1J c 

z b \ f . «. V 1 einen von unendlich entfernten 

X=:oo« VÄOOt — = -| |dX4-Ci=0i -. . 

^jXsasao, Yssoo, ^=a-f* 1bx + oy=o[ eine durch gezogene Gerade, 

gl ubr^i f 

S in == Qo , V £= Qo, -. =! --l pQ I bU + cy = Ol einen Pnnct der Axe XOX, 

vcl5st.J I 

U.35 QO, y= 00, ^=: ^ ) ^ 1 bu + cv = 0] eine zu XOX* senkrechte Gerade. 

V c I 1 ' 

$. 46. Wir wollen jetzt ffl>ei^ehen zu derjenigen Specialisirung der geometrischen 
Bedeutung des allgemeinen Elementes £=^, 19=7, welche stattfindet, wenn die eine der bei- 
den Grössen ß und y den Werth 00 bekommt, während die andere endlich bleibt Nach 
S. 40. bedeutet der alsdann erhaltene Ausdruck S=b, ^=00, welches auch der Werth 
der endlich gebliebenen GrAsse b sein möge, immer das nämliche Element, welches also 
durch den unbestimmten Ausdruck S=C, jpsco angedeutet werden solL Und zwar war solch 
ein Element S=C, i}=:ao nach $.40. dasjenige der unendlich vielen im Ausdruck ^ 00, 17=00 

enthaltenen Elemente, welches bei der Specialisirung J =s ans ihm hervorgdit. Wir se* 

hen also, dass die unserem jetzigen Elemente ^^^* oder ^ ' in unseren vier Coordi- 
naten- Systemen respective zukommenden geometrischen Bedeutungen die beim GrenzftJl 
- =s oder ^ = stattfindenden Specialisirungen sein mflssen der geometrischen Bedeo* 

tungen, welche nach $. 45. dem Elemente |=soo, 9=00, - = - in unseren vier Systemen 
zukommen. 
. Es bedeuten also 



'^ 



Erster Absdmitt Di« 4 CoordiDkteft-SjMieme «y, XY, ut, UV. 



f 



xs&C, 7= 



die Blemente ^ XsöC, TnsoD 

Ü=C, V=oo^ 



d.L die Ketten 



X&=30 

y sso 

U=:0 
Vi 

u 



) 



die Spitse des durch O senkrecht war 
Axe TOT gezogenen Strahles, 

die Spitze des durch senkrecht zur 
Axe XOX gezogenen Strahles, 

die Coordinaten-Axe YOY', 

»9 » xox*, 

den CoorcKnaten-Punct B, 

die Coordinatea-Axe A'AA", 

B'BB '. 



n 



S* 47. Unter den in diesen Tabellen $. 42—46. angegebenen apecioUen Lagen von 
Puncten und Geraden gfhi es mehrte (a. B. ein Pnnct der Axe YOT oder XOX', die Spitze 
der doroh O senkrecht zu diesen Axea gezogenes Sohlen etc.), welche zweimal vorkommen, 
erstens im Systeme xy oder XY, dann aber auch im Systeme uv oder UY. Es darf uns 
dies nicht wundem , wenn wir bedeakea , dass die Systeme xy, XY, uv, UV mit den Syste- 
men UT, UV, xy, XY durch die tobt orsteren Formeln des $.11. verbunden sind, so dass^ 
also, sobald das Element ^maß^ n=^y irgend eines der Systeme xy, XY, uv, UV bei ge- 
wissen Specialisirungen der Chrössen ß und / ein speciellas wird , im Allgemeinen auch das 
den itimliohen Plmct oder. die nämKche Gerade ausdruckende Element .der Systeme av, UV, 
xy, XY gewissen SpecBaMsinmgen unterworfen sein muss. 

$. 48. Nachdem wir nun gesehen haben, wie die geometrische Bedeutung des allge^ 
meinen Elementes ^i$, 17=7 sich bei gewissen speciellen Werthen der ß und y specialisirf, 
wollen wir unfersadiefi, welche Eigenschaften der Besitz solch eines speciellen Elementes der 
allgemeinen Curve {(^') z= o beibringt, und zwar mittelst folgender Bemerkung : Wenn die 

Curve fCxy^Bs o oder f(uv)=: das Element y-~* oder ^^' besüst, d. h. wenn sich 
unter den Elementen der durch die Gleichung f(xy) = oder f(uv) = dargestellten Kette 

irgend ein specieller Elementar-Panct ^y* oder ^^' vorfindet , so wird diese Curve Äe 

Eigenschaft besitzen, dass dieser Punct einer der die Curve darstellenden Puncto sei, d. h. 
dass die Curve diesen Punct durchstreiche. Ebenso wenn die Curve f(XY)=;so oder f(UV)=o 



irgend ein specieHes Element ^Zy' oder y^' besitzt, d. h. wenn die Coordinaten-Werthe 

irgend einer speciellen Elementar-Geraden ^^' oder y^* der Gleichung f(XY) = oder 

f(UV) = o genfigen, wird diese Curve die Eigenschaft besitzen, dass die betrachtete Ge- 
rade eine der sie durch ihre gegenseitige Durchscbneidung darstellenden Elementar-Geraden 
ist, d. h. dass die Curve die betrachtete Gerade berührt. 

Mittelst dieser Beaserimig mn erkennen wir leicht a«s S» 4ft.j dass , wton eine Cttrfe 
irgendwo ein Element von der Art: 
X t= ± b, y = ± b 



X « ± b, 
X=±b, 
X=±b, 
u =c ± b, 
u = ± b, 
U=±b, 
ü=±b, 



y = q:b 
Y= ±b 

Y = ip b r besitzt, dieselbe als-^ 
v = ±b/ iiann 

V = q: b 

V=± b 
V=q: b 



9 
9 



der Geraden LOL' (Fig. 1.) begegnet, 

KOK paraUel läuft, 
9 9 I^OL' „ 9 , 
„ „ YOr begegnet, 
sich unendlich von entfernt, 
mit der Geraden XOX parallel Muff, 
eine durch gehende Tangente besitzt. 



•i 



IV. Dfr h^rilm «j^aeiaDev Ebmeiii»« . . di 

. S*49» fieror wirnim aber weit«r fortochreiteA mMl «mdk dflaQ^ito ier ttrif« iiift4l 
-—46. untersuchten Elemente geometrisch deuten, wollen wir bemerken, dass irgend eui aok 
ches specielles Element irgend eines von unseren vier Coordfaiaten--Systemen nach $. 42 — 47. 
auch in den drei äbrigeh Systemen durch ein Element oder eine Kette specieller Art ange» 
4eQlel wird, und dass daher, wenn eine Corve irgendwo ein sidehes speoielles Bteaeat iiw 
gend eines von unseren vier Coordinaten-Systemen besitzt, wodurch die Coordinaten-Wertha 
dieses Elementes gewissen Specialisirungen unterworfen sind, in diesem Puncte oder bei dieser 
Tangente der betrachteten Curve im Allgemeinen auch die Coordinaten der drei flbrigen Sy- 
steme aicb in gewisser Weise specialisiren müssen* Am Interessantesten sind hierbei die 
aus den Formeln 

abzuleitenden speciellen Elemente des Systems iH7, welche irgend einer Curve f(;Sj|f)sFcSr):^ 
zukommen , wenn sie gewisse specielle Elemente des Systems l^rj besitzt. Und zwar erkennt 

man aus der Form dieser Formeln , dass der Werth der Function ^ einen grossen Einfluss 

Tjag 

hat auf den gegenseitigen Zusammenhang dieser beiden Arten von speciellen Elementen» 

$. 50. Kehren wir jetzt zurück zur geometrischen Deutung des Besitzes specieller Ele^ 

mente, und berücksichtigen wir dabei vorerst den Besitz eines Elementes der Art $==0, ip=Ji* 

Es folgt aus der gegebenen Elementar-Form, dass die Bedingung ^= o in diesem Elemente der 

Curve f(|i7) = o stattfindet, wogegen der Quotient -p im Allgemeinen dort einen endlichen 

Werth e besitzt, welcher nur bei dem Hinzutreten neuer Specialisirungen sidi zu o oder oo 
redjicirt. Beschränken wir uns vorerst auf den allgemeinen Fall, in welchem daher die Bedingung 

-^ =s stattfindet. Es sei also in irgend einer Curve ein Element, für welches 
xäO, yssh, jj5. _ ^^^ ;X=j - ^ , Y qss + y J j die Axp TOT durchscbieldeo» 



dy 

dY __ 

_. , . du 

llsao, Tsd», -^^^ 

Ar 

5r = «' 



1 1 I " - 

X = ~ gj , y = H- -g-l *• I der Axa XOX' parallel sein, 

&* I 1 ^11 

'L /* — "^T* ^ — "" bei S y » * ^^^' * * • 



> o 



|. \ü = - ~ , V =s + ^[ |- I die Axe A'AA"* durchschneiden, 

I o I 
^ v=4--ilfi ^^^ durch B gehende Tangente 



du 
'aV ' I 6?»^— + bjS besitzen, 

^ ^/ In— j-^v ^r «***« ^orch A gehende Tangentt^ 

,3p-e, u_H.^,v -j i ^^.^^ 

S. 51. Und auch dann noch, wenn die Grftsse e in oo fibergeht, bleiben die Bedingung 
~g s=: und £e erhaltenen geometrischen Bedeutungen unverändert forttestehen, ta/r dass 



40 Erster Abschnitt. Die 4 Coordiattea-Sysleine xy, XY, ut, JJV. 

letilere sfcli spedalisireii , and dadnrck je swei mid zwei cofDoidireiL So beben z. B. die 
Bedingungen 

xsso, yssb, g^ = oo, d.h. X = o, ^ = ^^ JT ~ "^ 

die Bedentnng, dass die Conre die Axe TOT senkrecht durchschneidet, wihrend die Bedin- 
gungen 

• du j t tT V 1 du 

u=:o, v=b, 3^ = ®» d-b- ü=:0, V = g^, Jy = « 

andeuten, dass die Corve im betrachteten Pnncte die Axe A'AA" durchschneidet, wthrend 
zu gleicher Zeit ihre Tangente den Punct B durchstreicht. 

$. 52. Wenn dagegen die Grösse e sich zu o reducirt, specialisirt die Durchschnei- 
dung der Axen YOY, XOX', A'AA", BIBB^ sich zu einer Berührung dieser Axen , während 
auch die flbrigen geometrischen Bedeutungen sich in der $. 59. angegebenen Art specialis!« 
Ten. Es wird aber alsdann einer der beiden, beim Uebergang von T^tj zu ST bekommenen 

apeciellen Goordinaten-Werthe unbestimmt. Denn es bekommt alsdann die Function ^ 

den unbestimmten Werth oxao, so lange nicht die Curve f(|j7) = o, d. h. so lange nicht 

die Function f selbst genauer specialisirt wird, wesshalb die Bedingungen &=:o, apzb, j^=o 

im Allgemeinen zur Folge haben 

^~ y, d5""o-bxo~ ' '~ /, gdj7\~ bCl-oxoo) ~ ' 

wo C eine unbestinunte Constante bedeuten mag. 

$. 53. Sehen wir weiter, welche Eigenschaften der Besitz eines Elementes von der 
Form §=30, ipsso einer beliebigen Curve t($ff) =o beibringe. Durch genannte Specialisirung 
des Elementes werden, so lange die Natur der Curve tdij") = o, d. h. diejenige der Function 
f uns unbekannt ist, im Allgemeinen nur die Coordinaten i und 7, selbst specialisirt, nicht aber 

die den Functionen ~ und ^ im betracbteteu Elemente der Curve zukommenden Werthe, 

spndem es besitzen letztgenannte Functionen im Allgemeinen zwei verschiedene und dess* 

lialb die Bedingungs-Terweigerung ^ ^ + 1 zur Folge habende endliche Werthe - und 

~ • Hieraus folgt, dass man in diesem Falle eigentlich nicht sagen darf, dass die Kette 
e 

((fyl^ssso das Element |aso, 17=30 besitze, sondern bloss, dass der Besitz dieses Elementes 

das Ziel sei, nach welcher sie strebt. Man bekommUn diesem Falle beim . Uebergang zum 

analogen Systeme: 

Ss sei also iigendwo x)=o, js=o, ^= L, — — -. , 

X e dX c 

so wird auch Xssoo, Tssco, y ^== "~ 719 37^^***^ ^^» 

und es wird die Curve alsdann sich dem Puncto unendlich nihem, oh|ie dennoch diesen 
Punct zu durchstreichen. Ein Beispiel bietet uns die logarithmische Spirale 



IV. Der Besitz tpeäellw Elemente. 4l 



MC. igY|) B= lg. iy/j^+f*) , 



wdclie den Panct O nnendlioliiiial amkreist nnd sich ihm dabei immer mehr nihert 
Es sei dagegen Xs=o, Y=o, ^=7» Jf ~ T» 

. j . • X e dz c 

50 Wird toch aem x=oo, js=oo, y= - g-, g^=5 - p 

md es wird alsdann die Corve eine ganz im Unendlichen befindliche Windung besitzen. Ein 
Beispiel bietet uns wiedenun die logarithmische Spirale, welche sich yom Poncte 0, wahrend 
sie ihn miendlichmal umkreist, immer mehr entfernt. 

u b da d 



Es sei fener -— w, , — «, - .^ - , ^- .^ - , 

' V c* dv e* 

so wird auch sein ü=:ao, V=oo, ?r = - J», J^ = -^, 

nnd es wird die geometrische Bedentang diese sein , dass die Canre im betrachteten Poncte 
sich zwar in der Spitze der Geraden x = ^^ befindet, diese Gerade jedoch nicht berährt, 
sondern eine andere Gerade, welche mit der YOrigen einen anendlich kleinen oder einen end- 
lichen Winkel macht, und welche daher die Axe XOX* in einem yom Poncte x = i-^ end- 

b+c 

d— e 
lieh oder anendlich entfernten Poncte x = ^— dorchschneidet Ein Beispiel bietet ans die 

transcendente Conre 



arc. «g.(^)= Ig.cVo^TO, 



welche mit onendlich vielen, die Axe TOT jedesmal durchschneidenden, anendlich von XOX' 
entfernten and sich abwechselnd an beiden Seiten der XOX' befindenden Zweigen sich von 
dieser Axe XOX' immer mehr entfernt. 

Es sei endlich U=ao, V=o, ^ = ~9 3V ^^ e ' 

-^ • j t • -_ ^ e du 

so wird auch sein ntsoo, vi:=co, -= --i, 7-= — r> 

. ' V d ' dv b 

und es wird alsdann die Lage dieses Punctes der Corvo und die ihr dort zukommende Rich- 
tung unendlich wenig von der Lage und Richtung der XOX' verschieden sein, wenngleich 
die Curve die Axe XOX im betrachteten Puncto weder durchschneidet, noch auch berährt 
Ein Beispiel bietet uns die so eben betrachtete transcendente Curve, welche mit unendlich 
vielen, die XOX jedesmal zur Asymptote habenden Zweigen sich dieser Axe XOX' als finale 
Asymptote immer mehr nähert und mit ihr immer spitzere Winkel macht. 

ff 

$• 54. So wie mm nach dem Vorigen die Bedingungen 



1=0, 17=0, 1=5, g — i die ferneren 



17 c ' 017 

c M» H e dS c 

jEur Folge haben, so sind auch umgekehrt die ersteren eine nothwendige Folge der letzteren, 
da man beim Stattfinden letzterer Bedingungen erhält: 

6 



4Sft Erster Abschnitt« Die 4 CoordtnateDrSysteme xjr, XY, ut, UV. 

Wir sehen idso, dass, so lange man sich auf den allgemeinen Fall der transcendenten 

Sd» 
Gmrven, d. h. der Bedingongs-Verweigerung ^| % + 1 beschränk^ der Besitz eines Ele- 
mentes Ton der Art &=0y 9p=o nnd derjenige eines Elementes von der Art H=oo/T=sqo 
zwei Eigenschaften der Corve fC^j;) = FdST) = o sind, welche aus einander folgen nnd dahes 
auch in geometrischer Bedeutung coincidiren, sodass die im §. 53. geometrisch gedenleten 
Eigenschaften, welche der Besitz eines Elementes S=o, 17 = der Cnrve fC^j;) ^ in den 
Systemen xy, XY, nv, UV respective beibringt, zugleich diejenigen sind, welche der Besitz 
eines Elementes ^=00, 17=00 der nftmlichen Curve in den Systemen XT, xy, UV, nv re- 
spective hervorruft. 

$. 55. Es war nun aber das Element £=sgo, «srC nach $. 46. eines der nnmididi 
vielen im Ausdruck &=qd, 17=30 enthaltenen Elemente, und zwar ein solches, welches durch 



die Specialisirung ^=0 aus ihnen hervorgeht. Aus den so eben erhaltenen geometrischen Be- 



deutungen des Besitzes eines Elementes von der Art S=oo , 17=00 bekommt man daher, so lange 
num sich wiederum auf den allgemeinen Fall, wobei die Natur der Curve f(^) =0 mis un- 
bekannt ist, beschränkt, durch Hinzufugung der Specialisirung —-=: oder -1 = die spe- 

cielleren geometrischen Eigenschaften, welche eine Curve f(|j7)=: besitzt, wenn dieselbe 
irgendwo ^oo, 17=!) oder aber £=b, |=ao hat. Es ist dabei zu bemerken, dass diese Spe- 



V i dS 

cialisirungen i- = und ^=0 auf den Differentialqnotienten ^ im Allgemeinen keinen Ein- 

fluss haben und ihm daher den endlichen Werfh - lassen, so wie auch durch Hinzutreten der 

e ' 

SpecialisiruBg ^ = o oder ~ ss nicht verhindert wird , dass die Grössen M nnd T sich 

auf reduciren, weil die Bedingungen £=co, »sb, -X s= - zur Folge haben: 

«17 e 

S-173^ OD-- ^-Jj. b-«)X^ 

Es sei abo an Irgend einer Stelle einer Curve. 

„ -. X. dx \ . Y ft Y n \ / ^*® Spitze des dmrch senkrecht durch TOY' ge- 

x^ a^,y— »I dy — ^ j 1 -^^^=®» '==^ \ g ( zogenen Stimhls unter einem Winkel endlicher 

11 I ^1 Grösse durehschneiden, 

j I g I IS Idie Spitze des durch senkrecht zu XOX ge- 

3&=-b,y=oD, J[ =el ^1 ^1^^=09 Y=:ol j I zogenen Strahls unter einem Winkel endliimer 



c^ 



2 I Grösse durchschneiden, 

Ca- ■ ' 



,^ =e \f»/x=o, y=o\ S:/mit YOT im Puncto fast coincidiren, 

dl /g\ '^ >^ 

dY 1^1 I ^\ 

* dX ~® I s p==^» y=^l 7 1 » ^^^ » » 

I 5'| I ^ 

t=oo,v=b,^ =el |ü=o, V=ol|'| » XOy » „ B » » 

,$^ =e llfc=o. V==o!Sl , XOX' , , A 
' du 



IV. Der Besitz speeieller Elemente. 4d 

,|, k m[ 1 S^S(^^® Spitze der Axe A'AA*^ durchschneiden, dabd 

Uj-. Qg^Yg-gb^^ -— e 1 ® [n=so,y='Ol g ^1 jedoch eine Tangente haben, welche die XOX' 

I M ^. I V ^ ^ / i'S^^^l^^ ausserhalb A hegtet, 

jv 1 ^^J [ S l'i^^^ ^P^^'^ ^^^ ^^® ^^^^ durchschneiden, dabei 

U^^ Y^.Q.^ =:e I § /u=isO,ysOi E.^ jedoch eine Tangente haben, wekhe die XOX 

• ^3D 1 ^l 1 » i^l ausserhalb B begegnet. 



§s 66. Die verschiedenen Ausdrücke ^ ' i^' v'' ®*** '»Wen nach $. 40. 

^/=:D, fp=iDj 7p=zD 



SO lange sie an sieh und nicht als zu irgend einer speciellen Curve f(^) = o gehörig be- 
trachtet wurden, alle die nimliche Bedeutung und zwar diejenige des Elementes ^ oo, ifp=sC« 
Es fragt sich nun aber, ob in ähnlicher Weise die zwischen den Grössen b, b', b" etc. statt- 
findende Verschiedenheit yernachlassigt werden dürfe bei der Betrachtung der Eigenschaften, 
welche die Specialisirungen ^= od, fp=ä) irgend einer speciellen Curve fc^i;) = o beibringen. 
im allgemeinen Falle, d. h. so lange die Function f nicht, genauer specialisirt wird, ist aller« 
dings, wie aus obiger Tabelle folgt, solch eine Vernachlässigung des Unterschiedes zwischen 
b und b' erlaubt. Denn es habe z. B. irgend eine Curve fCxy) = o die Eigenschaft, dass sie 

iB einer gewissen, von der Richtung der Coordinaten-Axen verschiedenen Bicbtung ^ as e 

durch den Fund , ^ gehe und daher nach Art der archimedischen oder log»- 

y=:i) " 

rithmischen Spirale eine ganz im Unendlidien befindliche Windung besitze, so wird 
die nfimlidie Windung auch in der nämlichen Richtung durch den PuncI _, . ' gehen , so 

dass die durch die Bedingungen xsao» y=b, ;r-= e ausgedrückte Eigenschaft mit der 

j_ 
durch die Bedingungen x=qo, y=b', ^ s=s e ausgedrückten identisch ist. Es ist uns 

daher auch erlaubt, die in obiger Tabelle vorkommende Grösse b durch o zu ersetzen, ohne 
dass die angegebenen geometrischen Bedeutungen änderten oder die Coordinaten S nnd T 
aufhörten, sich auf o zu reduciren. Und wir haben daher zugleich die Eigenschaften gefunden, 
welche der Besitz eines Elementes von der Art S=oo, ij=:o oder $=o, 9/=oo der Curve 
t($7]') = im Allgemeinen hervorruft. 

S* 57. Wenn dagegen in diesem oder im vorigen Falle die in obiger Tabelle vorfcen- 
mende Grösse e den Werth oo bekommt, d. h. wenn zu den Bedingungen S=qo, f^s:ph 

oder £=00, i7e=o die im Allgemeinen nicht nothwendige Bedingung -||. = o noch hin^- 

zukommt, so wird im Systeme zy die Spitze der Geraden y=b oder y=o von der Curve 
f(xy) =s nicht mehr unter einem Winkel endlicher Grösse durchschnitten, sondern von dl»» 
ser Curve berührt, d. h. diese Gerade wird eine Asymptote der Curve; und in ähnlicher 
Weise formen sich auch die übrigen in obiger Tabelle angegebenen geometrischen Bedeu- 
tungen in die im $. 59. angegebenen um, so dass alsdann der Besitz eines Elementes von 
der Art |=:qo, ij=^ nicht mehr mit demjenigen eines Elementes von der Art S=oo, 9/=b' 
oder S=oo, apao in geometrischer Bedeutung coincidirt. 

Es nimmt aber die Function ^-^ in diesem Ausuahmsfalle 6=oo, so lange wenigstes 

die Natur der Curve tQff) = o nicht genauer bestimmt wird, den unbestimmten Ausdruck 
OD X an, so dass man auch fOr die Coordinaten S nnd T die unbestimmten Werthe 
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«_ ^ _ i _ c r - < _ 1 _ p. 

"~"g/j_»7d5\ ~ QO (1-0X00) ' lyCl-**'''^ ~ bCl-flOXO) " *' 

bekommt, wo C und C zwei dem Zusammenhange «2c= o unterworfene, imUebrigen aber ganz 

unbestimmte Grössen bedeuten mögen. Diese Unbestimmtheit darf uns nicht flbenraschra, wenn 
wir bedenken, dass, wenn eine Curve f(xy) = o an irgend einer Stelle den Bedingungen x= oo, 

y = b, --p- = unterworfen ist und daher die mit der Axe XOX' paraDde Gerade y=b zur 

Asymptote hat, nicht immer nach gewöhnlicher Auffassungsweise diese Gerade y=b zugleich als 
Tangente der Curve betrachtet werden muss, sondern bloss als dazu dienend angesehen werden 
kann, die Lage des betrachteten Punctes der Curve, d. h. dessen Entfernung von XOX' zu be- 
stimmen. Die Idee der der Curve alsdann zukommenden Tangente ist dagegen allgemeiner und 
nmfasst jede Gerade , welche durch den betrachteten Punct der Curve geht und mit XOX 
einen unendlich kleinen Winkel bildet, wesshalb die Tangente die Axe TOT nicht immer im 
Puncto x=o, y=b zu treffen braucht, sondern bei gewissen Cnrven auch wohl in einem an- 
dern Puncte, z. B. im Puncto O treffen kann ; in diesem letzteren Falle darf auch die genannte 
Tangente die Axe XOX^ in irgend einem beliebigen ihrer Puncte schneiden. Hieraus er- 
kennt man, dass die zwischen diesen Durchschnittspuncten F und G und dem Puncte ent- 
haltenen Segmente OF und OG und daher auch die Coordinaten ^ == tjq ™d ^ = -Qp 

selbst im Allgemeinen, wie oben gefunden wurde, beim Stattfinden der Bedingungen x = oo^ 

dv 
yab, -^ tss unbestimmt bleiben mfissen. 

$. 58. Wir haben uns in der vorhergehenden Untersuchung der geometrischen Bedeu- 
tung des Besitzes specieller Elemente bisher immer auf den allgemeinen Fall beschrSnkt, wo 

die Natur der Curve fC^iy) » o und daher auch die Grösse des der Function ^ im be- 
trachteten speciellen Elemente zukommenden Werthes uns ginzlich unbekannt waren. Be- 
trachten wir jetzt den specielleren Fall, in welchem die im Allgemeinen transcendente Glei- 
chung tQTj} 8 sich zu einer algebraischen Gleichung n««» Grades f^ (|]7) s o speciälisirt. 
Diese Specialisirung, möge uns die Function f^ übrigens auch ganz unbekannt bleiben, genügt 
dennoch, um in den untersuchten speciellen Arten von Elementen die Grösse des Quotientes 

-^ zu bestimmen, 
^dg 

Es hat nimlich die allgemeine algebraische Gleichung 
t^Qfj) = [A?»+BJ«-tj7+...+C5j7''-i+Dj7-] + [Eg«-t+...+ Fj^«-T+...+ [Gg+Hj;] +K« o 
einen Werth des Differentialquotienten 

d^ ^ An^-«4-B(n-i)g''"^jy-f...+Cay°-*4-B(n— Qg-'-^+.^^+G 
d5 ■" "" Dni7»-i+C(n~l)gj7«-2 + _.+Bg«*i+F(n-l)a7»-2+ •••+**' 
welcher sich im Grenzfalle |»o, i^sso auf ^ — - ~ reducirt, während die primitive Glei- 
chung selbst in diesem Grenzfalle nach $. 95. die Vereinfachung K«o erleidet und sich daher 
auf die Form 

S-[A+b(|) +. . . + c(|)-«+ D (?)-]+ lJ-«[E+...+ F(5)-t]+...+5[G+HQ)] = o 
bringen lasst. Wenn wir nun unsere Gleichung durch l theilen, so enthalt sie die Grösse S nur 
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in den n— 1 ersten Gmppen yon Teimen, nicht in der n^ Gruppe und redncirt sich daher 
durch die Stellmig ^=0, 17=0 za dieser letzten Gmppe 

g+hQ)=o, 

woraus man sieht, dass der Besitz des Elementes S=ao, 17=0 einer beliebigen algebraischen 
Conre f^ ({9)=:o die Eigenschaft henrormft, dass der Quotient | den Werth ( — n joderden 

nimlichen Werth, wie der Quotient -j| , und daher das Product |^ den Werth + 1 besitze. 

In ihnlicher Weise erkennen wir leicht, dass der Besitz eines Elementes von der Art S » 00, 9a od, 

- = - bei eüier algebraischen Curve das Stattfinden der nimlichen Bedingung ^ = 4. 1 

fordert. 

Wenn dagegen die betrachtete allgemeine algebraische Gleichung den Bedingungen § « 00, 
9p=b soll genSgen können, muss nach %. 95. der Coefficient A=o sein, wodurch die Glei«- 
chung die Form 

und daher der Differentialquotient die Form 

, (B^+E)(n-l)+(...)(|)+-.+ (Ci7-"*+-+G)(^J^) 

annimmt, woraus man erkennt, dass die Bedingungen |= cd, ^psd^ nicht den Zähler, sondern 

bloss den Nenner von ^ za 00 und daher den Quotienten ^ selbst zu reduciren. Es ver- 

ursacht nun aber die Bedingung A?=o, dass das erste Glied der die Curve ausdrückenden 
Gleichung sich beim Stattfinden der Stellung S==sao nicht zu reduciren kann, wenn nicht zn 
gleicherZeitderFactorBj74-E der höchsten Potenz jg«^^ sich zu reducirt, so dass die in den 

E 
{gegebenen Bedingungen S=:oo, i7==b vorkommende Grösse b den Werth 17 = ~ g besit- 
zen muss. Hieraus erkennt man, dass genannte Bedingung^ den Nenner der Function 

g^^ (B^+E)(n- 1)+(...)(^) +(..o(p ) + etc. 

^ 9 [(B) + (- . o(|) + OOQ ) + ete.] 

zur endlichai Grösse £17 = ~ E , den Zihler dagegen und daher auch die Function -^ 
selbst zn rednciren. 

Wenn wir endlich bei unserer allgemeinen algebraischen Gleichung die Function -^^ 
unter der Form 
2ia^ CAn)Sa->+(Bj7+E)(n-l)r-^+(..OS''-g+...+CCiy«>-^4->..-fG) 

^*^ ^[(B)l"^+(..O5-"*+...+(C(n-l)9»-^+..0+CDn9'»-*+Fqn-^ 

schreiben und alsdann den letzten Theil des Nenners als Function von S ausdrücken, erkeu- 

nen wir, dass die SteDungep ^=0, i}=j>, ^ = <^ <Uesen letzten TheU des Nenners und 
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daher dw ganzea Neuer auf den Warth oo redaciren ^ den Zihler dagegen endlidi UdbM 
lassen und daher die ganze Fonction —^ zu o machen. 

Es ergibt sich ans dem Vorigen, dass die Fonction ^ bei einer beliebigen, ein Ele» 

ment von der Art 

|s=e, 5=oD, 5=00, 5=b, gssso, 5 = b, 

besitzenden algebraischen Gmrve f^ (g^) » die Werthe 

+ 1, +U 0» 00, 0, 00 

dS 
respectiye besitzen muss and zwar auch dann noch , wenn die Function ^ sich in den l>ei-^ 

den letzten dieser sechs Fälle nach $.52. zu oder unendlich reducirt, woraus weiter folgt, 
dass die Coordinaten 



in diesen sechs Fällen, wenn wir bei den letzten Fällen uns auf den Ausnahmsfall 6 = von 
$. 52. beschränken, folgende Werthe respective annehmen: 

^^^(TTT)^'^' ^'=0(1-00)'"^'' '"b(ü:^)''b' '•*''' ^=6(1^)'' b' ^""^• 

S« 59. Wir sehen hieraus , dass die Bedingungen 

g-o, ^ = b, ~-^ = o und S=oD, r-gf T"dF"^ 

bei jeder algebraischen Curve f„ (g^) 5 F^ (ST) « gegensritig aus einander fidgen und 
daher auch in geometrischer Bedeutung mit einander coincidiren, während dagegen die geo- 
metrische Bedeutung des Besitzes eines Elementes von der Art gs^s qd^ 17SSSCO bei einer alge^- 
braischen Curve nicht mehr, wie solches bei der allgemeinen Curve fCg^;) b nach $. 54. der 
Fall war, mit derjenigen des Besitzes des Elementes H=o, fso identisch ist, sondern allge- 
meiner als letztere Bedeutung ist und letztere als specieUen Fall in sich enthält, da zwar die 
Bedingungen ,^0, 2*=o die Bedingungen gsoo, ^»co, keineswegs dagegen auch umgekehrt 
letzlere Bedingungen die ersteren zur Folge hiJ>en, wie sich näher ergibt, wenn wir ge- 
nannte Bedingungen geometrisch interpretiren. 

Es sei also an irgend einer Stelle einer algebraischen Curve 

:o, y»b, ^ soA [x»0D, T»*, ^«00,1 ( die Axe TOT' berOhren,. 

x-b, y=o, ^ =oJ ^ P=E' ^""^' S""^J S I " • ^^^ 

V vu<lX I«! Idx \ t.\ eine mit XOX' parallele Asymptote 
X-o, T«b, 5Y =0,! « Ix«Qc, y-g, -^ =00,! 2^ I ^^.^^^^ 

V u V dT ? * S 1 dy / fe \ dne mit TOT parallele Asymptote 
X«b, T«o, dx - o,J |. ]x- b . y«<^ aJ-oo,| « J ^^^^^^ 



9 



*L I & „ „_> dB 



? 



aso, v«b, ^ - 0,1 I IU=aD» y»^y jV "«^ ^ 1 <*i® ^^ ^'^" berOhren, 
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ü«o, Vt=b, jy **oJ§'pU"°oo, v=»c> a^'^^f cil i*®^ PonctB dorchstreichen, 
IT K V dV ^flS] 1 dv lls!] . 

S* 60. Es ist uns bier nicht mehr erlaubt, wie dies bd den an sich betrachteten Ble^ 

menten ($. 46.) und bei den transcendenten Curven (§. 56.) der Fall war, die im zweiten Theile 

obiger Tabelle Yorkommende Grösse b ohne Aenderung der geometrischen Bedentang dordi 

irgend eine andere Grösse b' zu ersetzen, so dass allhier auch die geometrische Bedeutung 

der Bedingungen 

dl . « er dH 

|«OD, ij»ö, ^-00 und S«o, r«QO, gy=o 

eine andere ist als diejenige der Bedingungen 

S = OD, iy-b, ^«00 und fi = b, r = ao, ^ « o, 

während dagegen beide erstere Bedingungen allhier einander identisch sind. Es sei also in 

irgend einer algebraischen Cunre 

dx 

dY / S. - 

Xs« 0, Y==Q0,jy=aCX>,[3,|j, » XOX' j, „ j, , 

u«o, v=OD, ^ Bso,| M |U»:oo, y»o, ^aoo,l ^ J 9) 99 A'AA" imPuucteAberfihren, 

(.61. Es mögen femer C nnd C zwei durch den Zusammenhang bC+ cC es o ver- 
bnndene, im Uebrigen aber ganz unbestimmte Grössen bedeuten, welche daher entweder 
beide unendlich klein oder endlich oder unendlich gross sein können. Wenn alsdann eine 
beliebige algebriusche Cunre ein Elementtesitzt von der Art | » oo , 17 ss od, und zwar wenn 

erstens an irgend einer Stelle 

X dx b . . 

X=soo, y = QOj -=:t— = — ist, 

' y j|y C ' 

Y HY i* 

80 wird man ebendaselbst haben Xs=C, ¥==€', «•=•«==: — r-9 

. T dl b ' 

und es wird die geometrische Bedeutung diese sein , dass die Curve im betrachteten Elemente 
einen asymptotischen Zweig besitzt, welcher mit der Axe XOX' einen Winkel von der Grösse 



dy 
x=oD, y»so, ^-0 



HY 

'X SS OD, T =s 0, AY^^^^l ^ i ^^^ ^^ ^^^ ^^ Asymptote haben. 



arc. cotg. ( - ) macht. 

Wenn dagegen ist X=:co, T = aD, v ^^ dT* ^^ c* 

so hat man daselbst x=C, y = C?, -=t-=— •^, 

und es wird hierdurch angezeigt, dass die Tangente der Gurre durch den Punct geht und 

mit XOX' den Winkel arc. pg. f-j macht 

n • • u du b 

Es sei femer a = oo, ys:=qo, -s^r-«-« 

' ' V dv c' 

so wird sein ü = C, V =: C', ^ = ^ =:^ J, 
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b— c 
und 68 wird die Ciirve alsdann die Axe XOX im Poncte x == ^ — dnrchschneiden. 

Esaeiendlich U=ao, V = od» ^ = Jy =s |, 

so wird sein n = C, v=sC, ?i=^==-g, 

C4-b 
nnd es wird die Conre die mit TOT parallele Gerade x == -^ berabren. 

Die Unbestimmtheit der die Coordinaten S nnd T ausdrückenden Grössen C und C yaran- 
lasst uns, den so eben geometrisch gedeuteten Besitz eines Elementes von der Art g — o d , ip= od 
näher zu specialisiren und zwar erstens durch Hinzufägung der neuen Bedingung, dass die 
Coordinaten 8 und T dieses Elementes unendlich sein sollen ; zweitens durch diejenige dass 
sie sich zu o reduciren müssen. Im ersteren Falle coincidiren die vorher betrachteten vier 
geometrischen Bedeutungen je 2 und 2 mit einander. Es sei also 

«. -. X dx b 

x«QO, y«oo, X«oo, T = cx), -«j-«-, 

so wird in diesem Elemente zugleich sein 

u _ U • du du . 

und es wird die geometrische Bedeulpg diese sein , dass die Cunre eine durch den Pünct 

gehende Asymptote besitzt. 

Es sei dagegen irgendwo 

n du b 

U=00, V5IXQ0, ü=:0O, V = QO, -SSjjSSSp 

so wird in diesem Elemente auch sein 



X dy X dT 

y=3 0, T=o, -=^ = «), Y=ax = ^» 



OD 



und es wird die Curve alsdann die Axe XOX in fsnkrechter Richtung durchschneiden. 

$. 62. Im zweiten Falle specialisirt der vorher betrachtete Besitz eines Elementes $= oo, 
qsssoo sich zu demjenigen des Elementes iS=o, r=so. 

Es sei daher us=so, v=:o, ?==:i^=:-^. 

' ' V dv b' 

so wird sein ü = oo, V = ao, 5. = JJ =:: ^, 

und man hat alsdann y=:ao. T=o. - b ^«o. 

* » y dy 

und es wird nun die Curve die zu XOX' senkrechte Gerade x s ^^ nicht nur irgend- 



wo berühren, wie in $. 61., sondern in ihrer Spitze berühren, d. h. sie wird diese Gerade 
zu ihrer Asymptote haben. 

Es sei femer U-io, Y^o, H-^yB-g, 

u du b 
V "" dv 



so wird sein ussoo, v — oo, -=t-«-^> 



und man hat Taoo,.yes0, ^at^ato, 

und es wird alsdann die in S. 61. erhaltene geometrische Bedeutung der Dnrchschneidung 
der Axe XOX zu einer Berührung dieser Axe specialisirt. 
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Bi^sei ferner x— o, y « o, - gy — - ^ , 

Y ▼ ^ ^^l 

80 bat man a«oo, i&sod, Y"^ 3T c * 

n du 4 

und ebenso liat man u s oo, t «> oo, — ==» -^ = +i, 

ond es wird akdann nicht nur die Tangente der Curre» wie %. 61., sondern zn gleicher Zrit 

auch die Cnrre selbst durch den Punct gehen. 

X dX c 

Bs sei endlich X s= o, 1 sss o, y = JY *^ ~ b ' 

K* . u X dx b 

io ergibt sich x = oo, J — <x>r y~ay ~ c"' 

imd femer ergibt sich U = oo, V = oo, ^^^ = +1» 

imd es wird alsdann die in (. 61. betrachtete Asymptote sich von einer gewöhnlichen zu einer 
parabolischen specialisiren. 



"W. OeometelMdie Bedeutmiir gewisser Coo Wllmat eMi«Fiancttonen 

nnd analytiicher Bedlngunven« 

§. 63. Wir sind gemSss dem Vorhergegangenen im Stande, jeden analytisch-geometrischen 
Satz des allgemeinen Coordinaten-Systems S^, worin nur von Elementen, von Ketten ersten Gradeir 
und von den Coordinaten selSst die Rede ist, in unseren vic»r Coordinaten-Systemen zu inter* 
pretiren. Da jedoch in den meisten Sätzen ausserdem noch gewisse Coordinaten-Functionen vor- 
kommen, so müssen wir, sollen wir irgend einen gegebenen Satz der Algebra oder Differential- 
Biechnung vollständig geometrisch interpretiren können und so den voäständigen in $. 28. an* 
gegebenen Nutzen des Gebrauchs unserer vier Coordinalen-Systeme erlangen, uns vorher 
eine Uare Vorstellung der jedesmaligen geometrischen Bedeutung machen, welche in unsere 
vier Coordinaten-Systemen den einfachsten Coordinaten-Functionen zukommt. Wir woUen 
anfangen mit der geometrischen Interpretirung des Quotienten der beiden Coordinaten; diese 
Untersuchung schliesst wegen der Formeln des $. 7. zugleich die Beantwortung der Frage in 
sich , welche geometrische Bedeutung dem Differentiat-Quotienten der Coordinaten zukomme. 

Was nun erstens die Fälle betrifft, in welchen der Quotient % oder -^ irgend einen der 

vier speciellen Werthe o, oo , + 1, -* 1 besitzt , so ist ihre geometrische Bedeutung in den 

Systemen uv und UV mittelst der Formeln von $• 11. 

u dV 1+x ü dv 1-X 

7*"'"dü"l-x' V^^au'^l+X 

leicht aus der geometrischen Bedeutung derjenigen Fälle, in welchen die Coordinate x oder 

X einen speciellen Werth bekommt, herzuleiten. Denn man erkennt hieraus, dass di^ adit 

Bedingungen 

xsso, xs=OD, x=:+l, x=— 1, X==o, X = OD, X=4-l, X=— 1 

mit den acht Bedingungen 

-=+1, -=3-1, -=500, -=0, ^=+1, ^=3-1, ^=0, ^ = 00 

und daher auch mit den acht Bedingungen 
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W , du , dU dU dtt , da . da _ da ^ 

j^= -1, j^= +1, 3^ = 0, 3v=oo» a^=-^ 37*=+*^ d^*"*^' 37 = ^ 
respective identisch sind. Wir können ab«r die in den Systemen av and UV stattfindende 
geometrische Bedeatong der Bedingungen |-=:o, ^^ssoo^^so, ^=sao anch noch 
in anderer Weise aas dem Vorhergehenden ableiten, nämlich darch die Betrachtang, dass dne 
Gorve, welche ein Element von der Art^T^' oder ^^'besitsEt, in diesem Elemente zugleich der 

Bedingung <^ = o oder - s= oo respective genfigt. Diese Bemerkung erhiabt ins anch in 

den Systemen xy und XT die Bedingungen ^ dass der Quotient (t^^I^'^ )=> i^ oder od) 
sein soUy geometrisch zu deuten dem gemäss , was wir in $. 50. fiber die geometrische Be- 
deutung des Besitaes eines Elementes der speciellen Art ^:^ oder ^?' meldeten. Wir er- 



kennen also, dass, wenn man an irgend einer SteQe einer Gurre hat 

- = 0, . » =s 0, die Axe TOT durchschneidet, 

I i AY I 

1 = »» J |dX~**j l » » XOX' , , 

^S3 o, I 1^ ~ °' f 1°'^* ^^ ^^ ^^^ parallel ist, 

ys=<». \a Ii. wenn/Xc ^ *»I die Conre in I » » » ^^^ » » » 

« / mao kat \dV / diesem Blem«ite \ .. . ...... . . .... 

■= 0, / gj. =s 0, I 1 die Axe AAA* dnrchschaeidfll, 

liiV ■ ■ 

jjj ^= «> , I f » )» B'BB" ^ , 

dv I ff 

r- =: 0, I I eine durch B gehende Tangente besitit, 

\dv / V 

Indessen ist die ang^ebene Definition in gewiasen Fällen eine angenaue« Denn es wvd 
eine gewisse Gurre £($37) ^ FCST) = in den Elementen folgender vier Arten 

i7=to, «7 = 0, ^ = 0, 9==co, 
g =3 b, 5= OD» 5 SÄ 0, 5=5 00, 

' « dlS 

die Eigenschaft besitzen, dass der Quotient 7 = vnd daher auch der Quotient^ =0 ist^ 

]ß Jap 

während umgekehrt die Bedingung ^ = oder ^ = dann stattfinden wird, wenn dail 
betrachtete Element der Gorve zu der Kette ersten Grades gehört, welche man bekommt, wenn 
man von dem Elemente S=oo,J7=:oo,|=3aozu dem Elemente S = o, 17 = fortschrei- 

tet. Die gegebene Definition der Bedingung - == 0, d. h. der Bedingung 1^ = plussl 



? 


00, 


u 


0, 


u 


OD, 
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jedoch nur anf die Elemente von der Form x=:o, y=b uid ist daher, wenn man genauer ver«- 
fahren will, durch die folgende Definition zu ersetzen, dass die Ci^e entweder die Axe TOT 
ß^ Poncte berflhrt oder aher der Axe TOT in endlicher Bntfimiuiig ya» O begegnet oder 
endlich die Axe YOY oder irgend eine andere ihr parallele Gerade zur Asymptote hat. So 

ist auch die geometrische Bedeutung der Bedingung X =3. o, d. h. der Bedingung ^ = 

die, dass die Curve dem vom Puncto r = ± oo , 9 =: o<> sum Puncto gezogenen Strahle 

begegnet. Endlich ist bei den Bedingungen «*=: (0 oder ao ) d. h. bei den Bedingungen ;p =< a> 

oder 0) die gegebene Definition eine ungenaue, wenn die Tvigente der Curve mit der Gera- 
den XOX' coincidirt. Denn es muss alsdann zu der in der Definition angegebenen geome- 
trischen Eigenschaft respective noch die hinzukommen, dass die Tangente der Cnnre sich dem 
Fncle B oder A unendliehmal mehr als dem Puncte A oder B nShem muss« 

S. 64. So wie wir nun die geometrische Interpretation der Fälle, in welchen der Quo^» 

ttent |- oder ^ einen der beiden Werthe oder ao bekommt, gründeten auf die vorher 

untersuchte geometrische Bedeutung des Besitzes eines Elementes von der Form 17=30, S=sb 

etc., so können wir auch aus dem in §. 48. geometrisch gedeuteten Besitze dnes fflementee 

von der Form S=sb, 17a ±b die Bedeutung der Fälle ableiten, in welchen der Quotient 

5 dw ^ 

^ ^^^ df* ^^^ ^^^b ±1 bekommt Es ergibt sich also aus §. 48., dass irgend eine Curve 

in denjenigen Elementen, ifir welche ihre Gleichung respective folgende Werthe des Coordl- 
Qateii-Quotimites liefert 

y JV 

der Geraden LOL' (Fig. 1.) begegnet, 

» » KOa „ )» 9 

9 9 KOK* parallel läuft, 

^. » „ TOr begegnet, 
sich Qo von entfernt, 
mit XOX* parallel läuft, 

leine durch gehende Tangente besitzt. 

Nur sind auch hier diese Definitionen in einigen AusnahmefUlen genauer zu bestimmen. 

$. 65. -Wir sind also durch das Vorhergehende in Stand gesetztf wenn in irgend einem 

analytischen Satze die Bede davon fest , dass der Quotient %^ oder ^ irgend einen bestimm- 
ten Werth ß bekommen soll, diese analytische Bedingung in den Fällen, in welchen ß irgend 
einen der vier Werthe o, 00, +lf —1 hat, geometrisch zu interpretiren. Damit wir nun 
aber auch im Stande sind, die nämliche Interpretation zu bewerkstelligen, wenn die Grösse 
ß irgend einen anderen Werth besitzt als gerade einen der genannten vier, wollen wir die 




\ dv 
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den Qnotieiiteii ^ und ^ selbst zukommende geometrische Bedentong sachen. 

Zidien wir also an irgend eine Gorve CCCT im Poncle C die Tuigente CFG, so ist 

(Kg. 2): 

X dY OD ^ ^^^ 

y = -"dX== 0B==^*»<^^ 

T= " di == 05 = *»'*'®^' 
u _ dV _ 1+x _ AD _ HC 
V "" "" lü ~ 1-x ~ BD ~ TC » 
ü _ dv _ l^X _ B6 _ BI _ 16 
r — ^ in "" 1+X ~ AG "" AH ~ HET* 
Wir ersehen hieraus, dass die beiden ersteren unserer vier Functionen nach Willlcfihr 
entweder ab Quotienten der Lfingen zweier Linien oder aber bezAglich als Tangente und 
Cotangente zweier Winkel betrachtet werden können. Die beiden letzteren Function^i dage- 
gen ermangeln des Yortheils einer solchen zweifachen geometrischen Vorstellung. Man könnte 
zwar vom Puncto A aus auf der Geraden AAA" eine Länge Aa=iBD und auf der Geraden XOl^ 
eine Lfinge A/^=BI (beide Längen sind in der Hgur nicht angegeben) auftragen, und es wäre als- 

«1 IT 

dann — = cotg. oDA, «r = cotg. H/}A. Es wQrde aber, wenn man bei der Discussion einer 

gewissen Curve fCuv) = o oder f(UV) = o die Functionen ^ und «r als solche Cotangenten 
sich vorstellte, diese Vors teilungsweise eine unnatfirliche, d. h. eine nicht in Beziehung zn den Ei- 

n ff 

genschaflen der Curve stehende sein. Es wird dennoch bei den Functionen — und ~ dieser 

Hangel einer geeigneten Yorstellungsweise mittelst der Tangente eines Winkds dadurch geho- 
ben, dass die Linien-Längen, deren Quotienten die Function darstellen soll, in vieleriei Weise 
so gewählt werden können, dass die resultirende geometrische Bedeutung eine interessante, 
d. h. eine Bezug habende auf eine gewisse allgemeine Eigenschaft der Curve ist. 

Ziehen wir nämlich (Fig. 9.) vom Durchschnittspuncte G der jedesmaligen Tangente 
und der Geraden XOX' in irgend einer willköhrlichen Richtung eine Gerade Gib , so leitet 
man einem bekannten Satze der Elementar-Geometrie zufolge aus der vorhin gewonnenen 

n IT 

geometrischen Bedeutung der Functionen - und »- folgende andere Bedeutung ab : 

u__dV_hc U_ dv_iG_Bi 

V— dU—ic» V du— jffi— Xh* 

Errichten wir femer auf der Geraden XOX in den Puncten 6 und D die Perpendikel nGq 
und cCDk, und ziehen wir durch den Punct A oder B in irgend einer wilMbrlichen Ridi- 
tung eine Gerade Apkq oder mBln, so bekommen wir folgende Bedeutung unserer Functionen: 

u__^dV Ak ml U_ c[v_pq Bn 

v~ dü^lS"!!' V""'"du— Xq'^Sn* 

Ziehen wir femer von ^n Coordinaten-Puncten A und B in irgend einer Richtung zwei Pa- 
rallelen Ad und Be, so erhalten wir : 

? — "" du ~ Ad " 
Specialisiren wir endlich die Richtung dieser Parallelen , so erhalten wir mehrere speciette 
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Yonrtelloiifsweisen der Function y« Ziehen wir nftmlich die Geraden Aa nnd Bb den Ckn- 

den BC mid AC respectf ye paraDel (Fig. 9.) , nnd ttDen wir yon den Ponoten A nnd B 
anf die Tangente GF6 nnd die Normale C6' respedive die Perpendikel AJ, Bt nnd Ad, 

ü 

Be (Flg. 2O9 80 erlangt die Function ^ folgende geomebriaclien Bedentangen: 

' ü_ dv_BC_Bb^_B£_Ce 

V~""du~Xa~AC"" Ai~ Cd" 

n ü 

Wir können endlich bei der Torstellnng der Functionen - nnd y statt zweier Linien-Un- 

gen «18 nnr einer einsigen bedienen; denn man hat : 

u l+x ü 1-X „ , , . , u 1+OD ü 06-1 

$. 66. Ans der gefundenen Bedeutung nun der beiden Quotienten ^ nnd -^ liast sich 
leicht diejenige der beiden durch Multiplication aus ihnen hervorgehenden Functionen ^ 

nnd ^^ ableiten. Es sind jedoch von den 4x2=8 Bedeutungen, welche die geometrische 

Interpretation obiger beiden Functionen in unseren vier Coordinaten-Systemen uns darbieteti 
nur Tier zu untersuchen, weil diese acht Bedeutungen nach $. 7. je zwei nnd swei identisch 
aind nnd sich anf diejenigen der vier folgenden Functionen reduciren : 

xdy _ X£L 5^_M ndY_U*Y «<ltt_y«!y 
ydx ~ YdX ' ydy ~ XdX' vdu ~ YdU' vav "" Udü ' 
Wir können nun vorerst die drei ersteren dieser vier Functionen, mittelst der jedesmaligen 
Sangente CFG nnd der jedesmaligen Normale CG' der Curve CCC (Fig. 2.) als den Quo- 
tienten der Tangenten zweier Winkel darstellen. Denn es ist nach $. 65. 

xdy _ XdY _ dy y _ tg>CGO 
ydi ~ YdX — dx • X — tg.CÖG ' 
xdx _ YdT _ dx y _ tg.CG'O _ tg.CG O 
ycly ~ XdX 7" dy • X ~ tg.COG' ~ tg.CÖF ' 
udv_üdV_AD m_AD BI _ tg. BDI 
vdu~Vdü~BD^ AH — aH*^ BD~ tgTÄDH' 
wihrend man ffir die vierte Function erhält : 

udu _ YdV _ AD AH _ ADxAH _ Inhaft AADH 

vdv — Odü~Bir^ W~ BD^rßl ~ Inhalt ABDI * 

Wir können aber unsere Functionen auch in der nämlichen Weise darstellen wie die Coor- 

dinaten selbst ihrer Definition nach ($. 2—5.) betrachtet wurden, d. h. als Quotienten der 

Längen zweier Linien. Wir bekommen so für die beiden ersteren Functionen (Fig. 10.) 

xdy _ XdY _ FC xdx YdY FC 

ydx — Tax — 5C» yay = XdX = GC ' 
während die dritte Function, wenn wir uns (Fig. 11.) die Puncto B undS merken, in welchen 
die Coordinaten-Axen A'AA" und B'BB" von den den jedesmaligen Pnnct C mit den Coordi- 
naten-Pnncten B und A vereinigenden Geraden CBR und CSA respective getroffen werden, 
zur geometrischen Bedeutung erhält: 

udv _ üdV _ BH _ BI 
vdu ~ Vdü •" Afl "" 51 • 
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Wir Utaniw «ndlicli die beiden letsteren muerer Tier Ftaictionen aaeh bMradit«i ab die 

« 

c^fenseitige Lage Ton vier in einer Geraden Uegenden'Pimcten aiudrflckend, so dass sie 
sidi In folgender W^e schrriben lassen : 

ndr _ üdY __ AD A6 odn VdY_AD AG 
▼dB "" TdO ~ BD • BC ' vdv ™ ÜdÜ ~ BD '^ BG ' 

in welchem Falle die Fonctioii ^ das von Möbias (Der Barycentrische Calcnl. 1837. 

pag. 245.) sogenannte Doppelschnittaverb&ltniss bedeutet, nach welchem die constante 
Linie AB von den dem jedesmaligen Poncte C der Cnrve CCC" zagehörigen, jedesmaligen 
Poncten D nnd 6 getheilt wird. 

S. 67. Wir sind also jetzt im Stande, wenn in irgend einem analytischen Satie die 

^iv EdS 

Rede davon ist, dass die Function ^-^ oder ^ in irgend einem Elemente einer Corvo 

f(^) = einen gewissen Werth ß bekommen soll , diese analytische Fordenmg in unseren 
vier Coordinaten-Systemen geometrisch zu interpretiren. Damit jedoch diese Interpretation 
in den am Oeftesten vorkommenden Folien , d. h. in den Fällen, wo ß irgend einen der vier 
Werthe o, oo, +1, —1 besitzen soll, so leicht von Statten geht^ wie es die Natur dieser 
Fälle erlaubt, wollen wir diese vier Fälle noch etwas näher in*s Auge fassen. 

Wa^ nnn erstens die Fälle betrifft, wo die Functionen einen der beiden ersteren Wer- 
iie erhalten sollen, so folgt ihre geometrische Bedeutung unmittelbar aus dem, was in §. 63. 

Übet das gleich o Sein und das gleich od Sein der Functionen - nnd ^ ausgesagt wurde» 

Denn es wird im Allgemeinen die Function ^ = (o oder co) sein, sobald die nuclioneii 

^ und ^ entweder beide zugleich, oder eine von beiden den Werth o oder od besitzt UaigeknhrC 

wird im Allgemeinen die Function ^-A = (o oder oo) sein, wenn beide Functionen ^ und -3^, oder 

wenigstens eine von beiden den Werth odei: od besitzt Es sind daher jetzt nur die vier Fälle, 

in welchen die eine oder die andere der beiden Functionen -^ und ^ den Worth + 1 oder 

^d$ lyd^ 

den — 1 hat, in unseren vier Systemen geometrisch zu interpretiren. Es reduciren sich je- 
doch diese 4 x4c=16 Untersuchungen auf acht, da von den vier, derFfimcUon^ in unseren 

vier Systemen zukommenden Werthen nach $. 7. je zwei und zwei identisch, von den vier, 

£d£ 
der Function ^~ zukommenden Werthen je zwei und zwei reciprok sind , so dass bei bei- 
den Arten von Functionen das gleich ± 1 Sein einer solchen Function im Systeme xy, XY, uv, 
UV das gleich ± 1 Sein der nämlichen Function im Systeme XT, xy, UV, uv respective zur 
Folge hat Und sogar von diesen acht Abrigen Fällen reduciren sich noch zwei auf diqemk 

gen, welche in $. 63. und $. 64. von uns untersucht wurden, da wir der Function ^ einen 

speciellen Werth zuerkannten. Nach $.11. haben nämlich die Bedingungen 

xdy _ XdY _ . udv _ UdV _ 
yc[?== TdX"^ +^' vdu==VdU— +^ 
respective die Bedingungen 



V. 6eometr.Bid«iluii4ljewiMcrCoordinA^>Füaoti<mciiu.ui47t>Bfe^^ 

mr Folg«, deMB tespecthre dnrch die eine oder die andere der BedisfaifMi 

du ▼ ^. dX y 

Genflge geleistet wird« 

S. 68. Betrachten wir aiso erstens die vier ersteren obigw acht FiUe, d. h. die FSDe, 
in welchen die Gleichnng einer gfewissen Corve f(xf) s F(XT) ^ o in irgend einem Ble- 
mente die Eigaischaft hat, dass respectire ist 

iay — +^* äy'*' *' xd«— +^» »Ec— ' 
oder mit andren Worten, dass respeotive ist 

YdX __ ^, YdX _ , TdY , YdY . 

X3y — +1, xjy 1, xdX """*■*» Xß™"** 

V T 

Mm der in $• 66« gegebenen geometruchen Interpretation der Fonotionen L md & folgl mn 

■uttelbar^ dass man alsdann respective hat (Fig. 2.) 

^^ ==•*-*» 1^=^-^* (tgXOX)x(tgXGX>«+l(lg.COX)><(tg.CGX)=-lt 

d. h. dass alsdann 

tg. C0X=tg.C6X, tg.COX=a ^tg.CGX, tg.COXBCOtg.CGX» tg. COXss-cotg.CGX, 
mit andern Worten, dass 
' C06+ CGOss CO^ oder 180<D, G06-C60b=(Oo oder 180<0» C06— C6O=s(90o oder 270»), 

CO6+CGO=c90o oder 270^ 
ist, so dass der Winkel OCG respective die Werthe liat 

0% 180«^2xCO6, 90o-2xCO6, 90» 
und daher das Dreieck OCG respective 

verschwunden, gleichschenkelig, ••••••, rechtwinkelig 

ist. Letzterem gemäss hat also mit RAcksicht anf $.17. nnd $. 66. die Corvo im Foncte 
in diesen vier Fällen respective die Eigenschaft erhalten, dass 
1) ihre Tangente GF6 dem Radins-Yector OC parallel ist , 

St) der von der Tangente nnd von OC eingesclilossene Winkel OCG von einer den Fond 

C in der Richtung der Axe XOX' oder YOT durchstreichenden Geraden halbirt wird, 

3) der Winkel OCG von der Geraden halbirt wird, welche den Pnnct C in der Ridktmg 

der Geraden KOtf oder LOL' CFig« 10 duroMreicht, . 
4} die Tangente anf den Radius-Vector OC senkrecht steift, 
mit anderen Worten, die Curve hat die Eigenschaft, dass (Fig. 10.) 

1) ihre Tangente entweder den Coordinaten-Pünct durchstreicht oder eine Asymptote ist, 

2) der Pnnct C das Centrum des durch di6 Puncto F, und G gelegten Kreises ist, 

3) der Punct C das Centrum des durch F", 0, G^ gelegten foeises ist, 

4) die Normale entweder den Coordinaten-Punct durchstreicht oder der Curve in un- 
endlicher Entfernung von begegnet. 

f. 69« Nehmen wir jdtit die nämliche Untersvchung aueh bei den Systemen tiv nnd 
U¥ vor, mnnem wir uns aber vorher des algebraischen Satzes von $. IS«, nnd wenden wir 
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diesen Sals an auf die Fonctionen -^ = sj,i^| nnd -^ = »^ , deren geometna€he Beden» 

tang wir hier unlerrachen. SteOen wir also kwei der vier Grössen des Satses von (. 18« 
Tor dnrch 

c = — , d= — CPig- 2.), 
wobei ?rir die Längen-Binheil denUichkeitshalber nicht gleich OA nehmen, sondern nadi $• 13. 

als einen nnbestbnmten C - jten Theil von OA enthaltend betrachten, so bekommen die bei- 

«den anderen Grössen dieses Satzes respective die Werthe 

_ l+c _ _«_ h _ 1+d / ^ « 

* ~ fuc ~ j~öD/ ^f^*~rir^' 

a a 

d. h. mit Beachtung des $• 65. die Werthe 

a dV , du V 

•=T = ~aüv ^—s^ — ^v' 

Es habe nnn eine gewisse Cunre f(nT) » FCUV) =: o in irgend einem Elemente die Eigen«^ 
Schaft, dass die eine oder die andere der folgenden vier Gleichangen stattfindet 

ndv ^^ . udv ndu ndn 

vdu'^"'"^' vdu~""'' vdv— "*"^' vdv ^' 

mit anderen Worten, dass respective ist 

üdV _ üdV _ i üdü _ üdü _ . 

Vau ~ ■*" ' ?du~""' ?d7~"*"' va? — ""^^ 

80 ergibt sich ans unserem algebraischen Satze unmittelbar, dass die Gurre in diesen file« 
menten respective die Eigenschaft besitzen wird , dass man hat 

OD = 06, ODxOG == (OA)S OD+06 = o, ODxOG+(OAp = o, 
welche vier Gleichungen wir alsdann in ähnlicher Weise, wie die vier analogen üi $. 19. er- 
lialtenen weiter geometrisch interpretiren können. Wir können aber auch die gegebenen vier 
analytischen Bedingungen mittelst der Formeln des $. 11. umformen und so die der Cnrve 
bei dem Stattfinden dieser vier Bedingungen respective zukommenden vier Eigenschaften mit- 
telst des Systems xy in solcher Weise ausgedrückt erhalten, dass respective ist 

entweder -j- ^ o, j^ = , -x, -~r- = +af j^= ^ » 
dy ' dx X*— o»' ydx *' dx x^+o« 

oder y == 0, 

von welchen vier Eigenschaften wir endlich die zweite auch in folgender anderer Weise 



ai==*(x+» ■*" xii)' ™d«^»^*Jr-C6X=JCtg.CAB-tg.CBA) 

schreiben können. 

$. 70. Wir wollen jetzt übergehen zu der Untersuchung der geometrischen Bedeutung 
derjenigen 2x2=4 Coordinaten-Functionen , welche in jedem unserer vier Systeme durch 
die Multiplication oder Division des in $. 65. betrachteten Differential-Quotienten der Coordina- 
tea mit einer von den beiden Coordinaten selbst entstehen. 

Was nun vorerst das System xy anbelangt, so gibt uns die Betrachtung der Puncto , in 
welchen die jedesmalige Tangente und Normale einer gewissen Curve f(xy)=:o oder C'CC" 
(Fig. 10.} die Axen YOr und XOX' durchschneiden, unmittelbar folgende Bedeutung un- 
serer vier Functionen : 
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dv 
welche Fonneln jedoch so zu verstehen sind, dass z. B. die Function x-j^ nicht die Linge 

der Linie FE seihst, sondern die Anzahl der in dieser Länge enthaltenen Ungen-Einheiten 

FB 
bedeuten nnd daher eigentlich als -r^ betrachtet werden soll. Denn weil nach g. 65. der 

Quotient -J-, und nach $. 2. jede der Coordinaten x und y den Quotienten der Lan- 
gen zweier Linien bedeutet, so mflssen auch die aus den Coordinaten durch Multiplic«-' 
tion mit ( ^ j hervorgehenden vier jetzigen Functionen die Quotienten zweier Linien- 
Längen bedeuten« . 

Errichten wir weiter (Fig. 10.) in den Puncten 6 und F, in welchen die jedesmalige 
Elementar-Tangente irgend einer Curve f(XT3 = o oder CXC" die Axen XOX' und TOT 
trifft, auf diese Axen zwei Perpendikel gGg' und fFf , so geben die vier Durclischnittspuncte 
g) g'9 ^9 f ' dieser beiden Perpendikel mit dem jedesmaligen Radius-Yector OC^ und dem 
auf dem Radius-Yector errichteten jedesmaligen Perpendikel f 'Og' uns die geometrische Be- 
deutung, welche unseren vier Functionen im System XY zukommt Es ist nämlich 

YdY_ 1 Y^^—. ^ Y^_ * Y<JY _ 1 

*ax— 6g' 'ar^^FT' ^ar — eg'' ^dK — w 

wobei jedoch zu beachten ist, dass auch hier jede unserer vier Functionen den Quotienten 
der Längen zweier Linien bedeutet, so dass z. B. X-|^ als ^ — , oder als die reciproke An- 
zahl der in der Linie 6g enthaltenen Längen-Einheiten zu betrachten ist. 

Suchen wir weiter in der Axe XOX' den Punct 6 (Fig. 11.), wo diese Axe der jedes- 
maligen Tangente HIC6 einer gewissen Curve f(uv) = oder C'CC' begegnet ; vereinigen 
wir diesen Punct 6 mit den Puncten R und S, wo die den jedesmaligen Punct C der Curve 
6'CC mit den Coordinaten-Puncten vereinigenden 6eraden BC und AC die 6eraden A'AA"^ 
und B'BB" respective treffen, so geben die beiden Pnncte L und K, worin diese Y^reini- 
gungs«6eraden 6LR und 6SK den Coordinaten-Axen B'BF und A'AA" respective begegnen, 
uns die geometrische Bedeutung folgender beider Functionen: 

dv 1 du 1 






du ~ JAK' 'dv ~ JBL' 
Die den beiden anderen Functionen im System uv zukommende Bedeutung finden mr, wenn 
wir auf die Axen A'AA" und B'BB" respective die Längen Aa=BS und BpssAR auftragen; 
es durchschneiden alsdann die durch Vereinigung dieser Puncto a und q mit dem Pnncte Q 
hervorgehenden 6eraden 6sa und 6^r die Coordinaten-Axen B'BF' mit A'AA" in zwei Pun- 
cten s und r, welche uns folgende Bedeutung unserer beiden Functionen darbieten : 

du J_ dv _ 1 

^dv "^ iBs' ^du ~ |Xr* 
Was endlich das System UY betrifft, so findet man unmittelbar die Bedeutung der beiden 
Functionen : 

"S = 5»H, V^ = iSI. 

Um auch die beiden anderen Functionen geometrisch zu deuten , nehmen wir auf den Axen 
A'AA** und B'BB" respective die Längen AiaaBI und Bh=sAH, vereinige die Puncte i und h 

8 
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mH dem Fosspimcte D der jedesmaligen Ordinate CD; wir bekommen so dmrch Betraehtang 
der Poncte / und ff, in welchen diese Yereinigangs-Geraden i/D and ff bD die Axen 6*87' 
md A'AA" respectire dorchschneiden, folgende Bedeutnng unserer Fanctionen: 

V^^lBI. V^ = }AII. 

$. 71. Wir wollen jetzt übergeben zu der Untersucbung der geometrischen Bedeutongy 
welche in unseren vier Systemen der allgemeinen Function ersten Grades 

zukommt, und zwar wollen wir vorerst diejenige der einfacheren Function /^g+yi; betrachten. 

Ziehen wir also (Fig. 12.) eine durch die Gleichung /Sx+>7 = o darstellbare und dabei 

durch den Coordinaten-Punct gehende beliebige Gerade aOa'» und fallen wir von dem will- 

kflhrlichen Puncto C oder x=^, y=7o ^^^ <li^® Gerade das Perpendikel Ca. Es ist alsdann 

bekanntlich die Länge dieses Perpendikels = ^ ^° , so dass die Function /Sx + fy der 

Coerdinaten des Punctes x=Xo, y=yo zur geometrischen Bedeutung, die mit dem Factor 
i^ßt^yi mulliplicirte länge des von diesem Puncto auf die Gerade /?x+yy=:o gefäUten 
Perpendikels hat. 

Nehmen wir weiter den durch die Gleichung /?X+yY=3 angedeuteten und daher von 
unendlich entfernten Punct dd', und vereinigen wir diesen Punct mit dem Coordinaten- 
Poncte 0. Wenji wir alsdann in der Vereinigungs-Geraden denjenigen Pund e suchen, wel- 
cher sich zugleich auf der beliebigen Geraden FG, oder X=5Xof=t, Y=To=^ befindet, so ist 
dieser Punct e der Durchschnittspunct der beiden, im System xy durch die Gleichungen 

TX + «y = l, 1 = ^ 

angedeuteten Geraden FG und dOd*, und hat daher zu seinen Coordinaten-Werthen 

ß y 

ao dass die Länge Oe =s i^^i^ ist Wir erkennen hieraus, dass der Werth, /JXo+rYof 

Tp+ify 

welcher der Function /9X+yY im Elem ente X=Xo, Y=To zukommt, zur geometrischen Be- 
deutung die mit dem Factor ^/J« + y« multiplicirte reciproke Anzahl der Längen-Einheit« 
hat, welche auf der den Coordinaten-Punct mit dem Puncto /JX+yY = o vereinigwide« 
Geraden zwischen dem Poncte einerseits und der Elementar-Geraden X?=3Xo9 Y=:Yo an- 
dererseits enthalten sind. 

Nehmen wir femer eine beliebige durch eine Gleichung von der Form /?u+yvt=o dar- 
•teilbare und daher zui^ Axe XOX' senkrechte Gerade bb'. Vereinigen wir den beliebiges 
ihnct O oder u=-no, v=jVo mit dem Fusspuncte b dieses Perpendikels, und fallen wir von 
e auf XOX' das Perpendikel CD, so ist 

x+^y 

00 dasB <die Fnnction j8ti+yv im Puncle usUq, vfeiVo zur geometrischen Bedeutung den mit 
dem Factor ß-y multiplicirten Werth der Cotangente des Winkels CbD hat, welcher wfi- 
•chen der Axe XOX' einerseits und zwischen der Vereinigungs-Geraden des Punctes u=mo, 
vä=Vo mit dem Fusspuncte der Geraden /^+yv=:o andererseits enthalten ist. 

Nehmen wir endlieh den irgendwo in der Coordinaten-^Axe XOX' befindlichen und da- 
her durch eJM Gleichmif von der Form /?Ü-f yV == o ausMdrfiekenden Pmict k, und enricbten 
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wir in die0eiii F&ncte mt Axe XOX' ein die Ekmentar-Genide P6 oder UssUo , VsssTq in I 

idmeidmides Perpendikel. Wir erhalten aUdann nacli $. 11., wenn wir denHieldulUlNAet 

1 
die Längen-Einheit allhier nicht = OA, sondern, wie in $. 13., = - x OA setzen^ 

woraus sich ergibt, dass die Function ßV+yV Im Elemente U==Uo,V=yo den mit dem Factor 

kl 
ß -hy mnltiplicirten Werth desjenigen Quotienten jr^ bedeutet , welcher die gegenseitige 

Entfernung der Coordinaten- Puncto A und B zum Nenner und das zwischen dem Puncto 
ßO-^yV xsso einerseits und zwischen der Elementar-Geraden Ua=Uo, YssTq andererseits enl» 
baltene Segment eines zn XOX' errichteten Perpendikels zum Zähler hat. 

Wir sehen also, dass die Function /n^ 4-/17 in allen unseren Tier Coordinaten-Systemea, 
wenn sie durch einen gewissen Factor dividirt wird, die nämliche geometrisoke Bedentang 
criiält, welche, wenn die Kette /9SHr/ys=:o dordi die Kette S=o oder 17SSO erseixt wttrde^ 
während dabei das Element ^==0, ff=o und die Kette Cl+d/ss od ihren Ort unverändert behid-p 
ten , der Coordinate i oder ^ respectire zukommen wfirde , so dass , wenn wir jenen Factor 
ausser Rechnung lassen, die Coordinaten-Function ßl^+yj] in den Systemen xy und XY zur 
Coordinate $ oder 37 selbst wird, sobald die Coordinaten-Axen XOX' und JTOT in solcher 
Weise um rotiren, dass die Gerade ßx^yf=o und der Ponct /}X+)^T=30 von einer Coor- 
dinaten-Aze und von der Spitze einer Coordinaten-Axe respective bedeckt werden, während 
in den Systemen uv und UV die Function ßt+yri mit den Coordinaten in geometrischer Be- 
deutung coincidirt, sobald die Coordinaten-^Puncte A und B in solcher Weise auf der imver«» 
ändert bleibenden Coordinaten-Axe XOX' sich fortbewegen, dass der Punct ß\i+y\^=:o oder 
der Fnsspunct des Perpendikels /fu+;^=o die Rolle eines von diesen Coordinaten «-Pancten 
Ibemimmt. 

S. 72. Man könnte geneigt sein, hieraus zu schliess^i, es habe ebenso die allgemeine 
Function ersten Grades i^+ri7+» eine geometrische Bedeutung ähnlicher. Natur, wie diei**' 
jenige der Coordinaten selber. Und wirklich findet in den Systemen xy und U¥ soldk 
eine Aehnlidikeit stett, keineswegs dagegen in den Systemen XT und uv. 

Gleichwie nämlich die Coordinate y die Anzahl der Längen-Einheiten bedeutet, welche 
in dem von dem jedesmaligen Puncte C auf die Gerade yä=o gefällten Perpend ikel CD enthalten 
ailid, so auch bedeutet die Function /Ks+>7+c die mit^dem Factor ^ß^+y^ multiplicirte An- 
zahl der Längen-Einheiten, welche das von dem jedesmaligen Puncto C auf die Gerade an'" 
oder/tx+>7+< geSIllte Perpendikel enthält. Fögen wir weitor der Function 

2ci€ 
die Constante c hinzu, so müssen wir dem Segmente kl dto Länge g — hinzufBgen, d. k»^ 

wir I messen das durch unsere Function ausgedrückte Segment zwar noch immer durch dto 

Gerade U=:Uo, ¥=¥0 oder FG begrenzen, dagegen die andere Grenze^ 

y— /? 
k oder /?U+yV= oder x = ai — ^^ ysso 



jetzt durch den neuen Grenzpunct 



m oder /?ü+yV+« =: oder x=a^-j-^, y= ---^ 
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eraelEeii, so da» die Fonctioii /nJ+rV+« mtt der Coordinate U oder Y in geometriscker 
Bedeetong eoiacidirt, sobald die der Axe XOX' parallele Gerade m'inm" die Rolle dieser Aze 
XOX' und sogleich der Ponct m die Rolle des Coordinaten-Poncles B oder A flbeminiiiit. 
Brrichteii wir dagegen von dem jedesmaligen Poncte C oder a=^, ▼^=^0 auf die beliebige 
Gerade bb" oder /}a+r^+ff= o und auf XOX' die Perpendikel Cb" nnd CD, so findet maa 
als die geometrische Bedentung der Function /SS+^+s im System nv: 

o^ ro .Cb" ,^ ^ Sin. ebb" 

Und so ist auch die Function ßTL+yX+s gleich dem mit einem Factor multiplicirten Qno- 

fe 
tienten ^ der Längen der beiden Segmente, welche auf der Geraden dOd' zwischen der 

jedesmaligen Elementar-Geraden FG oder X=sXo , T=To einerseits und den Poncten f od« 
/SX+^Y+sso und andererseits enthalten sind, so dass es uns, wenn wir nicht Constm- 
dionen herbeifBhren wollen, welche der Function /!fg+/^+s fremd sind, unmöglich ist, in 
den Systemen XY und uv dieser Function eine ähnliche Bedeutung wie den Coordinalea 
selbst zuzuerkennen, d. h. sie im ersteren Systeme als die reciproke Anzahl der in einer 
gewissen Länge enthaltenen Längen-Einheiten, im zweiten Systeme als die Cotangente einet 
gewissen Winkels darzustellen. 

$. 73. Wir wollen jetzt übergehen zu den Coordinaten-Functionen von der Form ■ ^ • 

Weil fitar jeden Winkel o> stets ist 

(tg.«>)^+l=(sec.«»^ = (^J, 

so bedeutet diese Function (wenigstens in allen solchen Coordinaten-Systemen , wie die un» 
srigen vier, wo jede Coordinate die Tangente oder Cotangente «eines Winkels darstdlt) das 
Quadrat des Quotienten der Secanten oder Cosecanten und daher auch dasjenige der Com 
sinuse oder Sinuse zweier Winkel und daher endlich auch dasjenige der Längen der diesem 
Winkeln gegenflberstehenden Seiten. In den Systemen nv und UV findet man daher unmit- 
telbar für jeden beliebigen Funct C oder jede bdiebige Elementar-Tangente CFG ein« Curve 
«[UV) = oder f(ÜY) = o (Fig. 2.) : 

u»+ 1 / sin. CBA \^_ / AC y ü^4-l _ / cos.HBA \»_/ AI \« 

v«+l— \sin.CAB/~\BÜ/ ' V^+l ~ \cos.lAB / ~\W) ' 

Um femer auch im System zy die Bedeutung der analogen Function zu erlangen , merken 
wir uns die vier in den Coordinaten-Axen XOX' und TOT durch Uebertragung der Längen- 
Einheit OA?=OB=OBI=ON erhaltenen Puncto A, B, M, If (Flg. l.}* Nehmen wir alsdann aus^ 
diesen vier Poncten einen in XOX' und einen in TOY' befindlichen, z. B. die Puncto B und 
M, und vereinigen wir diese beiden Puncto respective mit den Puncten E und D (Fig. 2.), wo 
die Coordinaten z und y des jedesmaligen Punctes C die Coordinaten-Axen schneiden, so 
bekommen wir als die unserer Function im betrachteten Puncto C zukommende Bedeutung: 



x«+l / sin. BBO \^ /DM \« 



Vereinigen wir ebenso die nämlichen Puncto B und M mit den Puncten F und G (Fig. 2.)f 
in welchen die jedesmalige Elementar-Gerade FG die Coordinaten-Axen TOT und XOX* re. 
spective triflt, und fällen wir von dem Coordinaten-Puncte auf diese Yereinigungs-Geradeii 
BF und MG zwei Perpendikel Ob und Om, so erhalten wir als die unserer Function im Sy« 
Sterne XT ffir das jedesmalige Elemoit FG zukommende Bedeutung : 
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X«+ 1 _ / sia. FBO \g / Ob \» 

ya+i— \ßin,6M0/~\Öm/- 
S« 74* Tenmohen wir endlich noch einige andere Coordinaten-nini)tionei^ geometrisch 
zu denlen. Beachten wir also , dass die Yereinignngs - Gerade Dfi (Fig. 10.) der Fnss- 
pmcte der Coordinaten CD und CB irgend eines Elementar -Punctes C od» xssiß, j^ssy 

dJEUt Element X=-, T = - und daher die Kette /^)x 4-/-jy=l darstellt, und dass unn 

gekehrt, wenn ein Punct c die nämliche Abscisse und Ordinate respective hat, wie die Puncto 
6 und F, in welchen die Elementar-Gerade FCG oder Jü=ßj Y=r die Coordinaten-Axen 



trifft, dieser Punct c alsdann den Elementar-Funct x = -7, y=: - und daher die Kette 

ß 7 

l3)X + l-JY=:l darstellt. Es ergibt sich hieraus , dass, wenn wir von dem Puncto auf 

die Geraden DE und FG zwei Perpendikel Ot und OT fillen, fOr jeden beliebigen Ponct C 
einer beliebigen Curve CCC* stets ist 

Vi^^= OC = DE, Vix/"*" (~r~ ÖT' 3iy=lnhalt desRechtecks ODCE, 

während man f&r jede beliebige Gerade FCG stets hat : 

VX»+T^=gy, \fx/ +(t ) = Oc=FG, ^ =. Inhalt des Rechtecks OGcF. 

Vereinigen wir jetzt die Coordinaten-Puncte B und A (Fig. 9.) mit einem beliebigen Puncto 
C einer beliebigen Curve CCC" oder fCuv) = FCUV) =: o und mit den Puncten H und I, 
iil welchen eine beliebige Tangente dieser Cur?e die Coordinaten-Axen A'AA" und B'BB" re- 
spective durchschneidet, so ist 

<CACB=:180o-(<;CAB+<CBA), <5:APB = <rAIB+<CBHA, 

woraus man mittelst der bekannten trigonometrischen Formel 

r* r v^T±4 r *8f- a+tg.b T+i 

[tg. (.+b)r = Ltitg.,;tg.b J- 

die geometrische Bedeutung folgender beider Functionen erhält : 

*-— = cotg.ACB, ,^t^ =: tg. APß. 

u+v ^ UV— 1 ^ 

Wir haben endlich fOr jeden beliebigen Punct C und fBr jede beliebige Gerade CIHG oder 

F7C6 (Flg. 2. und 10.), acht andere Coordinaten-Functionen von fönender Bedeutung : 



^(u-v)a+4 == 2xco8ec.COD, VC^-V)«-*-! = |HI, 

V(u.-vy-h4 ^^ V(ü-V)^+1 _ 1 
iTPr "^' Ü+V — ÖT- 

Hierbei ist jedoch zu bemerken , dass diese Formebi in ähnlicher Weise , wie diejenigen des 
f. 70«, zu interpretirea sind, d. h« in solcher Weise , dass wir unter diesen acht Coordina- 
ten-Fmctionen keineswegs die daneben ausgedrückten Linien-Längen selbst verstehen sollen^ 
sondern bloss die Anzahl der in diesen Längen respective enthaltenen Längen-Einheiten, so 

dass, w^nn die Längen-Einheit nicht mehr sOA, sondern nach $. 13. aügemdn :^-xOA 
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gedacht wird , obige Fonnebi nicht mehr gdten fnd durch folgende respective eneM 
den müssen: 

mm AI V<g+i AC V(u-v)^+4 oc ^(U-v)«+i « . 

Den biriier geometrisdi gedeuteten Coordinaten- Functionen dnes dnsigen Elementes 
wollen wir endlich noch einige wenige Coordinaten-Functionen einer Gruppe yon zwei Ele- 
menten hinzufügen^ wobei wir uns jedoch einfachheitshalber auf die Systeme xy undXY be- 
sohrinken werden. 



Man denke sich also (Fig. 3.) zwei beliebige Puncto ^' und ^""^^ oder C^ und Cj 



2 



und zwei beliebige Geraden F^G^ und FjG^ oder « y ™^ Y^^^ * **"* vereinige den 

Durchschnittspunct C3 letzterer beider Geraden mit dem Coordinaten-Puncte 0; man merke 
ftch den ftmct 63 , wo die Yereinigung^-Genide Cfi^ ^^^ beiden gegebenen Puncto die Coor- 
dinaten-Aze XOX' trifift, und man falle ron ^m Puncto auf €^62 das Perpendikel OT. 
Alsdann ist: 

1^ = tg. C^C^GaO, ^5^ = tg. C3OX, 

• 

$. 75. In allen diesen die geometrische Bedeutung der Coordinaten-FunotioQen aus« 
dröckenden Formeln roh $. 65—74* haben wir den durch die Functionen ausgedrückten Li- 
nien oder Idnien-Quotienten kein + oder —Zeichen vorgesetzt. Pies soll keineswegs bei» 
deuten, dass wir alle diese Linien und Linien - Quotienten als positiv betrachten, sondern 
bloss, dass wir ihre Zeichen unbestimmt gelassen haben, d. h. dass wir auf die Zeichen allhier 
keine Rücksicht nahmen, weil die Frage, welches dieser beiden Zädien man bei dem geo* 
metrischen Ausdrucke der jedesmaligen Coordinaten-Function nehmen soll, aus der Antwort im 
der anderen Frage abzuleiten ist, welches Zeichen ihrem analytischen Ausdrucke zukomme; 
und letzt^e Firage ist tbeils schon beantwortet worden ($. 14.), theils würde sie durch Argiu 
mentation Ähnlicher Natur leicht beantwortet werden können, Aus dem in $« 14. lOtgeUiefl'* 

u 
ten ^ergibt sich z. B., dass die Function - , so lange man das System uv an sich be- 
trachtet, entweder ^I^ - -m oder als + jr^ betrachtet werden kann, und zwar letzte- 
res, wenn man die Schenkel AD und BD der Winkel CAD und CBD als dem Zeichen ± die- 
ser Winkel und daher auch demjenigen der €oordinaten u und v sich fugend denkt, d. 1l 
wenn man AD und BD respective als > betrachtet, wenn der Punct D sich von dem Coordi- 
naten-Puncte A oder B aus dem anderen Coordinaten-Puncte B oder A reispective niherl, als 
<o dagegen, wenn der Punct D sich von dem anderen Coordinaten-Puncte B od^ A entfernt. 
Wenn wir j^och das Sycftem uv im Zusammenhang mit dem System xy betrachten, müssen 
wir (S. 14.) der allgemein angenommenen Zeichenbestimmung des Systems zy uns fügeiii 
wonach die Functionen AD=iK+l und BDzs^-i als >o betrach^ werden^ wenn D rechts 
von A oder B liegt, als <o dagegen, wenn D links von A oder von B sich befindet, so 
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dass die Fanction - = j^ = - ^^ alsdann nicht als + -gjj- sondern als - ^ be- 

trachtet werden mnss. So auch ist die Function - keineswegs immer als + cotg. GOD za 

betrachten, wie man ans den Formeln des §. 65. schliessen möchte, sondern nur bei der in 
Flg. 2. gezeichneten Lage des Pttnctes C; bei anderer Lage dieses Pnoctes C dagegen hMM 

man ? =5: cotg. (180o-COD)= - cotg. COD. 

y 

$. 76. Dem bisher aber die geometrische Bedeutung gewisser Coordinaten-Fanctionen 
Mitgetheilten wollen wir noch Einiges hinznfflgea Ober die geometrischen BedeotMgen de^ 
Bedingungen, dass gewisse Coordinaten-Functionen sich zu reduciren dder andere speeteile 
Werthe bekommen sollen. 

Findet daher bei irgend einer beliebigen Curve 

f(xy) s F(XY) « f(uT) ^ JRCÜV)« 
die eine oder die andere folgender vier Bedingungen 

d^x d^y dni d^v 

statt 9 so besitzt genannte Curve in diesen Elementen im Allgemeinen einen Wen dun gs« 
Fun ct. Findet dagegen an irgend einer Stelle genannter Curve eine der vier Bedingungen 

d«X _ d«Y _ d^U _ d*V _ 

df* ~ ®' ax» ~ ^» dV* ~ ^» iW ~ ^ 

^tatt, 80 ist im Allgemeinen in diesen Elementen eine Spitze vorhanden. 

$. 77. Ist femer eine Curve f(xy) « fCnV) s=: irgend einem der beiden BeddiW 

gungs-Paare 

df(xy) ^ , df(rjr) . d/tuv) , d/tuv) 

- \ ■ - " =: und • :,- = oder '\ . = und '\ ' = 
uz dy du dv 

mid daher auch respectrve der einen oder der anderen der beiden dritten Bedingungen 

dy o . du 
T^ =5 - oder j- s= - 
dx o dv o 

ifliterworfsn , so hat in beiden Fftllen die Curve £e Eigenschaft, dass zwei ihrer Puncte in 

dem genannten Elemente coincidiren, d. h. dass das genannte Element ein Doppel-Element 

dder Doppel-Punct der Curve ist. 

Ist dagegen bei einer Curve P(XT) ^ F(Oyy :sü o irgendwo 

oM dtfier auch 

dT ♦ • du o 

s^ wird durch jede der letztgenannten Bedingungen angedeutet, dass in dem genannten Ele- 
mente zwei Tangenten der Curve zu einer Dej^peU Tangente coincidiren. 

i. 78. Wenn man ferner in einem gewissen Elemente einer beüeb^fen Kette f(^)=:0, 
wfthrend man fortfShrt , der Coordinate S oder tj stets reelle Werthe zuzuerkennen , Ar die' 
andere Coordinate ^ oder ^ auf einmal einen imagtnfiren Werth bekommt und daher auch 

^t die Coordinaten-Functionra 2 und ^ imaginäre Werthe erhält^ so muss bei einem soIt; 

clM Etenieirte mit der Temeichnung der Cinrve fi(|i7> fc=e iflnegehaMen ifwden, WessMA 
•Aek ein Elemeiit in jedeiA miserer vier Coordiiiaten^TSlem# eine« HaJt«P«i*et (ui foinl' 
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d'arrtl) der Curve £(£17) =3 o und m gleicher Zeil eine Halt-Tangente dieser Cnrre 
andeutet 

§. 79. So wie endlich die Gleichung 

bekanntlich die an die Cunre fOcy)=o im Puncte 7t=^ y^=yo gesogene Timgente bedeutet^ 
so wird, wie man leicht erkennt, in ähnlicher Weise durch die Gleichung 



die der Curve f(uv) = o im Puncte ui=äUo, vt=äVo gezogene Tangente angedeutet, während 
dagegen die Gleichungen 

Y- Yo = ^ X-Xo und V- Vo = aS^""""^^ 
respective denjenigen Ponct andeuten, in welchem die Curve f(XT) = oder fCDY) =:: rma 
der Elementar-Geraden 5"^' oder ^T^^' berührt wird. 

*— Iq V=Va 



Tl. IMseusslon einlver spedeUer CSurwesi. 

$• 80. Nachdem wir .also verschiedene analytische Bedingungen und Coordinatefr-Ftan» 
Ctionen geometrisch in unseren vier Systemen gedeutet haben, fcfinnen wir diese Interpretation 
nur Discussion der Eigenschaften benutzen, welche einer gewissen Kette fCSq) == o in irgend 
einem unserer vier Coordinaten^steme zukommen. Als Beispiel woDen wir folgende Kette 
wählen 

deren Gleichung eine des vierten Grades ist und zwar eine solche, welche alle die {x5x6 
as 15 Glieder der vollständigen Gleichung vierten Grades f^(|i;)= enthält, nur das von { 
und 17 befreite Glied ausgenommen , und zwar so, dass alle Glieder die Einheit zu Goeflt- 
deuten haben, die Zeichen + und— der Glieder aber abwechseln. Von der Form der 
durch diese Gleichung in den Systemen xy, XY, uv, UV respeetive angedeuteten vier Cufw 
Ten erhält man eine Idee durch Betrachtung der vier Figuren 13— 16. 

Fangen yrtr an mit der analytischen Discussion unserer Kette, und lassen wir daher 
die Bedeutung von $ und 17 vorläufig unbestimmt, so erkennen wir sogleich, dass, weil die 
GoefBcienten der Glieder ^ und 17^, worin die höchsten Exponenten von i und 17 vorkommen, 
beide >o sind, der der Coordinate £ oder 17 beizulegende positive oder negative Werth 
ziemlich klein bleiben muss und die Grenze ± 2{ nicht überschreiten darf, wenn man nioht 
auf imaginäre Werthe von 9 oder S verfallen will. Hieraus folgt weiter^ dass unsere Kette 
keine reellen Elemente besitzt, in welchen | und ij beide, oder auch eines von beiden od ist» 

Zur Fortsetzung der analytischen Discussion unserer Kette wollen wir die ihr mit den 
sechs Ketten 

5 = 0, | = +i, g=-,l, 17 = 0, ^=+1, ^s=~l 
respective gemeinschaftlichen Elemente suchen. Weil jede dieser sechs Ketten eine Kette 
ersten Grades ist, so gi^t es nach §. 172. 6x4E=d24 solcher Elemente. Und zwar findet 
man die Coordinaten-Werthe dieser 24 Elemente durch die B^nerkung , dass die Gleidiung 
der gegebenen Kette, jenachdem man ihre Glieder nach den Bqionenten von |, oder aber 
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nach denjenigen von i; ordnet, in folgenden zwei Weisen geschrieben werden kann : 

Hierans erkennt man leicht, dass, wenn man die Gleichungen der sechs schneidenden Ke0|en 
nach einander in die Gleichung der gegebenen Kette sobstituirt, letztere respective auf die Form 

WOj - 1)0'+ O = 0, (1,%« - 1) = 0, Oi^(fi - ly = 0, 
(Öß+in5-l) = o, CS^3ß^-l) = o, . [ß-l)Cg+2)r=o 
reducirt wird , so dass es unter den 24 Elementen zwei imaginäre gibt und zwar zwei von 
den vier durch die Substitution $=0 erhaltenen, während die übrigen 24—2=22 Elemente 
alle reell sind. Hieraus schliesse man jedoch noch keineswegs, dass die gegebene Kette 
wirklich 22 verschiedene Elemente mit den sechs anderen Ketten gemeinschaftlich hat. Denn 
es gibt unter diesen 22 Elementen mehrere, welche der gegebenen Kette mit der einen oder 
der anderen der sechs Ketten gemeinschaftlich sind und zu gleicher Zeit der einen oder der 
anderen zweiten der sechs Ketten angehören , so dass es unter den gesuchten 22 Elementen 
nur acht wirklich verschied^e gibt, nämlich folgende acht: 

5 = 0, S= + l, g=-t, g=+l, l=-l, ^ = + 1, V=-h ^=^-h 
^ = 0, i7s=:+l, 17 = 0, ^ = 0, i7=+l, 5 = 0, 5=:+l, 5 = — 2; 
wir wollen sie respective durch die Buchstaben 

a, m, z, j, w, r, e, y 
andeuten. Hierbei ist zu bemerken, dass, weil diese acht Elemente alle 22 vorigen ersetzen 
mflssen, mehrere dieser acht, und zwar die sechs letzteren, mehr als ein Mal vorkommen 
mflssen. Dies ergibt sich näher, wenn wir bemerken, dass die diese sechs Elemente veran- 
lassenden sechs Substitutionen 

5=:-l, |=+1, |=:-1, v+U " V—-U i7=-i 
die Gleichung der gegebenen Kette respective auf sechs Gleichungen 

(17)2 — 0, (17)2=0, (17-1)2=0, ß)2 = o, (5-1)2=0, G+2)2 = o 
reduciren, wdche aus dem Quadrate anderer Gleichungen zusammengesetzt sind, so dass 

z. B. die Kette 5=: +1 mit der gegebenen Kette nicht nur das Element ^ ^ % sondern 

noch ein zweites Mal das nämliche Element ^ ~ "^ ' gemeinschaftlich hat, woraus man ge- 
neigt sein möchte zu folgern, dass das Element ^+19 9=^ nnd Oberhaupt alle sechs be- 
trachteten Elemente Doppel-Elemente unserer Kette sind. Indessen ergibt sich, diese Folge- 
rung sogleich als eine unrichtige, wenn wir bedenken, dass diese Elemente keineswegs die in 
f. 77. angebenen Eigenschaften der Doppel-Elemente besitzen, oder wenn wir die benutzten 
sechs Substitutionen respective durch die sechs Substitutionen 

j7 = o, 17 = 0, ^ =+1, 5s=o, 5 = + l, 5=-2 
ersetzen. Denn von den so erhaltenen sechs Gleichungen 

(5+1)^=0, 5-1=0, 5^-1=0, i73-i72+j7-.i=:o, 172-1 = 0, i7*-3i7*-i72+9i7+6 = o 
ist nur die erste das Quadrat einer anderen Gleichung, die fänf ttbrigen nicht. Daraus folgt, 
dass bloss das Element z oder 5=:-l, i7=!0 ein wirkliches Doppel-Element der gegebenen 
Kette ist, dass dagegen die fBnf flbrigen Elemente j, w, r, e, y gewöhnliche Elemente unse- 
rer Kette sind und bloss dann als Doppel -Elemente dieser Kette betrachtet werden dürfen, 
falls sie als den Ketten 

5 = +t, i=-l, v='+h v^-U ^=-1 

respective zugehörig gedacht werden, weil die gegebene Kette in diesen fOnf Elementen diese 
fltnf Ketten zu ihren Tangential-Ketten hat, d.L weil in diesen fünf Elementen respective ist : 

9 
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^ = 0, ^ = 0, jj=:0, ^=0, g|=0. 

FabreB wir tixci mit der Disciurioa der gegebenen Kette und flachen wir also die ihr mit 
4teii Xelten 

respective gemeinschafUichen Elemente. Wir erhalten dafür keine anderen reellen Elemente, 
ab die nnter den acht vorigen schon vorgekommenen vier Elemente a, e, m, w. 

Sachen wir weiter diejenigen Elemente unserer Kette, in welchen der Differentialquo- 

Üent ~ irgend einen der vier speciellen Werthe o, oo, + 19 — 1 besitzt Dnrch Yergleiöhang 

dg 

der Form der gegebenen Gleichung unserer Kette mit derjenigen ihrer Differentialgleichung 

dS ~ V + 3a7^5-3i72-.2»7g^-2ayg+29-g»+5*+6-i 
erkennen wir, dass jede der beiden Stellungen -^ = und ^ = ao bloss sechs verschie- 
dene, jede der beiden Stellungen -| = + 1 und 77-= — 1 bloss vier verschiedene reelle 

Elemente unserer Kette darbietet. Und zwar coincidiren drei der sechs Elemente, in welchen die 

d« 
Bedingung ^^=0 stattfindet, mit den drei vorher schon erhaltenen Elementen }',e,r; die drei 

dn 
übrigen Elemente mögen p,t,^ respective heissen. Von den sechs Elementen, in welchen ^=: oo, 

sind die zwei Elemente j und w schon vorher gefunden worden ; die vier flbrigen mögen g, 1, 

y, s respective heissen. Ton den vier Elementen, in welchen n|^ = — 1, coincidiren die zwei 

Skviente a und m mit den vorher gefundenen, die zwei anderen mögen d and d. respective 

Mssai. Was endlich die vier Elemente anbelangt, in welchen ^=^ + U so sind wir noch 

keinem einzigen derselben bisher begegnet, wesshalb wir diese Elemente durch die Buchsta-' 
lien f, u, a, r andeuten werden. 

Setzen wir die Discussion unserer Kette fort , und suchen wir also ihre Doppel-El^ 

mente, d. h. -diejenigen, in welchen die Bedingung ^= - stattfindet. Schon früher sind 

«ir einem solchen Dof^el^-EIemente begegnet, nämlich dem Elemente z. Mdirere reelle gibt 
es nicht. 

Suchen wir dagegen die Elemente unserer Kette, in welchen, wenn wir diese Kette 

Jap ^ 

im Systeme fr ausdrückten, die Bedingung -==- stattfinden würde, d. h. diejenigen Ele- 

OÄ 

■iaalen«*Paare unserer Kette, bei welchen die Tangential-Ketten dieser Ketle in soloker Weise 

Wibnnden sind , dass die Tangential-Kette des ersten Elementes jeden Paares respecUve Mit 

deqenigen des zweiten Elementes des nämlichen Paares coincidirt , so erkennen wir, dass in 

nuerar Kette vier solcher reellen Elementen-Paare vorkommen, mit anderen Worten, dass es 

vier verschiedene reelle Ketten ersten Grades gibt, welche zweimal hinter einand^ die Ri4l0 

einer Tangentml-Kette unserer Kette übernehmen, erstens nimlich die den vorher schon ge- 

fittdenen Elementen / und e gemeinsohafUiche Tangential-^ette ye^ zweitens noch drei «ideM 

TMgential-Ketten hh', m', w'. 
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Sachen wir weiter die reellen Elemente unserer Kette, in welchen ^=o ist, so finden wir, 

dass es sechs solcher Elemente gibt, und dass wir noch keinem einzigen dieser sechs Ele- 
mente bisher begegnet sind, wesshalb wir sie durch b,i,k,q,s, z respective andeuten werden. 

Suchen wir endlich diejenigen reellen Elemente, in welchen die Bedingung Xi- = + i stattfin» 

det, so erhalten wir ein schon vorher gefundenes Element a und zwei neue Elemente c und /l. 
Wir könnten nun in dieser Weise fortfahren und z. B. auch diejenigen Elemente unserer 

Kette suchen, in welchen ^ = — 1. Wir würdai alsdann finden, dass es sieben reelle Ele- 

su§ 

mente dieser Art gibt, erstens nämlich die drei Elemente j, m, r, denen wir vorher schon 
begegnet sind, zweitens vier andere Elemente, welche sich respective zwischen den Elementen 

f und g, t und u, y und z, i und s 
befinden. Und so könnten wir auch diejenigen Elemente unserer Kette suchen , in welchen 

die Bedingung ^ = — 1 oder aber die Bedingung ^^ = + 1 stattfinde. Dieses wollen wir 

jedoch, um nicht weitläufig zu erscheinen, unterlassen. 

§. 81. Das Endergebniss dieser Discussion ist, dass, wenn wir mit dem Elemente a 
oder ]^=o, fj=o unserer Kette anfangen und alsdann die Coordinate | sich vermehren und 
positiv werden, die Coordinate 17 dagegen, sich vermindern und negativ werden lassen, wir nach 
einander verschiedene Elemente b, c, d, etc. erlangen, von welchen ein jedes eine oder meh* 
rere der folgenden Eigenschaften besitzt: 

£ =: 0« . dT d» 



7 = 0, 



SS— 5' ^ di 



V ^ . d^ ^ d^w 

|=-^i, » dF==^' «d^ = "' 

d^^ ^j P= +1, c $ = 0, 

dg *"* l^srsO, 1^=3+1, 

^= +1, j ( j^ = oo, r/ 3^ = 0, 

s^—^' [ ui — ^' f m ' 

i7d5 , ^ d^w Ahi 

d» . . Afi w ^^ .^^ 



3S"~ö' I dS "■ ' \fi— +1, 

f^=+l|^ V^=:-lj W/-_-l, 

- *7 . dr J d« »^. 



z 
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^S=«^ M3i=^' \'i-l' 

9 = 0, llB-i' *^-*' 

i?_2. * *9^ _i. [1=0, 

«i$~o» •^af— *' I 17=0. 

$. 82. Nach Beendigung dieser analytischen Discossion unserer Kette wollen wir die 
geftandenen analytischen Ergebnisse geometrisch interpretiren und daher vom allgemeinea 
Coordinaten-Systeme £37 zu den speciellen Systemen xy, XT, uv, UV übergehen. Es deutet 
alsdann unsere Kette f(S9j) = vier verschiedene Curven an, deren Form ungef&hr diejenige 
der Figuren 13, 14, 15, 16 respective ist. 

Betrachten wir erstens die Gurre 

x*-x*y+x*-xy+x'y-x24-sy«-xy2+xy-x+y*-y'+y*-y=o. 

Wir erkennen sogleich aus dem vorhin Gemeldeten, dass die Curve (Fig. 13.) ganz innerhalb 
des den Coordinaten-Punct zum Centrum und die Geraden x=:±2| und y=±2i zu 
Seiten habenden Quadrats sich befindet und daher keine reellen Asymptoten besitzt. Wir 
eritennen weiter, dass die Curve mit ihren Elementen a, j, r, z (Fig. 13.) die Puncte 0, B, 
M, A (Fig. 1.) respective durchstreicht, und dass sie ausserdem mit ihrem Elemente m 
(Fig. 13.) der Geraden LOL (Fig. 1.), mit ihren Elementen w und e der Geraden KOK' be- 
gegnet. Wir erkennen femer, dass unsere Curve sechs verschiedene Mal mit der Coordi- 
naten-Axe XOX' parallel läuft und zwar in den sechs Puncten e, p, r, t, 7, ^, dass sie 
sechs Mal mit YOT parallel läuft und zwar in; den Puncten g, j, 1, w, y, c , dass sie vier 
Mal mit der Geraden LOL' in den vier Puncten f,^ «i «t C endlich vier Mal mit KOK in den 
Puncten a, d, m, d parallel läuft. Es hat ferner die Curve einen einzigen Doppel-Punct in 
z, dagegen vier Doppel - Tangenten ye,' hh', nn', w' und sechs Wendungs-Puncte b, i, k, q, 
s, X. Man kann femer an die Curve vom Puncte aus drei verschiedene Tangenten zie- 
hen : erstens diejenige, welche die Curve in selbst berührt, zweitens und drittens die Tan- 
genten Oc und Oß. Bndlich ist die Curve in den Puncten j, m, r und in noch vier anderen 
Puncten senkrecht «u dem von ausgehenden jedesmaligen Radius-Yector.^ 

§. 83. Wenn wir nun die Buchstaben x und y durch X und T respective ersetzen, so 
erhält man die Curve von Fig. 14. Wir erkennen sogleich, dass die Tangente unserer jetzi- 
gen Curve die Coordinaten-Axen XOX und TOT nur in Puncten durchschneidet, welche 
vom Puncte wenigstens um einen (± 2^)ten Theil der Längen-Einheit AO entfernt sind, 
woraus weiter folgt, dass die Tangente unserer Curve und daher auch unsere Curve selbst 

den Punct niemals durchstreicht, sondern überall wenigstens um -.x /^=--^ Längen - 

Einheiten OA von- diesem Puncte entfernt ist. Wir erkennen weiter, dass unsere Curve 



\L Dmoussioh eioiger specieUer Giinrea. 69 

im Blemente a eine ptrabolische Asymptole beritxt [Hierbei ist zu bemerken, dtfis in Hg. 14. 
dar Zweig a b c unserer Cunre, mn Banm eu ersparen, in viel kleinerer Entfernung yon ver- 
aricbnet worden ist, als dies wirklich bd dieser Carve staltfindet.] Es ergibt sich femer, dass 



Y— 4-1 

unsere Carve bloss zwei mit TOT parallele Tangenten besitzt, nSmlich die Tangenten ^ ^ ' 

und «r . oder die Coordinaten-Axen B'BB" und A'AA". welche die Curve mit ihren 

Elementen j und z berfihrt, wahrend sie dagegen bloss einmal mit XOX' parallel Ifiuft und 
zwar im Blemente r (Hg. 14.), wo sie die Gerade TW (Fig. 1.) oder X?=30, Y=+l berflhrt; 
eben so ist die Corvo auch bloss einmal mit KOK' parallel im Puncto m; mit LOL' endlich 
liuft sie zwei Mal parallel in den Puncten e und w und ausserdem ein drittes Mal in der 
Spitze a ihrer parabolischen Asymptote, wesshalb auch diese Asymptote selbst mit LOL' 
parallel sein muss. Wir sehen ferner, dass es sechs verschiedene Elementen-Tangenten un- 
serer Curve gibt, welche die unmittelbar folgenden Tangenten in solcher Weise durchschnei- 
den, dass die Curve selbst die Coordinaten-Aze YOT durchschneiden muss, und zwar dass 
es diejenigen sechs Tangenten sind, welche der Curve in den sechs Elementen e, p, r, t, )^, %^ 
zukommen. In ähnlicher Weise erkennen wir, dass unsere Curve sechsmal die Coordinaten- 
Axe XOX' durchschneidet, in den Puncten g, j, 1, w, y, e, die Gerade KOK dagegen bloss 
vier Mal in den Puncten f, u, a, ^ und auch die Gerade LOL' bloss vier Mal in den Puncten 

a, d, m, J. [Hierbei ist zu bemerken, dass der Durchschnittspunct a mit der vorher betrachteten 
Spitze der mit LOL parallel laufenden parabolischen Asymptote coincidirt, während der Durch- 
schnittspunct d sich zwar nicht in der Spitze einer Asymptote befindet, doch aber von in 
Wirklichkeit viel weiter entfernt ist, als er in Fig. 14. der Beschränktheit des Raumes wegen 
verzeichnet worden.] Und die Vergleichung der allhier betrachteten Durchschnitte der Geraden 
YOY', XOX', KOK') LOL' mit den vorher betrachteten Elementen unserer Curve, wo sie diesen vier 
Geraden respective parallel läuft, erlaubt uns daraus zu folgern, dass unsere jetzige Curve, 
wie dies auch bei der Curve von Fig. 13. stattfand, mit ihren Elementen r und j die Puncto H 
und B(Fig. 1.) durchstreicht, dass sie dagegen, wie es bei Fig. 13. nicht stattfand, mit ihren 
Elementen w, /, e durch die Puncto A, N, N respective geht. Es hat ferner unsere Curve 
eine einsige Doppel-Tangente zz, dagegen vier Doppel-Puncte ^e, h, n, v und sechs Spitzen 

b, i, k, q, s, X. Es besitzt femer unsere Curve bloss drei reelle Asymptoten, von denen 
die beiden Asymptoten cc und ßß gewöhnlicher Art sind, während dagegen die in aa be- 
indliche eine parabolische ist. Endlich hat unsere Curve mit der vorigen die Eigenschaft 
gemein, dass sie in den Puncten j^m,r und in noch vier anderen Puncten einen Kreisbogen 
beschreibt, dessen Centrum sich in befindet. 

$. 84. Gehen wir jetzt fiber zu der Curve von Fig. 15. oder zum Coordinaten-System uv. 
Weil nach $. 80. die positiven oder negativen Werthe der Coordinaten u und v irgend eines 
beliebigen Elementes unserer jetzigen Curve, mit Ausnahme der den Zweig aßyisC dar- 
stellenden Elemente, nicht >lf sein dfirfen, so dass ihre Summe u+v nicht >(2xl§=s3) 
und sogar, wie sich bei näherer Betrachtung ergibt , nicht > 2 sein darf , so erkennen wir 
sogleich, dass bloss der Zweig aßyt§Z unserer Curve sich zwischen den Geraden u-f vr=:±2 
oder y=:±l oder TW und TW' (Fig. 1.) befindet, dass dagegen der ganze übrige Theil 
unserer Curve nicht nur die Axe XOX^ nirgends trifft, sondern sogar überall yon ihr weiter 
entfernt ist als die Geraden TW und TW. Wir erkennen weiter, dass unsere Curve im Ele- 
mente a eine zur Axe XOX' senkrechte Asymptote hat (Es ist zu bemerken, dass auch hier, 
80 wie in Fig. 14«, der Zweig abcde, um Raum zu ersparen, dem Puncto viel näher verzeich- 
net worden ist, ahidies whrklich bei unserer Curve stattfindet.) Wnr sehen femer, dass, wenn 
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die «o ebm betracblete Spitae a nieht mitreehnea, die Goordinita^^Au A' AA'' bloM 
11^1 Ton unserer Conre getroffen wird, und zwar im Büeniente r (Fig. 15.) , aho 
Puncte y (Flg. i.) oder ii=o, y= + l» während dagegen die Coordinaten-^Axe B'BB" tob 
unserer Cnrve in den Elementen j und z und daher in den Puncten U und IT (Fig. 1.) oder 

' und ' durchschnitten wird : der Coordinaten-Axe YOT endlich begegnet un- 

v=o v=o . ® ® 

sere Curve, die Spitze a wiederum ausgenommen, bloss ein Mal und zwar mit ihrem Elemente 

mf daher im Puncte M (Fig. 1.) oder uss+l, yss+1» Es bat femer unsere Curre in den 

Elementen a, w, e drei reelle Asymptoten und zwar ist die in a befindliche eine parabolisciie 

pid zur Axe XOX senkrechte, während dagegen die beiden anderen sich in den Elementen 

wund e oder / und * respective befinden und daher den Geraden KOK* und 

V=s:+1 V=— 1 

LOL' respectire parallel laufen. Der Coordinaten-Punct B wird von den Tangenten unsow 
Curve sechsmal durchstrichen und zwar Ton denjenigen sechs Tangenlen, welche die Gurre 
in den Puncten e, p, r, t, y, ^ respective berühren. Der Coordinalen-Punct A dagegen wird 
¥on denjenigen sechs Tangenten unserer Curve durchstrichen, welche sie in den Puncten g, j, 
1, w, y, 6 respective berühren. Und zwar gibt es in beiden Fällen unter den sechs Tangenten 
eine, welche zugleich eine Asymptote ist, woraus wir erkennen, dass die Vorher betrachtetm- 
Asymptoten ww und ee die Axe XOX' in den Coordinaten-Puncten A und B respective schnei- 
den. Auch vom Puncte aus kana man an unsere Curve reelle Tangenten ziehen und' 
zwar diejenigen vier Tangenten, deren Berührungspuncte sich in den Elementen f, u, a, ^ 



spective befinden. Die Eigenschaft -p = — 1 kommt unserer Curve viermal zu und zwar 

in den, Elementen a, d, m, 3 ; nur bei den letzten drei Elementen hat diese aaalytlscbe Bigen^ 
Schaft die damit gewöhnlich correspondirende geometrische zur Folge, dass die Curve mit 
%0X' parallel läuft; im Elemente a dagegen ist, weil dort zugleich tt=o, vsao ist, dieCurve^ 
80 lange sie sich üi den Spitzen a und a ihrer sich unendlich entfernenden Zweige befinde^ 
zpr Axe XOX' senkrecht; nur beim Uebergang von der einen Spitze zur anderen ändert tlto^ 
ihre Richtung und ist daher auch während eines Augenblicks mit XOX' parallel. Es hal 
ferner unsere jetzige Curve mit derjenigen von Fig. 13. die Eigenschaften gemeinschaftliehi 
dass sie einen einzigen Doppel-Punct z, dagegen vier DoppeUTangenten ^^e, hh', nn', wund 
sechs Wendungspuncte b, i, k, q, s, x besitzt; nur hat sieb allhicr eine von dm beiden Be^ 
ifihrungspnncten der Doppel-Tangente ye unendlich von entfernt, so dass diese Tangent» 
e^ zugleich eine Asymptote unserer Curve ist und sich daher nicht sogleioh als Doppel-Tanu. 
gente erkennen lässt. Es läuft endlich unsere Curve drei Mal in senkrechler Riclitang> zur 
Axe XOX', OTstens in der vorher betrachteten Spitze a ihrer parabolischen Asymptote, zwei- 
tens und drittras in den Puncten c und ß. 

$. 86. Nehmen wir endlich das Coordinaten-^stem UV und daher die Cwe von^ 
Big, 16. Weil nach dem Vorigen die Coordinaten U und V eines beliebigen Elementes ui'^ 
serer jetzigen Curve, den Zweig aßyi§Z ausgenommen, nur wenig grdsser als ±1 sein dlMto 
und sogar in diesem Zweige aßyitl^ niemals den Werth ±co erreichen, so erkennen wir so« 
gleich, dass unsere Curve nirgends mit TOT parallel läuft und sogar, den Zweig ußYi»^ wie** 
immm ausgenommen, immer solche Tangenten besitzt, welche den Coordinaten-Axen B'BBT 
und A'AA" respective begegnen zwischen den Puncten U und IT, Y und V (Flg. l.> d. Ik 
innerhalb des zwischen den Puncten Üb +1 und Uaa -1, Y=l +1 «Ml Ts= -1 enthalt 
tenen Raumes oder wraigstens nur wenig ausserhalb desselben. Wir erkennen weiter, dase 
Uisere Cnrve die Axe XOX' einmal berihrt und zwar mit ihrem Elemente a, und dass sie* 
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«Mfer Aeset Blene&tar-Taiigeiite a bloss iiodi eine dnrdi B gehende Tang^ite besilEt und 
«arar die Tangente r (Fig. 16.) oder Üs=o, Y^s + l oder VMB (Fig. 1.), wihrend sie d«H 
l^agen zwei dorch A gehende Tangenten bat nnd zwar die Tangenten j nnd zz (Flg. 16.) 

oder y ^^ ^' o»* V = o"*' ^*®' ™^ "** ^'^^ ^^^' ^'^' ^^ ^^ ^" ^^^ *^' ^"^^ 
Cnnre, das Element a wiederam «usgenomaien , bloss noch einmal paraHel and zwar deit, 
wo sie ihr Element m (Fig. 16.), d. h. die Gerade U= +I9 ¥^= + 1 oder VZU (Fig. 1.) be- 
rührt. Endlich wird, das Element a wiederum ausgenommen, der Punct bloss zwei Mal 
von Tangenten unserer Curve durchstrichen und zwar von den Tangenten w und e (Fig. 16.) 

oder H~""V ™d v~"*"l' oder ITOV und ITOÜ (Fig. 1.). Man erkennt ferner leicht» 

4ass unsere Curve die Coordinaten-Axe A'AA" sechs Mal durchschneidet, in den Elementen 
e, p, r, t, y^ ^, die Coordinaten-Axe B'BB" gleichfalls sechsmal in den Elementen g, j, 1, w, y, «, 
die Coordinaten-Axe YOY* dagegen bloss viermal in den Puncten a, d, m, Sj während endlich 
unsere Curve vier reelle Asymptoten ff, uu, oa, ^^ besitzt. Es sagt uns femer die Yerglei- 
chung der so eben betrachteten Durchschnitte der Axen A'AA", B'BB", YOT mit dem vor- 
her untersuchten Laufe der Tangenten unserer Curven, dass unsere Curve mit derjenigen 
von Fig. 15. darin übereinstimmt, dass beide mit ihren Elementen r und j die Puncto V und 
U (Fig. 1.) durchstreichen, dass aber unsere jetzige Curve von derjenigen von Fig. 15. dadurch 
irerschieden ist, dass letztere mit ihr«! Bemenlen m und z die Puncto M und IT, die unserige 
^ngegen mit ihren Elementen m, a, w, y, s die Puncte Z, 0, U', T, V respective durchsfreichl. 
Hit der Curve von Fig. 14. hat unsere jetzige Curve die Eigenschaften gemeinschaftlich, dass 
sie eine einzige Doppel-Tangente zz, dagegen vier Doppel-Puncte /e, h, n, v und sechs Spitzen 
b» i, k, q, s, X besitzt. Endlich hat unsere Curve mit derjenigen von Fig. 15. die Eigenschaft 

gemein, dass sie dreimal der Bedingung YdfT^~^ = +1 unterworfen ist, eine Bedin* 

gung, welche bei der Curve von Fig. 15. zur Folge hatte, dass sie drei Mal mit YOTparalld 
war, bei unserer Curve dagegen veranlasst, dass sie dreimal die Axe XOX' durchschneidet 
lAd zwar in a, c, ß. 

§. 86. Nehmen wir noch ein zweites Beispiel zur Erläuterung des über die geometri«^ 
sdie Bedeutung analyliseher Bedfaigungen und Coordinaten -Functionen vorhin Gemeldi^n. 
Stellen wir uns also die Frage: 

^Welches ist die Kette, welche die Eigenschaft besitzt, dass in jedem ihrer Elemente die 

£d» 
Coordinaten-Function ^ stets dem Logarithmen der Coordinate dieses Elementes gleich sei?^ 

Wenn wir flr die in der Frage vorkommende Coordinate die Coordinate ti nehmen und 
mAeat dem Logarithmen die natürlichen oder Nepe raschen verstehen, so hat unsere Kette 
ihrer Definition nach zur Differentialgleichung: 

i^ = lg. 17, oder n)d^ - (lg. fj)di = 0. 
Und da das erste Glied letzterer Gleichung, wenn es mit dem Factor [ ^ J multiplicirt wird^ 

das Differential des Quotienten ( ^ j ist, so ergibt sich, dass die gesuchten Ketten diejenigen 

sind,welche bei verschiedenartige Bestimmung der unbestimmten Constanten C durch die Gleichung 

g = Cxlg.9 
dargestellt werden. 
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Es ist ftUen diesen Ketten, wie man leidit sidit, das Element S=so, iy=s+l geaMin- 
achaftlicli» während überdiess alle diese Ketten die Bigenscliaft gemein haben, dass das 
Element &=od, if=30 bei jeder Kette ein Halt-Blement ($. 78.)» das Element &=oo, 7=soo^ 

~ = ein zweites Halt-EI^nent darstellt , woraus folgt , dass die beiden Ketten 17=0 nnd 

^OD bei jeder der betrachteten Ketten S=Cxlg.i7 zwei Halt-Tangentialketten darstellen« 
Es sind femer irgend zwei beliebige unserer Ketten, z. B. die Ketten 

S=:=Gxlg.i7 und ls=zCx]g.ij 
stets mit einander verbunden durch eine Verwandtschaft der einfachen Art: 

Nehmen wir weiter irgend eine bestimmte unserer Ketten, z. B. die Kette £=aCxlg,y, so be- 
kommt man aus ihr durch Differentiation 

dS _ C dg _ ^ lydg _ C 

a^-^' %-^' id^-f 

woraus man erkennt, dass dasjenige Element der betrachteten Kette^ welches der Bedingung 

|Li-= +1 unterworfen ist, den Coordinaten-Werth S=C und daher den zweiten Coordina- 

len-Werth lg.^=:], oder ip=3e=2,71828 .... 

besitzen muss. Weil nun die Goordinate 17 dieses Elementes die Unbestiauiite C nicht ent» 
hftlt, sondern, wie sich auch G ändern mag, stets der Basis der Nep er 'sehen Logirilhm^ 
gleich ist, so bekommt man , wenn man bei den Terschiedenen unserer Aufgabe genfigendn 
Ketten g=Cxlg.i7, ^sG'xlg«?, g=3G"xlg.i7, etc. 

in jeder Kette das der Bedingung |^ =: + 1 unterworfene Element heraussucht, durch 

Zusammenfugung dieser Elemente eine gewisse durch die Gleichung 17 =3 2,71828. . • . aus- 
gedrückte Kette ersten Grades. 

Man erkennt endlich aus den Differentialgleichungen unserer Ketten, dass die FunctioniT^ 

in allen Elementen der nändichen Kette einen constanten Werth G behält Es gehört je- 
doch letztere Eigenschaft nicht ausschliesslich denjenigen Ketten an, welche die Antwort za 
unserer Frage darstellen, sondern sie gehört ausserdem der ausgedehnteren Familie derjeni- 

gen Ketten . an , welche durch die Differentialgleichung rj-^^= G und daher durch die end- 

Uche Gleichung S-G'=Gxlg.i7 dargestellt werden, welche letztere nur dann mit der end- 
lichen Gleichung unserer Kette coincidirt, wenn die zweite Unbestimmte G'= gesetzt wird« 

$. 87. Interpretiren wir jetzt die analytischen Eigenschaften unserer Ketten auch geo- 
metrisch und gehen wir also vom allgemeinen Systeme ^ zu den speciellen Coordinaten- 
Systemen über und zwar erstens zum Systeme xy. 

Alle diejenigen Gurven also, bei welchen die Puncto F und G (Fig. 2.}, wo die jedes- 
malige Tangente die Goordinaten-Axen YOT und XOX* schneidet, mit dem zu dieser Tangente 

FG 

gehörigen Beröhrungspuncte G in solcher Weise verbunden sind , dass gg = lg« CD , oder, 

um es richtiger auszudrücken , dass 77^ = ^* ( rn ) '^^ werden nach §. 66. durch die Dif- 
ferentialgleichung ^ULslg. y und daher durch die unbestimmte endliche Gleichung Z!=Gxlg.y 
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dargestellt. In Ftg. 17« sind vier dieser Cmren geidclmet and durch die Bncbstaben 

not', b^', c/c', d<rd' 

respedtiTe angedeutet worden and zwar diejenigen vier Cnnren, in deren Gleichnng dieCk>n- 
stante C respective die Werthe 

+ 10, +1, -3, -6,2591 

besitit, so lange die Logarithmen gemeine oder Brigg ische bedeuteui dagegen die Werthe 

+4,3429^ +0,4343, -1,3029, -2,71828, 

wenn die Logarithmen natflrliche oder Neper'sche sind. Die zwei allen diesen Conrpn 
gemeinschaftliche Halt-Pnncte liegen beide oo von entfernt, so dass beide Halt^Tangenten 
allhier Asymptoten sind, und zwar ist die eine eine gewöhnliche und mit der Axe XOX' 
ooincidirende , die andere dagegen eine zu XOX' senkrechte parabolische Asymptote. Alle 
diese Cnrven durchschneiden einander im Puncto x=:o, y=s + l oder M (Fig. 1.) und sind 
miteinander affin und zwar ist TOT die Situations - Aze dieser Affinität Sucht man 

femer diejenigen Puncto unserer Curven , in welchen die Bedingung ^-p = + 1 stattfindet, 

d. h. zieht man an unsere Curven von O aus Tangenten, so stellen die Berflhrungspuncte 
% ßj Vy ^9 ®^* ^^^^ ^^^ ^0^ parallele Gerade dar ; und zwar hat diese Gerade von XOX* 
eine Entfernung OB, welche 2,71828 Mal so gross ist, als die Lftngen-Binheit OM. Hieraus 
folgt weiter, dass die Curve d<Fd^ weil die in ihrer Gleichung voriLommende Constante C 
gleichfalls den Werth 2,71828 hat, mit ihrem Puncto i die Gerade KOK' (Kg. 1.) be- 
röhrt Es hat endlich die Subtangente GD (Flg. 10.) einen constanten Werft, so lange der 
Tnnct C und daher auch die Tangente F6 auf der nämlichen Curve, z. B. auf der Carve a«a' 
sich fortbewegen; es indert sich jedoch dieser Werth, wemi der Pnnct C zu irgend einer ai^ 
deren Curve hßV oder eye' etc. äbergeht; und zwar beträgt dieser Werth für die Curve ddd' 
eine Anzahl von 2,71828 Längen-Einheiten und ist daher der Entfernung OR gleich. 

FC 

$. 88. Alle diejenigen Curven zweitens, bei welchen der Quotient « (Flg. 2.) stets 

den Werth l6r'r^)o<''®f ^^'CsiT J ^^i^^t, werden durch die Gleichung 

gg + lg.OG = o oder ^jv == lg*T oder X=jC xlg.T 

dargestellt. In Fig. 18. sind vier dieser Curven , in deren Gleichungen die Constante C den 
nämlichen Werth respective besitzt, wie die für C so eben in Fig. 17. angenommenen vier 
Werthe, gezeichnet und durch die nämlichen Buchstaben wie die analogen Curven von Fig. 
17. angedeutet worden. Das eine der beiden Halt-Elemente ist hier eine Asymptote und 
zwar die Asymptote TOY', in deren äusserster Spitze T also die Spitzen a ', b", c% d", tXc. un- 
serer Curven aUe endigen; die andere Halt-Kette ist der Punct 0, in wdchem also die an- 
deren Zweige «a'O, /}b'0, ydO^ dd'O, etc. unserer Curven alle endigen. Die Gerade Xsao, 
Ts=+ 1 oder TW (Fig. 1.) wird von allen unseren Curven berfllurt. Zwischen zwei beliebi- 
gen unserer Curven besteht nach $. 86. die Verwandtschaft 

X = (^)xX, T = Y, 

daher auch nach $. 196* die Verwandtschaft 



<i) 



XX. y=y» 

d.lu es siad wiederum alle unsere Gurr«! affine Figuren und es ;ist wiederum TOT' die 
Sitnatioas-AiEe dieser AffinitlL Sucht man feiner die Elemente unswer Curv«, für wehdie die 

10 
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TdX 

Bedingung -^^ =s +1 stattfindet, d. h. zieht man unseren Carven die Asymptoten aa, ßß^ 

Yf^ ii etc., 80 darchsohneiflen alle diese Asya«ptoten irioauder in einem gemfunadudUiciieB» 

in TOT befindlichen Puncto S, und zwar betragt die Entfernung OS den f oyiQbg J ^^ 

der Ungen-Einheit OM, woraus folgt, dass die Asymptote der Conre d'dM' mit LOL' C^g.lO 

parallel ist. Errichtet man endlich im Puncto F (Fig- 10.), in welchem die jedesmalige Tangente 

irgend einer unserer Cunr^ die Coordinaten-Axe TOT* schneidet, ein Perpendikel Ff n 

dieser Aze, und merkt miin sich alsdann in diesem Perpendikel den Durcfascknittspnnet f wü 

den jedesmaligen Radius-Vector OC, so bleibt die Entfernung Ff stets gleich gross, wie €väBL 

auch der Punct C und daher auch die Tangente FCC auf dem Umfange irgend einer unserer 

Curven fortbewegen mögen ; und zwar ist die Entfernung Ff bei der Cnnre d"d(fd' gerade io 

gross, wie OS. 

%. 89. Suchen wir drittens die Curven, welche die Eigensdiaft besitzen, dass für einen 

AH SI 

l>eliebigen in ihrem Umfange befindlichen Punct C die jedesmaligen Quotienten «m nnd o 

(Fig. 11. nnd %. 66.) stets den Werth lg. cotg. CBA besitzen, sii erhalten wir die dardh die 
nnbeatimmte Gleichung ussCxlg.y angedeuteten Curven, deren in Fig. 19. vier verschie- 
dene gezeichnet worden sind und zwar diejenigen vier , wdche in Bezug auf die ihnen Bei- 
gefügten Buchstaben, sowie auch in Bezug auf den Werth der in ihrer Gleidiung voikom- 
menden Constanten C mit den vier analogen Curven von Fig. 17. und Flg. 18. Abereinstimmen ; 
nur ist diesen vier Curven aUhier eine fünfte, durch Akk^k^Vk^'B angedeutete hinzugefOgl 
worden, in deren Gleichung die Constante C einen negativen Werth besitzen mag, welcher 
> 6,2591 ist. 

Die beiden Halt - Elemente sind allhier die Coordinaten-Puncte B und A; weil jedoch 
diese Elemente nur in Bezug auf den Coordinaten- Werth u=:qd mit einander flbereinstim« 
men, in Bezug auf den WerUi der Coordinate v dagegen von einander verschieden sind , so 
ist die in B stattfindende Endigung aller unserer Curven eine solche^ dass jede derselben die 
Coordinaten«Axe FBB" berOhrt, während dagegen bei d^ Endigung in A die Axe XOX' von 
allen unseren Curven berfihrt wird; im Puncto ife=ao, v=:+l endlich oder? (Fig. 1.) durch- 
schneiden alle unsere Curven einander. Sucht man femer aus jeder von unseren Curven 

denjenigen Punct heraus, wo die Curve der Bedingung -^ = +1 unterworfen ist, d. h. 

wo sie zu XOX* senkrecht Unft, so geben die in dieser Weise erhaltenen Pnncte a, /?, f^ ^, «^ 
eU. eine durch B gehende Gerade, und zwar hat der Winkel ^BA die GrAsse arc. cotg.(2,71828), 
oder ungeRhr 20« 12*. Diejenigen unserer Carven, wie AaaVa'a'B, A/fbVb'b'B, etc., in deren 
CHeidrang die Censtante C positiv ist, besitzen eine Asyn^lote a'a', b'b', etc.; diejenigen iin«> 
sezer Curven dagegen, wie A^YcE, in deren Gleichung die Constante C negiMv nnd <6,8591 
int, besitzen keine Asymptote, wenigstens keine reeUe; diejenigen femer, wie AkkKk''Vk'"B^ 
in deren Gleichung die C negativ und > 6,8691 ist, besitzen zwei Asymptoten k'k' und k'k", wib- 
rend endlich die Curve Add'<rdTd"'B den Uebergang zwischen den beiden letzten Grappen von 
Curven darstellt und eine mit )^Bje parallele parabolische Asymptote besitzt, so dass derjenige 
Ftanct S^ wo diese Curve zu XOX' senkrecht Iduft, als in der Spitze der Geraden ifyBjc lie« 
gend zu denken ist. Es behält endlich, wie auch der Punct C und die Tangente HICG sich 

im Umfange irgend einer bestimmten unserer Carven fortbewegen mögen, die Function y^r^ 

und daher auch die Unge BL (Fig. 11. und S* 70.) stets einen constanten Werth; nnd zwar 
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beträgt dieser Werth bei der Curve dd* W gerade den C^jlSil^ ^^ ^^*^ ^®' ^*^*® ^^ 
CFig« 190 ^d^ ^^^ doppelten Ungen^Einheit 

S' 90. Wir kdnBten nun in ahnlicher Weise auch die durch die Gleichung DsC x lg. V 
ausgedruckten Curven untersuchen. Da jedoch die Eigenschaften dieser Gurren aus dem 
Yorhergehenden sich leicht würden ableiten lassen, so woDen wir zur Vermeidung you 
Wiedeitolungen die Discussion dieser Curven unterlassen und statt ihrer diejenige der durch 
die Cäeichungen 

u » V», 4 U + 27 V» « 

ausgedruckten Cnnre, d. h. der Gissoide vornehmen. 

Es gibt uns unmittelbar die geometrische Interpretation der gegebenen Gleichungen fol- 
gende zwei Grund -Eigenschaften unserer Gurve: Wo auch der Punct G und die Tangente 
HGl im Umfange der Gissoide gewählt werden mögen, stets ist (Flg. 2.): 

cotg. GAB « (cotg. CBA3S tg. lAB « (tg. HBA)» x C- ^\ 

Wir erhalten ferner aus den gegebenen Gleichungen durch Differentiation folgende Gleichungen 

deren geometrische Interpretation uns andere Eigenschaften der Gissoide kennen lehrt, die 
ntmlich, dass (Fig. 2. und $. 65., Fig. 11. und $. 66.> stets ist: 

^-3 X (cotg. GBA)S ^«^ X (tg. HBAy, ^-|J«3. 

Selzen wir in den gegebenen Gleichungen respectiiie 

U-V = 0, Ü + VbbO, 

so erhalten wir respective ausser den Goordinaten-Werthen o noch folgende andere Werthe 
der Goordinaten 

tt«v«+l Ü«^V- + V(-¥) 

oder u >■ V » -1, oder ü «■ - V « - V^- yj» 

woraus wir erkennen, dass unsere Gurve die Goordinaten* Aze TOT zweimal durchschneidet 
und zwar in den Puncten M und N (Fig. 1.) , und dass man an dieselbe von O aus zwei 
Tangenten zi^en kann, welche auf den Goordinaten«- Axen A'AA" und VBW Segmente von 
der Grösse 

AH « ± (V27) X AO, Bl « T (V«7) x AO 

respective abschneiden. [Hierbei ist zu bemerken, dass nach $• 75. und f. 168. diese Seg-- 
menie und daher auch diese Tangenten keineswegs als imaginir lu betrachten sind , wenn- 
gleich die Werthe der Goordinaten U und Y den Factor ^-^l «halten]. Weil femer die 
g^gd>enen Kett« respective die Elemente 

u»o, yso, ü««o, V«sO 

enthalten und in diesen Elementoi respective der Bedingung 

du dU 

onterworien sind, so erkennen wir, dass unsere Gurve die Goordinaten -Axe A'AA" zur 
Asymptote hat und die Axe XOX' im Coordinaten-Pnncte B berfthrt, wfihrend die Curva Aber-« 
dies«, weil in diesen BIement«i zugleich ist 



/ 
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in der Spitse dieser Asymptote einen Wendnng8«-Ponct besitit, d. h. diese Asymptote nicht 
durchschneidet, sondern stets an der nimlichen Seite derselben bleibt, nnd im Poncte B einen 
Rflckkehr-Pnnct besitzt. 

$. 91. Die Gleichungen der Cissoide , welche in $• 90. betrachtet wnrden , ent hidten 

keine Unbestimmte, wShrend die gewöhnliche Gleichung einer Cissoide y = z k~z1c 

eine Unbestimmte b enthält. Die Ursache dieses Unterschiedes ist darin zn suchen, dass die 
Längen-Einheit bei der Definition unserer vier Coordinaten-Systeme ($. 3 — 5.) als eine be- 
stimmte Linge OA gedacht wurde, während dagegen diese Längen-Einheit im Systeme 3cy ge- 
wöhnlich (S. 6.) nicht näher bestimmt wird. Untersuchen wir zur Verdeutlichung der Sache 
die Anzahl der in einer Gleichung anzunehmenden Unbestimmten etwas näher. 

Es werden nach $. 2 — ö., so lange sowohl die Lage der Coordinaten-Puncte A und B 
als auch die Natur der Rmcfion f gegeben ist, durch die Gleichungen 

fCxy) = 0, f(XT) s= 0, fcuv) = o, f(UV) =: o 

▼ier verschiedene Curven angedeutet, welche sowohl in Form , als auch in Lage und 
Grösse vollkommen bestimmt sind. Denken wir uns dagegen, während die Function f 
noch stets bestiumit bleiben mag, die Lage der Puncto A und B als dne willkfihr- 
liche und unbestimmte, so ist es uns erstens erlaubt, das System dieser bdden Puncto, 
und mit diesen auch die vier Curven, an jeden beliebigen Ort der Ebene, worin sie sich 
befinden, zu versetzen; dann aber auch können wir die Puncto A und B jeden f&r sich ver- 
setzen und also ihre gegenseitige Entfernung AB und daher auch die Längen - Einhdt AO 
vermehren oder vermindern. Dies würde zur Folge haben, dass die vier Curven sich mit 
Beibehaltung ihrer Form verkleinerten oder vergrösserten, so dass die durch die Gleichungen 

f(xy) =3 o, f(XY) = 0, fCuv) = o, f(UV) =: o 
ausgedrückten vier Curven, sobald das die Coordinat-Systeme Bestimmende, d. lu die Lage 
der Coordinaten-PunctOi unbestimmt wird, auch selbst in Lage und Grösse unbestimmt werden« 
Dieses können wir uns auch so vorstellen , als ob bei unveränderter Lage der Coordinaten^ 
Puncto die Curve selbst eine Versetzung und Vergrösserung erlitte und also nach $. 196. im 
Systeme xy durch die Gleichung 

f (c + ax + by, d + by — ay) =: 
und ebenso in den Systemen XT, uv, UV durch Gleichungen mit vier Unbestimmten ausge- 
drückt würde. 

So wie nun in eine bestimmte, d. h. o Unbestimmte enthaltende Gleichung einer be* 
stinunten Curve durch das Unbestimmtwerden der Lage der Coordinaten-Puncte vier Unbe- 
stimmte hineinschlüpfmi , so können whr umgekehrt auch aus irgend einer 4 oder >4 Un- 
bestimmten enthaltenden Gleidiung, sobald wfar die vorher unbestimmt gewesene Lage der 
Coordinaten-Puncte in irgend einer Weise bestimmen, im Allgemeinen stets vier Unbestimmte 
wegschaffen, wie wir z. B. aus der Gleichung 

AX« + BT« + XT + DX + ET =s 0, 
welche nach $. 147. eine Parabel ausdrückt , in $. 158. alle vier Unbestimmten wegschaff- 
ten und also die Parabel ins. 167—169. durch Gleichungen mit o Unbestimmten ausdrücktet. 
Daraus erkennen wir , dass die Parabel , die Cissoide , die BemouillPsche Lemniscate und 
überiiaupt jede Curve, deren Form vollkommen bestimmt ist, in jedem unserer vier Coonü- 
naten-Systeme durch eine o Unbestimmte enthaltende Gleichung ausgedrückt werden moss, 
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weoagMcli die Gleiolraiig dner Mlchen Curve nach gewöhidiclier Betqichtaiigsweise eina 
UnbesUminte sor Andeatang ihrer nnbesiiiiimt gehmenen Grösse entbitt. 

§. 92. Damit wir aber ans der gleichzeitigen Benntsnng miserer vier Ceordinaten -Sy- 
steme den YOÜstindigen in $. 38. angegebenen ▼orthefl ziehen können, mfissen wir nicht nur 
irgend ein analytisches Factom geometrisch nach $. 37—79. in unseren Coordinaten^Syste^ 
men interpretiren können, sondern wir mikssen anch im Stande sein, irgend mne im Systeme 
xy oder in irgend einem anderen unserer vier Systeme ansgedrfickte Corve anch in den drei 
tbrigen Systemen ansdrficken zn können. Betrachten wur erstens den Uebergang Yom Systeme xy 
sn dem Systeme XT, mit anderen Worten, sehen wir, wie die Functionen f und F verbnndM 
sein mfissen,damit die dorch f(xy)=:o nnd F(Xir)=:e ausgedrückten Corren identisch sind. 

i) Die Methode, welche sich gleich darbietet, besteht darin, dass wir unmittelbar mit- 
telst der Formdn von $. 7. die gegebene Gleichung f(xy) = o ds eine Differentialgieichung 



'(i:t^',T7]j) = '(^^'S) = 



des Systems XT betrachten und alsdann nach $. 8. die singulare Lösung F(XT) = o dieser 
DüTerentialgleichung zn bekommen suchen. Es ist aber diese Methode , wenngleich theore- 
tisch ganz leicht^ praktisch nur dann ausführbar, wenn wir die Differentialgleichung 

F^X,T, ^^==0 integriren können, d. h. wenn diese Differentialgleichung eine ge- 
wisse Binfachheit besitzt. 

2) Es ist daher besser, sich einer anderen Methode zu bedienen, mittelst welcher man im 
Stande ist, eine durch eine Gleichung von der Form f(xy) = o ausgedrückte Curve nicht durch 
Integration, sondern durch blosse fflimination im Systeme XT auszudrücken. Wir gelangen 
zu einer solchen Methode mittelst der Bemerkung, dass die an die Cunre f(xy) = o in einem 
beliebigen Puncte x=p, Y=q gezogene Tangente X=f T=Q nach $. 79. zum Ausdruck hat 

^ (.-„ + '^ CT-« = .. 
eine Gleichung, wdche wir auch, wenn wir zur Abkürzung setzen 

dfrpa> dfroof) 

-J^ =r v<pq), -^ = /Cpq), pxiKp©+qx;:(P«) == 9(P4) 

in folgender Weise schreiben können : 

»OM) . . KP© ^ _ I 

9(P<D »(Pq) ^ ~ 

Da nun diese Tangente ausserdem, ihrer Definition nach, das Element XoP, Ts=Q und ddi« 

nach $. 9. die Kette Fz «^ Qy =s 1 darstellt , so sind die beiden Grössen p und q mit den 

beiden anderen Chrtssen P und Q durch die zwei Gleichungen 

p — *ÖÜÖ 0=5 ^^^ 

?p(pq)' 9(pq) 

verbunden, wihrend sie überdies mit ihnen durch die dritte Gleichung 

Pp + Oq =: 1 
verbundM sind, wdche ausdrückt, dass die betrachtete Tangente durch den Punct xasp, 
yi=aq gehen soll. EUminiren wir aus diesen drei Gleichungen die zwei GhrOssen p und q, so 
drüd^t die so gewonnene Endgleichung F(PQ)sso den Znsammenhang aus, wdcher z?risches 
im Werthen P und Q der Coordinaten X und Y einer beliebigen Geraden stattfinden muss, 
damit diese Gerade die Cunre fOqr) = o stets berühre, so dass wir durch Yerwechsdnag 
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von P imd Q Vit X ud T den gamcblen Ausdruck F(XT) s o bekowsen, wodnrak fi# 
Gurve f(xy) =: o im Systeme XT angedeutel wird« 

3) Wenngleich bei der vorhergehenden Methode iKeine Integration vorkommt^ eo macht 
dennoch die bei ihr yorzonehmende Elimination die Methode bisweilen ziemlich complidrt. 
Es ist daher oft besser , die Integration dennoch vorxnnehmen. Allein die bei der Methode 
Nro. 1. ans der Complicirtheit der gegebenen Gleichung f(xy) s o entspringende Complidrl- 
heit der Integration ist dadurch zu yermeiden, dass wir statt dqr g^gebenen Gleichung 
fCzy) s=: selbst 9 ihre Differentialgleichung nehmen, da alsdann die beim Uebergang zum 
Systeme XT aus ilur erhaltene Differentialgleichung des gesuchte Ausdruckes in vielen Fällen 
eine einfachere Form besitzen wird, als wenn wir nach Methode Nro. 1. von der gegebenen 
Gleichung selbst der gegebenen Curve ausgegangen wären. Denn bringen wir die Differential- 
gleichung der gegebenen Gleichung auf die Form F f^-, ^j s:?i o, so bekommen wir hierauz 

""dX* **- 7 ) — o d^ gesuchten 
Ausdruckes FCXY) = o. Nur ist zu bemerken, dass' allhier, so lanjge wenigstenSf wie es im All- 
gemeinen der Fall ist, ficxy) CSS ein particuläres Integral voufT^, -t-^ =a o isl^ nieht wie 

(AY Y "N. 

— jY» "^ «» i±=:Of sondern das idlge- 

meine Integral F(X, Y, C) = o derselben genommen werden muss, so dass bei unserer jetzigen 
Methode Nro. 3. noch eine mittelst einer anderen Methode zu bestimmende Unbestimmte C in 
der resultirenden Gleichung der Curve zu bestimmen äbrig bleibt. 

Zu den Curven, deren Ausdruck sich mittelst der Methode Nro. 3. aus dem Systeme xf 
bk das System XT leicht übertragen lässt, gehört unter anderen diejenige Classe von Curven, 

deren Differentialgleichung die in Bezug auf ^ und ^ homogene Form hat 

ans welcher wir unmittelbar die von der vorigen in Form nur wenig verschiedene Differen- 
tialgleichung der gesuchten Curve bekommen : 

— (f)-"(S)*'(?j-(4)(j?)-''(Sfr-»(3f)' 

Noch geringer wird dieser Unterschied , wenn die' DifferentlalgleichBng der gegebenen eine 
iwAigliedarige ist und also die Foim 

•(i)'(£)"-^(ir(S)'=-*«g=HJr 

besitzt. Es wird alsdann die betrachtete Curva im Systeme xy durch eine Gleichung von der Form 

x'a 4- y^/J = C 
ond ebenso im Systeme XT durch eine Gleichung von der Form 

«=rx(^)'' od« x'. •• + 1'. /r = c 

iQSgedrftckt. Zur besseren Einsicht in die Weise, wie die drei Constanten 9f, /T, p* von den 
drei Constanten «, /», p ubhängig sind, wollwi wir uns die primitive Gleidittng der Curve 
imler der Form 



4. etc. s=s o. 
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«•Ig«' «peeiflUer Currea. ^ 



gegeben denken j es wird alsdann diese nnr« i- o . 

renöalglcichnng '^ *^^® *" System xf «vgedrickt dwch die Diff». 



- »^ 



«d d..er .OH 5.7. I„ Syste« XT_d.ch die Dirl^ili, '"' 



äaher durch die endHpl.« ci-5-.. ^ ^' ^'' U/ 



and daher durch die endliche Gleichung 

(5L+») /»^rSv /«+„. .^— , 

TTZ:i"' r'"^" ^^^ ^^'^ ^'— - ^"^ -e Be^, d.s. die 
Cons^ee ^ gewisse specieUeWertheh^on.n.ensoO, soerhalten Wir r 

» sel"Jen?I ". ^'" '''""'*'*' ""' '" "^ Coordinaten - A.en XOX« und TOT 
^^^Zi^t^^::: '-"^'^ ^ '- «^-- ^ -«^ XT respecttve .u. 

"* ? - +2, «0 sind die beiden Ausdrflcke der Curve: 

-jT +-y— C, a^V«x^+b*^/a^^^C. 

teendlich "*-J, 8oistdieC«rTeeineP»r«beliUHierarO«ta»«,..w_*l, 

«larch die Gleichoftgen ^ ""* '^ re^P««« 

<laher auch durch "'*'''■*■*' '*'•'' = *'' • Vt- X+b lg. T=(r. 

respecäye tusgedrflckt *'* ^'*™^' X-. t*=C 

- ilX'^^n "^genf eirbUt:t:re%f r" ^^^^ i" ^''>- ^ ^^ ^- ^- ««^^ 
«w nicht nur cinige''wenlge Fom« od^L^'^^ = " '" ^^•»« ^ ««sgedrückt w«^ 
C«r^e ausdrückenden Gleichunir pS^ -- « T T'^* %enschaften der die nämliche 
« «ehren, ausgenommen „ur^Sfleile^r*? t ganze Gleichung P(XD:=o kenne« 
C «u bestimmen übrig bUeb Es iL «1^^'* *•'' "^*"*'" ^"- 3- »och eine Conslante 

» n. US kann sich indessen ereignen, dass bloss verlangt würde. 



iBD Erster Abschnitt. Die 4 Coordioiteo-fifsteiM xjr^ XY^ ut^ UV. 

gewisse Eigenschsflen der gesackten CadchoBg F(XT) ss o lo beitfnioieiit in welchen VSBm 
wir uns folgender Methoden Nro. 4.^ Nro. 5. nnd Nro. 6. bedienen können. 

Betrachten wir erstens folgende Methode, welche zwar einfach ist, allein nur dann an^ 
wendbar, wenn die gegebene Cnnre eine a]gd)rai8che 

fCxy)»a4-bx+ey+ . . . + dx"y»+ei«7»'4- ... =0 
ist, und wenn nns von der gesuchten Gleidinng 

F(XY)sA+BX+CY+ . . . + DX'nr'^+BX"'T«'+ . . . 5= o, 
die Anzahl der Glieder nnd die Grösse der Exponenten von X nnd T bekannt sind , so 
dass wr noch die CoefBcienten A, B, C, etc. zu bestimmen fibrig bleiben. Wir können als- 
dann ans der gegebenen Gleichung durch Differentiation 

dy__ df (xy) , df(xy) 

3x "" dx " dy 
und hieraus weiiär, wenn wir uns der bei Methode Nro. 2. benutzten Temdnologie bedienen, 

1 df(xy) 

y dy _ XW) 

^^dx *^dx^^^ ^Sf^ 

ableiten. Die gesuchte Function F(XT) muss also im System xy durch 

yCxy) ^ 9W) +••• + *' L,(xy) J Lycxy) J + " Lycxy) J L^cxy) J 
und daher die Gleichung F(XT) = selbst nach Bntwickelung und Multiplicimng mit einer 
gewissen Potenz von ^(xy) durch 

o+/Jx+yy+ . . . + Äx'y+sx^y + . • . s=s 
ausgedrückt werden, wo a, ßj y^ ^, c, etc. gewisse Functionen von A, B, C, etc. und a, b, e, 
etc. bedeuten. Da nun diese Gleichung mit f(xy) s=: identisch sein muss, so mflssen ihre 
Coefficienten von deigenigen von f(xy) s= nur durch einen Factor verschieden sein, so 
dass wir ein System von Gleichungen bekommen 

mittekt dessen man durch Elimination der in den Grössen a, /}, y^ etc. vorkommenden Coefficientai 
A,B,C,etc. diese Coefficienten A,B,G|etc. als Fonctionen der gegebenen a,b, c, etc. ausdrücken kann. 

5) Eine andere Methode , die mit einer gegebenen Gleichung f(xy) sss in geometri- 
scher Bedeutung identische Gleichung F(XY) := annfthemd zu bestimmen, ist diese, dass 
man sucht, ob nicht aus der Natur der gegebenen Function f folge, daSs die CUrve f(xy) s: 

gewisse spedelleGrenz-Elemente von der Art ^~^9 oder ^^ ^elc. besitze, in welchem 

Falle die nimliche Curve FcXY) s=s nach $• 40. auch gewisse Elemente des Systems XY 
besitzen muss, deren Coordinaten-Werthe gewisse specielle Werthe oder 00, etc. besitzen« 
Aus diesem Besitze specieller Elemente erlangt man alsdann weiter gewisse Eigenschaften der 
gesuchten Function F. 

6) Es gibt endlich eine gewisse Classe von Eigenschaften einer gegebenen Gleichung 
f(xj) s= , welche man wegen der Uebergangsfonndn von g. 7. unmittelbar auf die die 
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nimliche Curve ausdruckende Gleichung: F(XT) ss o unverändert flbertragen darf. Ba habe 
s. B« die gegebene Gleichung die Form 

a+(bx+by)+(cx2+dxy+cy*)+(ex'+fx*y+&T2+ey«}+ . . • = o, 
d. h« es sei die gegebene Function f eine solche, dass man hat 

f(xy) s f(yx), 
d. h. es werde die gegebene Curve durch die Gmde LOL' (Fig. 1.) symmetrisch haftirt und 
bleibe also ungeindert, wenn sie um diese Gerade als Aze umgewendet wird, d. h. wenn in 
ihrer Gleichung die Coordinaten x und y durch y und x respective ersetzt werden. Da mm 
unsere Curve auch durch 

FCXT) s F /_J_r. , ^\ = o 



v^-^l' y-'SJ 



ausgedrfickt wird, so folgt aus der angegebenen Bedingung, dass es uns auch in letiterer 
Gleichung erlaubt ist , die x und y ohne Aenderung der geometrischen Bedeutung durch y 
und X zu ersetzen und die Gleichung daher in 



( dy' di| 



= F(IX) = 



umzuindem. Daraus folgt, dass die gesuchte Gleichung F(XT) =: o eine solche sein muss, 
dass identisch ist : F(XT> = F(YX) , 

d. h. dass sie eine Form besitzen muss 

A+(BX+BY)+(CX»+DXT+CY«)+(BX8+FX«T+FXT«+BT8)+ ... =0 
von der nSmlichen Art, wie diejenige der gegebenen Gleichung f(xy) = o. 

Hätte dagegen die gegebene Curve die Gerade XOX' zur Halbirungs-Axe, d. h. hätte 
ihre Gleichung die Form 

a+bx+cx*+dy*+ex*+fxy*+gx^+hx«y«+ky*+ . . • . ^ o 
und daher die Eigenschaft f(+x, +y) = fC+z^-y)» 
so mflsste die gesuchte Gleichung 

F(X,Y) ^f/-±—. , L^\ = 



v^^* y-^) 



obne Aendernng der geometrisdieii Bedeutiing in 
F 



(.ii:^' Z:^^^)%.4' a^) 



sF(X,-I)=so 



abgeändert werden können und daher die Form 

A+BX+CX2+DT«-hEX9+FXY2+GX*+HX«T«+inr*+ • . • = o 
besitzen, d. h. wiederum mit der primitiven Gleichung in der Form coinddiren. 

In ähnlicher Weise ergibt sich , dass , wenn die gegebene Gleichung irgend einer, voii 
den beiden Bedingungen 

f(+x, +y) s f(-x, +y), f(+x, +y) s f(-y, -x) 
unterworfen ist, alsdann die ianalogen Bedingung» 

F(+X, +T) s F(-X, +T), F(+X, +T) s F(-T, -X) 
bei der gesuchten Gleichung F(XT) s=: o stattfinden müssen. 

Die im Vorigen betrachteten Methoden von Nro. 1<— 6«, welche dazu dienten, eine im 
Systeme xy ausgedrfickte Curve f(xy)=:o im Systeme XY auszudrücken, sind zugleich dieje- 
nigen^ mittelst welcher man eine unter irgend einer von den vier Formen 

11 
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gegebene Corve respective auf die Form 

FCXY) = 0, f(ry) » o, F(ÜV) = o, /tw) =s o 
bringen kann , da diese vier Uebergänge nach $. 7. in analytiscbOT Hinaicbt identisch .sfnil. 
WoUen wir dagegen die gegebene Cunre dnrch die Form 

/tu?) s= 0, F(ÜV) =r 0, f(xj) szr 0, F(XY) =c o 
respective ausdrOcken, so brauchen wir uns der complicirten Methoden Nro. i«— 6. nicht m 
bedienen I sondern wir erlangen nach $. 11. mittelst einiger leichten algelNraischen Snbsttta«- 
tionen unmittelbar die verlangte Gleichung. Wollen wir endlich die gegebene Cvve aaf die Fem 

F(UY) = 0, A«v) = 0, F(XT) = o, f(xy) = o 
respective bringen, so können wir entweder die Formeln von $. 11. in die gegebene Glei- 
chung substituiren und alsdann die singulare Integralgleichung der gewonnenen Differential- 
gieiohungen zu erbuigen suchen, oder aber wir können die beiden vorigen Uebergänge conn 
|)iniren und zwar in zwei verschiedenen Weisen , da wir z. B. , um eine unter der Form 
f (zy) = gegebene Curve im Systeme UV auszudrficken, entweder vorerst mittelst der einen 
oder der anderen der Methoden Nro. 1—6. die f(xy) =: o zu P(XY) = o und nachher diese 
F(XT) = mittelst $. 11. zu FtVV) =: o, oder aber vorerst die fCxy) = o mittelst $. 11. 
zu f(uv) = und nachher diese /{[uv) = o mittelst der Methoden Nro. 1 — 6. von $. 92. 
JB i^UT) sc o uminderen können. 

$. 93. Wir untersuchten in $. 80. eine gewisse Kette vierten Grades. Betrachten wir 
aber jetzt die allgemeine Kette n^ Grades: 

4(?i7) = [A|»+Bg«>-*JH- • . . +C5i7»-'+Di7»]+[E5»-H. . . . +Fj7»-«]+ • . . +[65+Ba7]+K=0. 
Aus den Elementen der Algebra ist bekannt, dass eine solche Kette mit. irgend einer Kette 
ersten Grades aS 4-/^9 as 1 im Allgemeinen n reelle oder imaginäre Elemiente 

| = a, 5=a, 5 = äS^.., 

, ^ = b, fjsssh 

gemeinschaftlich hat. Hieraus ist ersichtlich, dass die Cnrvenfii(xy)=jd und £i(uv):^0 solche 
sind, welche irgend eine beliebige Gerade in n reellen oder inaginärenPuncten durcbschneideii, 
d.h. der Art sind, dass sie Curven n^ Grades, oder nach Flu che r> Terminologie, Curven 
n^ Ordnung heissen, während dagegen die Curven fnCXY) = ö und fii(UV) = solche 
sind, an welche man von jedem Puncto n reelle oder imaginäre Tangenten ziehen kann, d. h. 
solcher Art sind, dass sie Curven n^« Classe genannt werden. 

So wie nun jede andere Kette ersten Grades a^+ßtj = 1 , so auch hat die beim Un- 
endlichkleinerwerden der a und ß aus ihr entstehende gemeinschaftliche Grenzkette Cl+C'i} =: ao 
n reelle oder imaginäre Elemente mit der Kette fnCSi;) :s gemeinschaftlich und zwar die 
Elemente 

5 = 00, 5=300, 5 = 00, 

^ = a, 9 = 00» ^ ~ ?^ etc. 

n b 17 b* 17 __b^' *V 

?— S' 5—5^' I — cl 

welches uns in den S^^temen uv und XT nichts Besondres meld^, sondern uns bloss sagt, 
dass auch die Gerade XOX^ von fB(uv) ss o in n reellen oder imaginären Puncten 'durchs 
schnitten wird, und dass man auch vom Puncte aus, n Tangenteh an die Curve fn(XT) = o 
ziehen kann, während dies dagegen im Systeme xy uns meldet, dass jede Onrve n^ Ord- 
nung im AUgemeteen n reeHe odw imaginäre Asymptoten besilzt. 

S« M- Wenn wir die allgemeine Curve fn(xy) ss nach der Methoide Nro. 4. von 
$. 92. im Systeme XT ausdrAcken, bekommen wir 
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wd daher, weil ntch $. 7. der Uehvifpaig von XV iit xy mit devfcoigeii von zy so XT 
identiscb isl, 

^- 9n(XY) ' y- 9„(XT) ' 
woraus weiter folgt 

80 dass wir nach Mattiplicirong mit dem Factor f(Xi) die Gleichang F(Xt) =: o einer 
Corve n(n— ly^ dasse bekommen als Ansdrack der gegebenen Curve n^' Ordnung fn(3cy)=o. 
In ähnlicher Weise ergibt sich, dass überhaupt die vier Cunren n^' Ordnung und n^ Classe 

fo(Xy) = , fn(XY) =: , fn(U?) =5 , fn(lJV) es 

zugleich respective gewisse Gurren nCn— 1)^» Classe oder nCn— 1)^ Ordnung 

Fn(a-1)(XY) = , Fn(«.-l)(Xr> = « » Fn(n-l)(llV) = , Fn(o-l)(UV) = 

sindy während dagegen, weil die Zahler und Nenner der Formeln 

1+x „ 1-X u-v Y V-» 

« = — , U = ^.^Y-» ^ = 54T' * = ?+¥ 
von §. 11. Functionen ersten Grades sind, die nimlichen vier Cnrven zugleich respective die 
allgemeine Curve n^«' Ordnung oder n<» Classe 

/o(uv) = o, f„(Uir) = o, f'n(xy) = o, rn(XY3 = o 
bedeuten. Daraus lisst sich weiter schliessen, dass genannte vier Curven zugleich gewisse 
Corven n(n--l)<«' Classe oder Ordnung 

^n(n-.l)(üV) = 0, F„(n-^)(UV) = 0. F'n(a-1)(XY) = , F'„(„-l)(xy) = 

bedeuten. 

$. 95. Wir betrachteten im $. 93. und $. 94. die allgemeine Kette n«» Grades, d. b. 
diejenige, deren Gleichung fnC^i;} 3=0 die vollständige Anzahl von | (n+l) (n+2) Gäiedera 
besass. Es kann aber die Function f solcher specieller Natur sein, dass die Coefficienten von 
gewissen dieser |(n+l) (n+ 2) Glieder sich auf reduciren. Nehmen wir erstens an, es sei 
A = 0, d. h. die Grösse i^ komme in keinem Gliede von tniSi) c=: vor. Es wfirde 
alsdann , w|nn wir tj einer gewissen Grösse a gleich setzten , diese Substitution 17 := a die 
Gleichung tnCSi) = ^ ^^^^^ *vf ^b(I) = ^ sradem auf Pn^tiS) == o reduciren, so dass die 
Kette 47 := a mit der Kette fn(Si7) ==0 nur n— 1 Elemente^ deren Coordinaten endHch wären, 
gemefaischaftlich hätte, weil das n^ gemeinschaftliche Elemeiti die Form 17 s= a, £ ss 00 h^ 
sässe. Wenn femer die drei Bedingungen 

A=so, 6 = 0, E = o 

zugleich stattfinden, d. h. wenn die Grössen S" und ^n-^ beide der Gleichung tnCii) ^^ ^ 
feUten, so wfirde jede Kette von der Form 47 =s a mit fnC^y =s ein Doppel-Blemeiit von 

der Form § =: oo , ~ =: gemeinschaftlich haben. Ueberhaupt wemi in (nQi) = keine 



Grössen von der Form |» vorkämen, wfirde die durch die Kette fnCSi;) s= in den vier 
Coordinaten-Systemen ausgedrückte Curve respective folgende Bigenschrflßu besitzen: 
Die Curve fnCxy) =: wfirde n-^m zu YOY' senkrechte Asymptoten besitzen, 
„ ,) fnCXY) = „ n-m Male die Axe YOT berfthren, 
„ 9 fii(uv) s=: „ „ 9 durch den Funct B gehen, 
9 n ftt(UV) =0 „ 9 9 die Axe A' AA" berfihren« 
Wenn dagegen in derGleichraig fiK^) s= o keine Grössen von der Fenn y»' voikomoieni 
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BniM die vorige geometrische Bedeotung so umgetaiderl werden, dass n— m dnrdin— n' und 
TOT, B, A'AÄ'' diircli XÖX', A, B'BB" respective ersetzt werden. Es können endlich Ket- 
ten fnßv) =i o Torkonunen von solcher Form, dass sie bdden Specialisirangen aoj^eidi an- 
terworfen sind. Ist z. B. m=:m' an— 2 und finden daher die 2x3 Bedingungen 

Abo, B = 0, E =: 0, 

D = o, Cäo, Fsso 

n gleicher Zeit statt, wie z. B. wenn die Kette die Form hat 

a5V+b5«a7+cgi7«+d5«+e57+fi7*+gS+^+k = <>> 
so wird die Corvo (n(ifji = o respective folgende Eigenschaften besitzen : 

fnCxy) =: wird zwei mit XOX* und zwei mit TOT parallele Asymptoten besitzen, 
tniXY) so 9 TOT zwei Mal und XOX* zweimal berOhren, 
fnCuv) so 9 zwei Mal durch B und zwei Mal durch A gehen, 
fnCUY) so 9 AAA' zwei Mal und B'BB" zwei Mal berühren. 
Eine zweite Art von Specialisirungen ist diejenige, bei welcher die Kette C^+Cj^ s qo nicht 

nur mit der gegebenen Kette (nilfO = o selbst, sondern auch mit der Kette f[-^, - js: o 

eine Elementen - Gemeinschaft hat , d. h. bei welcher die Kette fnCli;) s o das Element 
S s 0, 4} s: besitzt und also der Bedingung K s o unterworfen ist. Es kann diese Spe- 
cialisirung dahin erweitert werden, dass die Bedingungen 

6s 0, Hso, Kso 

n gleicher Zeit statt finden, d. h. dass keine der vier Grössen f^, i\ tf^j 17^ in der Gleichung 
&(S^) s: vorkommt , in welchem Falle die Kette Uifyi) =: ein Doppel - Element von der 
Form Sso, 17=50 besitzen wflrde. Ueberhaupt, wenn in der gegebenen Gleichung fn(S]7)cao 
keine Grösse von der Form S^ oder ^^^ vorkommt, hat die durch diese Gleichung ausge- 
drflckte Curve respective folgende Eigenschaften : 

fa(xy) s hat in einen mfachen Punct, 

fn(XT) =s hat m parabolische Asymptoten, 

LCuv) s: hat m zur Axe XOX senkrechte Asymptoten, 

f.(Uy) s o berflhrt die Aze XOX' m Mal. 
S« 96« Fahren wir mit der vorigen Specialisirung fort, bis die Kette &($») s ein 
ii-*lfaches Element S so, ti^zzo besitzt, d. h. bis in tn(fyi) = keine andere GUeder ver- 
kommen, als diejenigen, bei welchen die Summe der Exponenten die Grösse n betrigt, so 
eiludten wir eine neue Art von Specialisirung, bei welcher die Gleichung fn(|i7) = solchw 
Natur ist, dass sie sich in das Product 

f.ßa7) 5 f.ßiy) X f^ili) X t\Csi) X etc. s 
leriegen lässt. 

Es kann jedoch letztere Art von Specialisirung auch dann noch stattfinden, wenn die 
iweite Specialisirung von §. 95. nicht stattfindet Nur haben alsdann die Ketten ersten Gra- 
des, in denen fnCSiy) s sich zerlegt, nicht wie im vorigen Falle die Form: 

f,ß9S a'5+b'i7so, r^Csn)^v'l+V'n — o, ri(&7) s a "S+b"!? s , 
sondern die allgemeine Form: 

fiÖ9) s ag+b'a7+l=so, r,(&7) s a1+b'>r+t s 0, etc. 

Die Kette tmitfi) = ^ reducirt sich bei dieser Art von Specialisirung zu einer Gruppe 
f on n verschiedenen Ketten ersten Grades des Systemes %fi ; und da durch diese n Ketten 
iCa) (n* 1) ihnen respective gemeinschaftliche Elemente dieses Systemes Iti bestimmt werden, 
80 kann man auch sagai, dass die Kette faCS?) s: bei dieser Art von ^ecialisirung adi 
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auf eine Groppe von Z ' Elementen des Systemes £7 redacirt ; nur mfissen diese letsteren 

alidaim ab DoppeUBlemente betrachlet werden, da jedes von ihnen sowohl zn der einen als 
n der anderen der beiden Ketten gehört, welche es znm gemeinschafttichen Elemente haben. 

Wir können nns von der Noihwendigkeit der Yerdoppelnng dieser Anzahl von Z ' 

Blementoi näher flberzengen durch die Betrachtung, dass die gegebene Kette faCS?) == nach 
f. 94. im Systeme BT durch eine gewisse Gleichung n(n - 1)^ Grades ausgedrückt wird. 
Es kann nun eine solche Kette FB(n-i) iST) sa , so wie überhaupt die allgemeine Kette 
B(n— 1)^ Grades des Systemes Sf zwar bei einer gewissen Art von Specialisirung der 
Function F auf die Form 

F«(n-i)CSP) s FiCST) X F\cSr) X F\(fiT) x «*c. , 
d. h. auf eine Gruppe von n(n — 1) verschiedenen Ketten ersten Grades des Systems fiT, und 
daher anf eine Gruppe von nCn — 1) verschiedenen Elementen des Systems S^ sich reduciren ; 

eine weitere Redution jedoch auf <n(n— 1) oder sogar auf -^-^—^ Ketten von fifkann, 

wie man leicht einsieht, so lange f eine Function n^^^ Grades und daher F eine Function n(n — 1)^ 
Grades bleibt, nicht stattfinden; nur können beim Stattfinden der Bedingungen 

r.cST) s v\csr) , r\BT) = f'^cST), etc. 

die n(n-l) Ketten des Systemes ST sich je zwei und zwei auf "^"7 ^ Doppel - Ketten von 

BT^ d. h. auf Z DoppeLElementen von Ifj reduciren. 

Gehen wir jetzt von den Systemen $9 und BT zu unseren vier speciellen Systemen über, 
80 erkennen wir, dass die Bedingungen 

f«(xy) = f i(xy) X f i(xy) x etc., und f»(uv) = f^Cuv) x fiC^) x «*c* 
identisch sind und bedeuten, dass die Curve sich auf eine Gruppe von n im Allgemeinen von ein- 
ander verschiedenen Geraden reducirt, mit anderen Worten, dass die Curve, welche vorher eine ge- 
wisse Curve nCn — 1)^ Classe war, sich auf eine Gruppe von n(n — l)Puncten redncirt,welche je zwei 

and zwei . in den ^"r" ■ Durchschnittspuncten der vorigen n Geraden zu Doppel * Puncteii 

coinddiren, während dagegen die Bedingung 

fii(Xl) s fi(XT) X r^cXY) X etc., oder fn(üV) = fi(üY) x f'i(UV) x etc* 
bedeutet 9 dass die Curve sich auf eine Gruppe von n im Allgemeinen verschiedenen Puncten, 

d. L auf die Gruppe der J" ■ Yeremigungs-Geraden dieser n Puncto als Doppel-Geraden 

flieh reducirt. 
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f. 97. Wir wollen jetzt flbergehen zu der allgemeinen caeichung zweiten Grades 

Wenn wir unter g, 17 die Coordinaten x, 7 verstehen, so drückt diese Gleichung ^(Si7)=:0 be- 
kanntlich einen Kegelschnitt aus. Weil nun aber die einem Kegelschnitte dnrch Collineatiott 
oder Reciprocitil verwandte Figur bekanntlich ein neuer Kegelschnitt ist, und weil Oberdiess 
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Bach §. 9. und (. 12. die Figur f (xy) s=s o mit der Figur f(u?) =» o durch eine gewiswe 
specielle CoUineations - Verwandtschaft , mit beiden Figuren aber f(XY) =: o und f(UV) =s o 
dtttch zwei gewisse specieDe Redprocitäten verwandt ist, so ergM sich, dass alle vier 
COelcfaungen 

f,Cxy) = , £,(XT) =1 0, i;(uv) = o , f.CüV) =3 P 
Kegelschnitte ausdrücken. Es ist hieraus ersichflich, dass es vorzüglich die Untersuchung 
der Eigenschaften der Kegelschnitte ist,' bei W^Mler die gleichzeitige Benutzung unsere vier 
Coordinaten-Systeme uns vortheilhaft ist. Dc^n jede Eigenschaft eines Kegelschnittes gibt un« 
nach $• 31. sogleich mehrere andere von einander im Allgemeinen versdiiedene, mit einander 
dennoch innig verbundene Eigenschaften desselben. 

§. 98. Um nun aber die analytischen Eigenschaften der allgemefaien Gleichung tzCS^O^ssso 
bequem untersuchen zu können, ist es wohl am Geeignetsten, dass wir die Untersuchung der 
jfeigenschaften dieser Gleichung auf die vorher uns erworbene Kenntniss der Eigenschaften 
der allgemeinen Gleichung ersten Grades fiQfj^ =s o gründen. Denken wir uns also swei 
Functionen ersten Grades 9^1 (^) und V'iCS^), und wühlen wir irgend eine derartige einfache 
Function zweiten Grades F^C^} dass identisch ist : 

f,(5^) = f,[9)i(&7) , ViG9)l? 
so können wir die ziemlich grosse Gomplicirtheit der allg'emeinen Funeflon zweiten Grades ^ 
durch die geringere Complicirtheit des Zusammendenkens der drei einfachen Functionen 
F29 9^, Vi ersetzen. 

Soll uns aber die Annahme einer solchen Identität erlaubt sein, so muss die Gruppe 
dieser drei Functionen nicht weniger allgemein sein als die Function 4 ^^^ biQ^ ^^^ sech» 
Unbestimmten enthalten, weil die Function f^ deren sechs enthalt. Dachten wir uns also un. 
ler g>i und y\ zwei allgemeine Functionen ersten Grades, d. h. zwei Functionen 

9i(5^) = aS+b^+e, Vißj?) s c5+d/7+g, 
deren jede drei Unbestimmten rathielt, s6 würde die Anzahl der inFj enthaltenen Unbestimm- 
ten =d5— 2x3==o sein, d. h. es würde die Function F^ ganz bestimmt sein müssen. Weil 
aber die Reduction der Function f, auf die Functionen g>i und V'i ^^^^ '<t^ dient, die 
Gleichung f^ iiff) p= auf die Gleichungen 9^ Qtf) =: und rpiQ?j^ = zu feduciren , und 
weil jede Gleichung mit einem willkührlichen Factor multiplicirt werden darf und daher eine 
Constante weniger enthält als die Function, deren =0 Setzung sie darstellt, so können wir, 
ohne der Allgemeinheit der Gleichungen 91 (Si;) =0, rffiQfj) =s 0, f^CS^) st= o irgendwie 
zu schaden, von jeder der drei Functionen fj, 9^, ^i eine Unbestimmte hinwegnehmen 
und also die Anzahl der Unbestimmten dieser Functionen , statt auf 6 , 3, 3, auf 5, 2, '9 r^ 
spedive festsetzen. Für die Anzahl der in der Function F^ enthaltenen Unbestimmten be- 
kommen wir alsdann 5—2x3=1, so dass wir für die Function F2 irgend eine solche neh- 
men müssen, welche wir aus den bloss eine einzige Unbestimmte enthaltenden Functtottes 
zweiten Grades beliebig ausgewählt haben. 

$. 99. Es ist aber zu bemerken, dass die aus dem Kegelschnitt Cx(|i;) = o durch eine 
solche Reduction 

£,«1;) 3 F, lip,ihi^ , V1Ö9)] 
hervortretenden Ketten ^iCS^) = und tf/x Qfj') = im Allgemeinen nicht nur vom Kegel- 
schnitte ft(|^)=o sondern auch von dem gerade benutzten Coordinaten-Systeme S^ abhängig 
sind , d. h. dass sie sich, wenngleich der Kegelschnitt constant bleibt , im Allgemeinen den- 
noch ändern, sobald wir für die Lage der dem Coordinaten-Systeme gj; zugehörigen festen 
Pttticfe oder Geraden eine andere nehmen. Nur in gewissen specieUen Fällen kann es sieb 
eteignen , dass die Bedeutimg der Ketten f^ ($17) =3 e und V'i (^) s=s vom Coordniale»*- 
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gyrtfcm e imbUiigig ist» w^iiii nimlich dieselbe Unabhiogigkeit audi in diem Denjenigen vor«- 
kommi, welches die Beziehung zwischen den Ketten ft(&9) sk o, y |($^)s=: q, V'iß?) =^ o diUTf- 
Üellty wie dies z.B. Im^fifMeme zy statlfindet, wenn das diesen Znsanimenbang Darstellende die 
Kette CSH-C17 = OB ist| im System XT dagegen, wenn der Znsammenhang auf das Element 
{=30, y^ao gegründet ist, weQ nach (. 44. die Kette Cx+C.'yt= oo und das Element Xsso, Y=:o 
das Yom Coordinaten-Pnncte O unendlich Entfernte bedeuten , d* h. etwas sich bei Verlegung 
der Coordinaten«^Axen nicht Aendemdes. 

Die allhier vorzunehmende Discossion also der allgemdnen Gleichung des Kegelschnitt^ 
fjCSi;) = wird uns im Allgemeinen nicht etwas dem Kegelschnitte an sich Zukomme04^ 
Icennen lehren, sondern wird uns gewisse Eigenschaften liefern, welche der durch die Glei- 
obnng (2Qfi) »& ausgedrückten Sache , d. h« einer gegenseitig verbundenen Gruppe eines 
Kegelschnittes und gewisser fester Puncto oder Geraden, zukommen* Und zwar werden die 
einer solchen Gruppe zukommenden Eigenschaften mittelst unserer gegenwfirUgen Discussion 
anf die Eigenschaften gewisser Geraden oder Puncto 9i(£j7) = , und ViCS?) ^= ^ gegrto- 
det, welche dem Kegelschnitte nur in Bezug auf die festen Puncto oi&r Geraden des. Coordi- 
naten - Systemes zukommen. 

$. 100. Wählen wir also aus den verschiedenen, eine einzige Unbestimmte fi entl^al- 
tenden Functionen zweiten Grades FsCSi;) eine der einfachsten aus, nämlich die Function 

80 können wir die allgemeine Gleichung zweiten Grades mittelst dieser Function auf die Fory|i 

F,(|7) s A£«+B^2+C5j7+D5+Ej74-G s (ag+b^+l) x Ccg+djj+l)+fl = 
redneiren, wobei zu beachten, dass wir die Coeflicienten a, /9, }^, d, e, C der Function 4* 
M wie auch diese Function selbst, deutlichkeitshalber durch andere Buchstaben angedeutet 
haben, nm anzudeuten, dass die sechs Coefficienten der neuen Function F, nicht mehr a]^ 
sechs Unbestimmten enthaltend und daher als von einander ganz unabhängig, sondern als 
einer gewissen Bedingung x (A, B, C, D, E, G) sis unterworfen und daher nur fOnf Un»- 
bestimmte enthaltend zu betrachten sind. 

Versuchen wir nun mittelst obiger Reduction die Eigenschaften der allgemeinen Kette 
V2&J) = zu erkennen, und untersuchen wir also erstens, in weldier Weise die den obi- 
.gen drei Ketten zukommenden drei Coefficienten -Gruppen 

a, b, c, d, A, B, C, D, E, G, 

mit einander verbunden sind. Durch Entwickelung ergibt sich 

A|2+Bj72+C5j7+D5+Ea7+G s (ac)P+(bd)a72+(ad+bc)537+(a+c)S+(b+d)37+(fl+l) , 
so dass man die sechs Gleichungen 

A = ac, B s bd, C = ad+bc, D = a+c, E =3 b+d, 6 = JQ+i 
und hieraus weiter die ander e Grupp e 

a=:$(D± ypnirgX ), b==| (B±VJE?>' ö-r 1 

bekommt, mittelst welcher beider Gnijppen von Gleichungen wir die Coefficienten A, B, C, 
D, E, G in die Coefficienten a, b, <^ d, Q oder umgekehrt diese in jene ausdrficken können. 
Aus ersterer Gruppe ist ersichtlich, dass die Bedingung ;t(A, B, C, D, E,G)= 0, welcher die 
sechs Coefficienten A, B, C, B, 9, unterworfen sein mOssen , wenn die diese Coefficienten 
besitzende Function die speoieUe Form F^CS^!) haben soll, dicgenige ist^ dass diese sechs CmCp 
itrientM in den 6-1=6 Grössen a, b, 0, d, fl; alle mOssen ausgedrückt werden, d. h. dass 
sie znsanimenhangen mfissen durch die Bn^ichung 

C a ad+be = § DB-iV(D2-4A) (B<-4B), 
mit anderen Worten durch die Gieiohnig C^^AAB a GD£~BD<-ABS 
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welche man durch Elimination der filnf Grössen a, b, c, d, i2 aas den sechs Gleiehoageft 
der ersteren Gruppe Ton Gleiehnngen bekommt 

Ans dem Tor den Aasdrücken D^— 4A and B>— 4B siehenden Wonseiseichen ist enddA- 
lieh, dass, wenngleich der Kegelschnitt F2(&7) = o and die Coefficienten A, B, G, D,^» 6 
reeä sind, dennoch die Coefficienten a, b, c, d and daher auch die Ketten aS+bi; 4-1=0 
and cl+dti+i=o nicht immer reell zn sein brauchen, sondern dass sie reell oder imagkiSr 
sein werden, jenachdem die Ausdrflcke D^-4A und E^— 4B, und daher auch der Ausdrack 
C^— 4AB, ^o sind. Dies verhindert uns indessen keineswegs, obige Reduction auch dann 
noch vorzunehmen, wenn diese Ketten imaginär sind. 

$. 101. Damit wir nun aber die nach dem vorhin Abgehandelten als bekannt voraosssK 
setzenden Eigenschaften, der Ketten aS+bi74-l == o und c^+dti+l = o zor Untersuchung 
der Eigenschaften der complicirteren Kette F^C^} = o anwenden können, müssen wir uns 
nicht auf den zwischen den Coefficienten dieser drei Ketten stattfindenden Zusammenhang be- 
schränken, sondern wir mflssen auch sehen , wie die Ketten selber mit einander verbunden 
sind. Stellen wir also unsere drei Ketten 

^209) = , a|+b37+l = 0, cS+di7+l = o 

zur AbkArzung vor durch 

9 X X =: i2, 9^=: 0, X = 0, 

und suchen wir die der Kette 9 = o mit der Kette F2(S9)=o gemeinschaftlichen Elemente, 
d. h. substituirm wir j^ = o in der Gleichung FatS^') ^ ^— £2=:o, so bekommen wir dne 
Gleichung oxir-*-i2 =s o, welcher bloss unendlich grosse Werthe von x genflgen. In Ähn- 
licher Weise ergibt sich, dass den Ketten x = o und F2(Si7) = o keine anderen Elemente 
gemeinschaftlich sind, als solche, welche durch d'=ao, xs=o angedeutet werden. Während 
also irgend zwei mit der Kette F2(Sj7>=o in keiner Beziehung stehende Ketten ersten Grades 

9' ~ a'S+b^+l =3 0, US c'S+d'97+l SS 

mit VaCS^i = im ADgemeinen solche vier Elemente gemeinsdiaftlich haben, wdche dorch 
Ausdrflcke von der Form 

*' = o, • «'=3 0, 9=zg^ y=h, 

«' = e, «• = f , «• =: , it := 

angedeutet werden, stehen dagegen die Ketten ^ = und x = mit PtÜff) = in solcher 
Verbindung, dass die ihnen gemeinschaftlichen Elemente die specielle Form 

9 B 0, 9 SS Oj ^==00, 9 = 00 9 

«=soo, x = ao, xssOy ff*=s 00 

besitzen. 

S. 102. Aus der Beziehung, in welcher der Kegelschnitt PziSi) = o za den Ketten dsao 
mid xcso steht, ergibt sich, dass der nämliche Kegelschnitt auch auf das ihnen gemeinschafU 
liehe Element 

^ ^ u 4 ir d-i> 2BD-CE 

* - «S+biy+l = 0, 1= J3353 s p^--5jg. , 

^ A . «-• 2AE-CT 

eine gewisse Beziehung haben muss. Und zwar ist diese Beziehung folgende: 

Nehmen wir eine willkflhrliche , dieses Element enthaltende und daher durch 9'k-fiM=a^ 
anzudeutende Kette ersten Grades [wo fi eine unbestimmte Constante bedeuten mag], and sOf- 
eben wir die dieser Kette mit dem Kegelschnitte F^ (S17) s Ak - 12 =: gemeinschafUichw 
Elemente. Wir erhalten die gesuchten Elemente respective durch die Gleichungen 
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* = ± ^fiSi^ * = T //iß, 

, äQ imd _ äO 

angedeutet, so dass die gesuchten Elemente mit dem Elemente 9i=Oj ie=ao in solclier Wdse 
verbunden sind, dass die den beiden Functionen ^^äl^-^hfi+l und x ~ cS+d]7+i imBle- 
nente d'so, «=0 aukomraenden Werthe respective die arithmetischen Mittel sind derjenigen 
Werthe, welche den nämlichen beiden Functionen in den gesuchten Elementen zukommen« 
Ist nun aber 

so ist auch allgemein 

A»a+Bje8 + C=^(A«i+Bxi+C)+f(A*a+B«,+C), 
D*3+B«8+6==JCP*i+Bje4+6)+J(D»2+Ej«2+G), 
woraus sich, da die Grössen S und 97 in 9 und h durch Ansdrflcke von der Form S=A^+Bx+C 
nnd ^p=D9+Ex+Cr dargestellt werden, weiter ergibt, dass nicht nur die Werthe der Fun- 
ctionen 9 und IT, sondern auch diejenigen der Goordinaten $ und 97 im Elemente 9so, x=so 
halbirt werden. Das Element %^=o, x=o steht also nach {. 23. in solcher Beziehung zum 
Kegelschnitte ^+^2=0, dass es das Mittel-Element ist jedes Paares Ton Elementen, wel- 
che dem Kegelschnitte und irgend einer das Element enthaltenen Kette 3-+^ sa gemeiii- 
schaftlich sind. 

$. 103. Die Form dos aus der gegebenen Kegelschnittsgleichung 

Fa(&7) = (ag+bi7+lXcS+dj;+l)+i2 = 
durch Differentiation erhaltenen Ausdruckes 

d37 (cg+di7+l)a+(aS+b^+l)c 

H ~ (c5+ dJ7+ l)b+(ag+bj;+ l)d 

meldet uns femer, dass die Coordinaten-Function -^ in den so eben betrachteten beiden ffle- 

dg 

menten den nämlichen Wertfa^ = - 5^^ bekommt. Hieraus erhellt, dass das Element dsso, 

s( = auch noch in solcher Beziehung zum Kegelschnitte steht , dass es dasjenige Element 
ist, welches in irgend einer Kette ersten Grades Cl+Ca^+l ass enthalten sein muss, 

wenn die Function ^ in den beiden dieser Kette mit dem Kegelschnitte gemeinschaftlichen 

Elementen nur einen einzigen Werth besitzen soIL 

Aus der nämlichen Differentiation ergibt sich , dass der Differenttalquotient -^ in den 

beiden dem Kegelschnitte mit der Kette 

9 a äS+htf+l =3 oder x s cg+dij+l = 

gemänschaftlichen Elementen respective die Werthe 

a - c 

^ ^ oder - j 

bekommt, d. h. die nämlichen Werthe , welche auch dem Quotienten | in diesen Elementen 
der Ketten oder des Kegelschnittes zukommen, so dass man in diesen Elementen stets hat: 

f. 104. Gehen wir jetzt vom allgemeinen Systeme hi <nm speciellen Systeme zy über, 
und bedenken wir dabei, dass die die drei Ketten 9=30 , xso und ViCSi) =: verbindende 

13 
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Bedingimg nach %. 101. diejenige ist, dass die ihneh gemeinscIiafUichen Biemente „ T"^ * 

imd „ ^ ^ ^ . aOe zur Kette CS+C'9 = 00 gehdren, d, h. za einer allhier vom Coordina- 

let-Sfsterae unabhängigen Sache. Wir erkennen alsdamiy dass die gefondenen GMchwigeB 
mid Benehmigen allhier etwaa dem Kegelschnitte an sich Zafcomnendes bedeuten und sich 
ift folgender Weise aosdrficken lassen : 

Die Geraden ^s=o und x=o sind diejenigen Tangenten gg^ und fP des Kegelschnittei 
9x— 12==o oder dhej (Fig. 20.)9 welche ihn in den Spitzen seiner sich unendlich entfernenden 
Zweige berühren. Jede den Durchschnitts-Punct C dieser Geraden durchstreichende Chorda 
des Kegelschnittes, wie hCj oder ^+/u«c=so, wird in diesem Durchschnitts - Puncte halbirt 
Und die an den Kegelschnitt an den beiden Enden einer solchen Chorde gezogenen Tangen- 
tMi sind einander paralleL 

Es ergibt sich hieraus, dass im Systeme zy respecttve durch 

d- = und » £= 0, — » *4.ii)t=o 

' x = o, ^ 

die Asymptoten , das Oentramj ein Diameter 

des Kegelsdmüles angedeutet werden. Die nftmliche Terminologie woUen wir auf das allge- 
meine System ^ anwenden und genannte Sachen daher respective nennen: 

die AsymptotaU Ketten, das Central -Element, eine Diametral -Kette. 

Alle diese Sachen drücken nach $. 99. solche Puncte oder Geraden aus, welche dem 
Kegelschnitte FsC&y) = nur in Bezug auf gewisse andere Puncto oder Geraden zafconnneni 
wie sich näher ergibt , wenn wir genannte Sachen in den Systemen XT , uv , UV respective 
interpretiren : - ^ , 

S- 105* Die beiden Asymptotal - Ketten ^ := und x = bedeuten die Berührungs- 
puncte f und g (Fig. 21.) der beiden vom Coordinaten - Puncte ans an den Kegelschnitt 
F2(XT) = oder fhgj gezogenen, reellen oder imaginären Tangenten. Das dem Kegel- 
schnitte in Bezug auf das Coordinaten - System XY, oder, uS^ es besser auszudrücken, in 
Bezug auf den Ooerdinaten-fimct zukommende Central -Element ds=o, x «so ist die diese 
beiden Berühraimspuncte vereinigende Gerade fg, mit anderen Worten: es ist die Polare 
des Punctes als Pol in Bezug auf den Kegelschnitt fhgj als Directrix. Die Dia- 
metral-Ketten ^4./ix=o, ^+ju'x=o, etc. sind die verschiedenen Puncto k, fr, etc. der Ge- 
raden fg. 

Die beiden Asymptotal-Ketten d:=:o und x=o bedeuten die beiden an den Kegelschnitt 
F2(uv) SS oder fhgj (Fig. 22.) in den beiden reellen oder imaginären Pnncten f und g, 
wo er die Axe XOX* durchschneidet, gezogenen reellen oder imaginären Tangenten* Das 
dem Kegelschnitte in Bezug auf das Coordinaten-System uv oder in Bezug auf die Coordina- 
ten-Axe XOX' zukommende Central-Element d^=Q , xssao ist der DurohschnittBpnnct C dieser 
beiden Tangenten fC und gC ; d. h. es ist der Pol der Geraden XOX' als Polare in Bezug 
auf den Kegelschnitt fhgj als Directrix. Die verschiedenen Diametral-Ketten d+fcx=so, etc. sind 
die verschiedenen durch C gezogenen Geraden Chj, Chj , Ck, etc. 

Die beiden Asymtotal-Ketten ^=0 und x=o bedeuten die Puncte f und g (Fig. 23.), 
wo der Kegebebnitt F2(UV) =s oder fhgj von seinen zor Axe XOX senkrechicn, «eelkft 
oder imaginären Tangenten berührt wird. Das diesem Kegelschnitte in Bezug auf UV zu- 
kommende Central - Element ^ = , x = ist die Yereinigimgs - Gerade lg der beiden g^ 
Mnnteo Ptaicte, und die verschiedenen Punote k, k', etc« dieser Geraden % stellen die ver- 
schiedenen Dlametnd*Ketten »+/4xs=seo, etc. dar. 
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S* 1Q& inteiiimlirai wir jeW aiieh die BignscMt, wdche nseh f. 108. das CeaMi«. 
Element mit dem Eegetechnitte FsC&Sf) = Yerbindet^ in den drei Systemen XY, or, UV, so 
bekommen wir mit Rücksicht anf §. 25. Folgendes : 

Steht «in dUFch den Coordinaten - Piinct (Fig. 21.) eine dem Ceniral - Element k^ 
^äraOele Gcärade 10m , so wird auf dieser Geraden von jedem Paare Tangenten jkl nnd 
Um» f wdche von ii^göid «nem Punote k dar Garaden kfg an den Kegeisdkiult F^cXT) as o 
gezogen worden sind, ein in O halbstes Segment Im abgeschnitten, d. h. e^ ist stets : 

Ol = Om > 

Fällt man vom Genftal-Elemente C (Fig. 22.) anf XOX eineSenlvechte Ce, so ist f3r je- 
des Poncten-^aar h od j , worin der Kegdsduaitt F^Cnv) = o voa irgend einer den Puael 
C dorchstreiehenden Geraden durchsehnittai wird, stets: 

<j;jeX= ^heX; 

Zidii man von irgend einem Puncto k des Central- Elementes kfg cFig« 23.) an den 
Kegelschnitt F2(UV> es: zwei Tangenten klj nnd kHh, und zieht man fiberdiess zur Axe 
XOX* irgend eine das Central - Element in 1 durchschneidende Senkrechte UH, so wM 
das von diesen Tangenten anf dieser Senkrechten abgeschnittene Segment IH TOm Pnncte 
1 stets halUrt, d. h. es ist stets: 

U = IH. 
In Sludicher Weise erhallen wir ans der geometrischen Interpretation der nach §, 103. den 
Kegelschnitt F^C^) = mit seinen Diametral-Ketten verbindenden Beziehung Folgendes: 

Zieht man von irgend einem Puncte k (Fig. 21.) des Central-Elementes fg an den Ke- 
gelschnitt FjCXT) =: zwei Tangenten kj nnd kh , so geht die die Beruhmngspuncte ver- 
bindende Gerade stets durch den Punct 0; 

Zieht man durch das Central-Element C (Fig. 22.) irgend eine den Kegelschnitt F2(uv)=o 
in den Puncten h und j durchschneidende Gerade, so Uegi der Dnrchschnittspnnct k der 
beiden in diesen Puncten an .den Kegelschnitt gezogenen Tangenten hk und jk stets in der 
Aze XOX'; 

Zieht man von irgend einem Punete k (Fig. 23.) des Central- Elemaites t^ an den Ke- 
gelschnitt F2(Uy) SS zwei Tangenten kj und kh , so ist die die Bertiirungspuncte vereini- 
gende Gerade jh stets senkrecht zur Axe XOX'. 

S. 107« Die AsymptotatKetten hatten nach $. 103. die Eigenschaft, dass in den ihnen mil 

dem Kegelschnitte F2Q9) =: gemeinschaftlichen Elementen stets |^ = + 1 war* Die 

4x4ss3l6 Elemente also^ welche irgend emem Kegelschnitte 

^Cxy) s F,(XY) « f,(nv) s F,(ÜV) == 
mit den vier ihm req>ective in Bezug auf das System 

xy, XY, nv, ÜT 

aknmmenden Paaren von Asymptotal-Ketten gemeinschaftlich sind, sind also stets respeotive 
dm Bedii^vngen 

xdy _ , XdT _ . «dv _ , üdV _ . 

ydi""*"^' fax— ■*'^» ^ — +^» vaü—'*"^' 

nnd daher nach {. 67. auch der dnen oder der anderen von den beiden Bedingungen 

dY , dv , dX dx 

fflJ=+^^ i& = +^' dY = ^' df — ^ 
dv , dV ^ dx dX 

di = +*' du *== +^ dy = ^' W = ^ 

respective unterworfen. Und zwar, weil die Coordinaten xy, XT, uv, UV in diesen Blemenlen 
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ref^ecttre s=s oo werden ^ dieses Unendlichwerden aber a«f den Werth der Differentialqao» 
lienten ^\ aÜ ' 3" ' 97 ^^^^ Einflnss aosfibt, sondern bloss nach $• 11. den Werih der 

Quotienten ^ , » ^ ^ , »r , d« h. denjenigen der Differentialqaotienten. ^ , ^ , ^ , JL 

respecÜTe specialisiren kann, so sind obige Elemente den vier ersteren jener acht Bedingongmi 
unterworfen, d« L der Bedingong, dass rei^ective die Function 

dV dv dX dx 

3D' du' dT» ay 

einen constantm WerQi belcommt, welche Bedingung nach $. 103. besagt, dass die diese Ele- 
mente vereinigende Kette respective eine dem Kegelschnitt in Bezug auf das System 

UV, UV, XY, xy 

zukommende Diametral-Kette ist So ist k B. das absolute Centrum 7 . ^'irgend 

ex+dy+lssso ** 

etiles Kegelschnittes 

(ax+by+1) (cx+dy+1) + fl s (a'ü+bT+l)(c'ü+dT+l) + ^ = o 
zugleich eine Diametral - Kette (a'U+bT+1) + ^C<^'U + d'Y + 1) = o des nAmlichen Ke* 
gelschnittes. 

S. 108. Die allgemeine Gleichung irgend einer Diametral - Kette eines Kegelschnittes 
V^C^^ = war nach $. 104. 

(a$+bj7+l) + /i(cS+d^+l) = 0, oder ^±^ S + -^^ ^+1 = o, 

welche wir auch als 

schreiben können, wenn wir zur Abkürzung setzen: 

Sind also die CoefBcienten A, B, C, D, E, 6 d^ Kegelsdinittes V^tS^j^ = o constant 
und gegeben, so ist dennoch die Gleichung der Diametral-Kette nicht ganz bestimmt, sondern 
es können ihre CoefBcienten noch einer Bedingung unterworfen werden , wenn wir ans den 
unendlich vielen Diametral-Ketten irgend eine bestimmte auswfthlen. Solcher Specialisirungen 
nun gibt es vielerlei Arten, jenachdem wir die beiden Goefficienten selbst irgend einer Bedingung 
FCÄj B) :ss unterwerfen , oder aber der Unbestimmten fi irgend einen bestimmten Werth 
zuerkennen, oder endlich den zwischen Diametral-Kette und Kegelschnitt stattfndenden Za«^ 
sammenhang nfiher specialisiren. Wir wollen uns jedoch auf folgende Fälle beschränken: 

Wir wollen erstens /i = - 1 setzen , welches zur Folge hat , dass die CoefiBcienten A 
und B beide oo werden« Es wird also aus den verschiedenen Diametral-Ketten des Kegel- 
schnittes FaCS?) SS diejenige ausgewählt , welche die Eigenschaft hat, dass sie durch eine 
Gleichung von der Form Ä'i^Bti =; o ausgedrückt wird, d. h. dass sie das Element g-ra^ 
ijp=o enthält. Diese Diametral-Kette 

^ . ^ 5 b~d ^ ^/2^^^^ CE-2BD 

*-«, oder - = - —ST YD^ira^ " cd:::2aE 

hat also in unseren vier Goordinaten-Systemen respective folgende Bedeutung: 

Sie bedeutet die Yereinignhgs-Gerade CO (Fig. 20.) des Coordinaten*Punctes mit dem 

absoluten Centrum des Kegelschnittes FaCzy) = o; 

Sie bedeutet die Spitze k" oder den von unendliS entfernten Punct des Centrat-Ele— 

mentes tg (Fig. 21.) des Kegelschnittes FsCXY) =5 o; 
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Sie bedenlel die Tom Centnd-BIeBente C (Kg. 88.) des Kegebckiiittei FsOiv) ss o mT 
die Aze XOX' gefSOte Senlvedile Ce; 

Sie bedeutet den Dnrchschnitto-Pimcl m (Fig. 83.) der Aze XOX mit dem Central-EIe- 
UMite tg des Kegebcbnitles F2CUD ~ 0. 

S» 109. Setzen wir zweitens fi sss +lj wodnrcli die CoefBcienten A und B sicli re- 
spectire auf §D nnd {Breduciren. Die alsdann sichergebende, durch irgend eine der Gleichnngen 

ansgedrfiolLte Diametral-Kette steht zu den Asymptotal-Ketten ^ = und jc = des Kegel- 
schnittes F2(&7) =: in solcher Beziehung , dass obige drei Ketten beim Uebei^nge zum 
Systeme ST respective in die drei Elemente dieses Systems 



r = i^, r = b, r = d 

•hergehen 9 deren ersteres den l>eiden anderen in Bezug auf das System ST als Mittel -Ele- 
ment dient Hieraus ergibt sich für die der Kette 9+nrro in unseren vier Systemen respe-* 
etiTe zukommende Bedeutung Folgendes: 

Sie bedeutet denjenigen Diameter de (Fig. 80.) des Kegelschnittes F2(xy) ss: , mit 
welchem die durch gehende und von den Asymptoten gleiche Stücke Ol = Om abschnei- 
dende Gerade 10m parallel ist ; 

Sie bedeutet den absoluten Mittelpunct C (Fig. 31.) des vom Kegelschnitte auf dem CenF» 
tral-Elemento abgeschnittenen Segmentes (g ; 

Sie bedeutet diejenige durch das Central - Element des Kegelschnittes F2(ut) = ge- 
hende Gerade Cd (Fig. 88.) , welche das auf irgend einer zu XOX* errichteten Senkrechten 
kgT TOn den Asymptotal-Ketten interceptirte Segment fg^ halbirt, so dass g'd' s= d'f ist; 

Sie bedeutet denjenigen Punot. p (Fig. 83.) des Central - Elementes des Kegelschnittes 
F2(inr)s=:o, von welchen aus man zur AxeXOX* eine solche Senkrechte pe fUlen kann, dass 
<feX' =s <geX ist. 

$. 110. Der Differentialquotient ;|7 hatte nach $. 103. in den beiden Elementen, wel- 

ehe irgend einem Kegelschnitte F2(Si7) ss mit irgend einer von seinen Diametral-Ketten ge- 
meinschaftlich sind, nicht zwei verschiedene Werthe, sondern nur einen einzigen^ von der 
Wahl der Diametral -Kette abhängigen Werth. Wir können also drittens, statt dass wir die 
zur allgemeinen Diametral-Kette des Kegelschnittes F2(&7) == gehörigen CoefBcienten /u, J, B 
q^dalisireD, die Diametral-Kette dadurch specialisiren, dass wir den ihr zuffehöriiren Werth der 



Fnnotion ^ niher bestimmen, z. B. s setzten. Dieser Bedingung nun aber 

Afj _ 8 A64'C37+D _ 
Hg - " 8Bi7+Cg+E ~ ^ 
leistet man im ADgemeinen GenAge durch die einfachere: 

^ s 2A5+C,+D = 0. 

lAid da lelitare Gleichmig, wenn vir in ihr die in $. 103. erlialtenen Avadttxke des CwtraU 
OeBMales 

. _ aBP-CB __ JAK-CD 
* "~ C«-4AB » ' — C>-4AB' 
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MtettUApeti , Musik aof die Gletckung 

C2~4AB+BD2+AE2-CDE =a o 
redflcirl, d. h. auf eine Gleickung, welcker die CoeMeieftteB A, B, G, fi, E» 6 nach f. 100. 
stete unterworfen sein messen , und welche daher aflUer ids eine identiaelie kelncHlet itcvit 
den kann, so ergibt sUA, dass die durch 2AS4-Ci7+D sso ausgedrffckte Kelle eine dan Cen- 

tral-Element enthaltende, d, h. die gesackte, der Bedingung ^=^o unterworfene Diametral- 

Kette ist. In ähnlicher Weise können wir die allgemeine und unbestimmte Diametral -Kette 
irgend einer der drei Bedingungen. 

a§ -^> d|- +^' d^~ 
unterwerfen und erhalten alsdann respective die bestimmte Diametral-Kette 

-d^ — ^' — dT" "^ ~a^ ' ""dl dT^ — ^» 

mit anderen Worten, die Diametral-Kette : 

5Bi7+C5+E = 0, 2(^H-Bi7)+C{6+^)+(D+E) s= o, 2(A$^Bi7)H.G(S-i7)+(D^K)aaOb 

Ue geometrische Interpretation obiger vier Diametral-Ketten Uefiert uns Folgendes : 

Im Systeme xy bedeuten sie respective die vier Vereinigungs^Getaden 4er vier taiekelu 
Paare, wo der Kegelschnitt mit der Coordinaten-Axe XOX', mit YOY*, mit dar Geraden LOL' 
CFfg. 1.) oder endlich mit KOK' (Fig. 1.) punUei lauft; 

Im Systeme XT bedeuten sie die vier Durchschnitts -Puncte der vier Tangenten • PaaM^ 
welche an den Kegelschnitt in denjenigen vier Puncten - Paaren gezogen worden sihd^ wo er 
respective die Axe YOT oder XOX' oder die Gerade KOK' oder LOL durchschamdet ; 

Im Systeme uv bedeuten sie die vier Vereinigungs • Geraden deijenigen vier Pmcten- 
Paare des Kegelschnittes, wo seine Tangenten respective den Punct B oder A oder O dureb* 
streichen, oder epdlich wo sie mit der Axe XOX' parallel laufen; 

Im Systeme UV bedeuten sie vier gewisse Puncto , in deren jedem sich ein Paar Tan- 
igenten des Kegelschnittes gegenseitig durchschneidet , und zwar diejenigen vier Tangenlen«« 
Paare des Kegelschnittes, welche an ihn respective in denjenigen vier Puncten-Paaren gezogen 
worden sind, wo er respective die Axe A'AA" oder B'BB" durchschneidet oder wo er von O 
unendlich entfernt ist, oder endlich wo er die Axe TOT durchschneidet. 

Es ergibt sich hieraus die Möglichkeit;, den fOr das Centrura irgend dnes KegetedmiOes 

P^CÜV) s AU»+BVa+CüV+DÜ+EV+G s (aU+bV+lXcü+dV+l)+ß an o 
In $• 107. geftindenen Ausdruck einer unbestimmten Diametral-Kette 

(aü+bV+l>+Kc0+dV+I) =s o 
niher dahin zu speclalisiren, dass selbige durch die Gleichung der beftiamrienltiaBetnMell« 

»(AÜ+BY3+CCÜ+V)+(D+E) = o 
ausgedrflckt werden muss. Und in ihnlicher Weise sehen wir, dass die einem beliebigen 
Kegelschnitte 

F,(uv) = r^CXY) s FVxy) = o 
zukommenden drei Central-Elementi^ 

a'X+b'Y4-l == 0, a"u+bV+l = o, a'"U+b'"V+l = o, 
c'X+dT+1 = 0, c'u+d"v+l = 0, c"U+d'"V+l = o 
Tespective die drei Diametral**Ketlen- 

2(A'u+B'v)+C(u+v)+(D'+E') = o, 2B"Y+C"X+E = o, ÄE'-y+Cx+E aaa 
des nimlichen Kegelschnittes sind. 

S. 111. Die Bemerkung, dass jede aus dem Kegelschnitte F2($i7)=so mittelst einer Beding- 
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tsng ton der Ponn $^ t=si fi abgeleitete Kette ersten Grades zwei solche BlettieMe deH Kifffi^ 

sclmiRes F^CSf) t= o enttiSIt, in welclien die der Fnnction ^zugeliörigenWelttieoi^mcidiren^ 

d. h. dafls.4ede solche Kette nach %, 103. eine Diametral-Kette des Kegelschnittes F2(§i7)=:0 
ist — , diese Bemerknng gil»t nnsYeraidassmig, die prlmilite Gönstfuction detfCentndMEteflientes, 
wob^ merst die AsynipMaMEettra aS+^+l =s o und ci-fday^fl s=s o oonstrairt werden 
und nachher hieraus das Gentral-Element als der DorchschnttU-Ponct eder die Vereinigungs- 
Gerade dieser Asymptotal-Ketten gefunden wird , durch eine andere zu ersetzen y wobei man 
die Asymplotal-Ketten gar nicht braucht, sondern aus den verschiedenen Diametral - Ketten 
irgend zwei beliebige auswählt, und aus deren Constructien die Gonstaruction des Central- 
Elementes ableitet. Wir bekommen also Folgendes: 

Das Centmm C cFig. 30.) irgend änes Kegelschnittes FjCxy) = o wird gefunden, wenn 
man an den Kegelschnitt zwei parallele Tangenten zieht, die Berühmngspuncte vereinigt, an den 
Kegelschnitt hernach in irgend einer anderen beliebigen Richtung zwei andere Tangetitetfi 
sieht und die Beriihmngfl|Hiincte anfs Neue vereinigt. Dar Durohschnitlspunct der beiden 
Tereinigungs-Geraden ist das gesuchte Gentrum; 

Das Gentral-Element fg (Fig. 21.) des Kegelschnittes F^CXY) = o wird gefunden, wenn 
man in den zwei Puncten- Paaren, wo der Kegelschnitt ton irgend zwei durch gehenden 
Geraden 01g und OhJ' durchschnitten wird, an den Kegelschnitt zwei Tangenten^ Paare zieht 
und hernach die Durchschnittspuncte k und k' jedes Tangenten-Paares vereinigt; 

Das Central-EIement C (Vig. 22.) des Kegelschnittes F'sCtiv) =± o wird gefunden , wenn 
man von zwei auf der AxeXOX' beliebig ausgewählten Puoten k und k' an den Kegelschnitt 
zwei Tangenten - Paare zieht, die zwei Paare von BerQhrungspuncten mittelst der Geraden 
hj und h'j' vereinigt und endlich den Panct sftdit^ wo letztere beide Geraden einander 
durchschneiden; 

Das Central-EIement fg (Figi 23.) des Kegelschnittes F^CUV) 0=30 wird gefunden^ wenn 
man den Kegelschnitt durch zwei beliebige, zur Axe XOX' senkrechte Linien hj und h'} 
durchschneidet, in den zwei Paaren von Berfihrungs-Pnncten zwei Paare von Tangenten zieht 
und die Durchschaitts^Pnnote k und k' jedes Tangeaten^Paares vereinigt» 

$. 112. Wir haben bisher immer nur eine einzige Diametral - Kette ^+jux=o des 
allgemeinen Kegelschuftes F2 (I9) ss o betrachtet «nd diese Kette alsdann jedesmal atiier 
specialisirt. Fugen wir aber der unbentimmteA Diamelral-Kette d^fixs=so die gleichfalls un- 
iMatiBinate DiameträUKetle ^+r»aao hinzn, bo können wir> ohne dass wir der Allgemeinhett 
Jeder an sich betrachteten Kette dnigermaassen schaden , das System dieser beiden Kett^ 

o ' durch irgend eine Bedingung fC/uy) = nSher specialisiren. 

Eine der einfaefaiten soldler Spedaliänngen wird woU durch die -Gleichung /«+vs=ao 

ausgedrückt, wodurch unser System von Ketten die Form ^'*''***^*'* annimmt. Leiten wür 

^ *— jUJisÄe 

-dtfnr ans dem ai^melnen Kegelschnitte 
mM Diaaiekat-Kcliea ab 

Äl-^Bfj+1 = 0, Cg+Pay+l = 0, 

welche die specielle Form 

^+fija=ao, ^-^fittsBO 
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iKriteeii, 80 mfiwea die CoeOicieiiten il, B, C, D nach $. 108. Ton den:Kegebdimtt-* CoeOEt- 
denten respective durch folgende Formehi abhingen: 

c = ^= HD ± 1±? Vß=iö, J> = i^ = f (B ± [±£ v'F=a> 

S* 113. Diese Specialisinmg fi+v^^o nun gibt unserem Systeme TOn Diametral -Ketten 
mehrere interessante Besiehungen zum Kegelschnitte FsCS^;) == o. 

Weil nämlich die beiden Diametral-Ketten jetEt durch 

Ca§+bj7+l)+/u(cS+d^+l) = o, (aS+bi7+l)-/u(cS+d97+l) ä o 
angedeutet werden und daher durch Differentiation respective die Gleichungen 

^9 _ ^+^f* ^V «_ a— c/M 

liefern , während dagegen nach $. 103. die Function ^ in denjenigen Elementen des Kegel-» 

Schnittes, welche demselben mit den nämlichen beiden Ketten respective gemeinschafUich sind, 
den Werth 

djy __^ a— Cju dj7 ^^^ a+cf« 

"ag" FTdji' a? •" inraii 

hat, so ergibt sich als erste Eigenschaft unseres Ketten-Systemes , dass die «rste und zweite 

dieser Ketten in allen ihren Elementen respective denjenigen Werth der Function -^ besitzen, 

welcher dem Kegelschnitte zukommt in den Elementen , die er mit der zweiten und ersten 
Kette gemein hat« 

Es ist femer nach den einfachsten Frincipien der Algebra stets 

imd wir können daher unseren bisher mittelst der Asymptotal - Ketten ausgedradcten Ke- 
gelschnitt 

"^FaCJjy) = ^-fl = 0, 
auch mittelst unserer jetzigen Diametral-Ketten ausdrficken, und zwar durch : 

Leiten wir jetzt aus der ersteren unserer Diametral-Ketten die neue Kette ab 

^+^ic =: einer beliebigen Constanten r , 
und suchen wir die beiden dieser Kette mit dem Kegelschnitte gemeinschaftlichen Elemente, 
so wie daqenige, welches sie mit der anderen Diametral -Kette d'^fut =s o gemein hat, so 
bekommen wir als die respectiven AusdrOcke dieser drei Elemente 

ao dass die den Functionen 9'htix und d"— ^ im dritten unserer drei Biemente zukommen* 
den Werthe, und daher auch nach §. 103. die dem nämlichen Elemente zukommenden Werthe 
der Functionen d'undx, so wie auch diejenigen der Coordinaten | und 97, respective die arifb- 
metischen Mittel sind der den nämlichen Functionen oder Coordinaten im ersten und zweiten 

Elemente zugehörigen Werthe^ d. h. es ist das Element ^^'** = "* *^*"* ^^ ^^ System 

&7 das Mittel - Element der beiden im Ausdrucke ^'^^^ ~l enthaltenen Elemente, was 
uns eine zweite Eigenschaft unseres Systemes von Diametral-Ketten kennen lehrt. 
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%. 114. IntorpretireB wir* Jetel die betraoUelai Dianielnl. Ketten lud ihre fefimdeneB 
Bigenflchaften in unseren Tier Coordinaten-Systemen und aewar erstens im System xy : 

Die Tangenten des Kegelsclinittes FaCzy) s Ak— i2s=o in den Pnncten, wo er irgend 
einen der beiden Diameter 9+ A*^s=ro nnd ^— ^=0 dnrdiscbneidet , sind dem anderen Dia- 
meter ^— ^=o oder ^+^=»o respective parallel. Jeder der Imiden Diameter ^+fcx=:o 
und 9'^fixsso halbirt nicht nur den anderen Diameter d*— ftirso oder 9+ fax = o selbst, 
sondern halbiit soglach jede diesem anderen Diaraeter parallele Chorde 3- — /mx = r oder 
4^'— /orssr nnseres Eegebchnittes. 

Zwei solche Diameter heissen bekanntlich einander conjngirt In ihnlicher Weise 
wollen wir überhaupt die zwei Ketten 9+fMts=so und %^— /<x=o des Kegdschidttes ViCS^y^o 
ein System von aewei einander conjugirten Diametral-Ketten nennen« 

Man leite also aus den Asymptotal-Ketten f und g (Fig. 21.) des Kegelschnittes P2CXT)=30 
mittelst der Formeln 9'+fix=sso und ^^/turcso ein beliebiges Paar von einander conjugirten 
Diameftral-Ketten ab, s. B. das Poncten-Paar k und d, oder aber das Puncten-Paar k' und d', 
etc. Zieht man alsdann von dem einen Puncto eines solchen Paares, z. B. vom Pancte k' aus' 
an den KegelschnitI zwei Tangenten Vj' und k'h', und vereinigt man die BerOhrungspuncte, so 
geht diese (nachS. 106. durch O gehende) Verdnigungs-Gerade Jh' zugleich durch den con- 
jugirten Punct d'. Man wähle in dieser Vereinigungs-Geraden einen beliebigen Punct c, von 
wo aus man an den Kegelschnitt die Tangenten ca und cb ziehe, und welchen man überdiess 
mit dem anderen conjugirten Puncto k" verbinde , so schneiden diese Tangenten auf der pa- 
rallel mit ck' durch gezogenen Geraden aOb zwei gleiche Segmente aO = Ob ab. 

Man ziehe durch das Central-Element C (Fig. 22.) oder d:=30, je=o des Kegelschnittes 
F2(uv) c= o irgend zwei solche Geraden Chj' und Gk', oder aber Chj und Ck, etc., welche 
mit den Asymptotal* Ketten A=so und jcsao oder Cf und Cg durch die Formeln S±fi9e=o zo- 
nammenhingen. Die beidra' alsdann an den Kegelschnitt in seinen Durchschnitts-^ncten mit 
der ersteren Diametral-Kette Ch^ gezogenen reellen oder imaginären Tangenten j'k' und h'k' 
durchschneiden einander in demjenigen Pnncte k' der Axe XOX* , durch welchen auch die 
conjugirte Diametral-Kette Ck' geht. Und zieht man durch diesen Punct k' eine beliebige, 
der ersteren Diametral -Kette in c und dem Kegelschnitte in a und b begegnende reelle oder 
imaginäre Gerade k'acb , so ist stets der Fusspunct c* des von c auf XOX* gefällten Perpen- 
dikels ein soldier Punct, dass <^ac'X' = <^bcX 

Man leite aus den Asymptotal-Ketten f und g'CFig- 23.) des Kegelschnittes F^tUVjsso 
mittelst der Formehi 4^+/ujc=o und ^— ju«=:o irgend zwei conjugirte DiametraLKetten k' und 
d' ab. Zieht man alsdann von irgend einem dieser beiden Pnncte, z. B. von k' aus, an den 
Kegelschnitt die Tangenten k'j' und kli', so geht die die Berfihrungs-Puncte vereinigende (nach 
%. 106. senkrecht zu XOX' laufende) Gerade j'h' ausserdem durch den conjugirten Punct d'. 
Man wähle in dieser Geraden j'h' einen beliebigen Punct c, von wo aus man nach dem Pnncte 
k- eine Gerade ccY, an den Kegelschnitt die Tangenten ca und cb ziehe. Diese drei Ge- 
raden bestimmen alsdann auf irgend emer zu XOX' senkrechten Geraden gleiche Segmente 
ac' = cb. 

$. 115. Der allgemeine Ausdruck a. Zl!^^ ^^^^ beliebigen Paares von conjugirten 

DiametraULetten irgend eines bestimmten Kegelschnittes F2(&7) =3 enthält ausser den be- 
stimmte Kegelschnitt-CoefBcienten A, B, C,D, B, G noch einen unbestimmten Coefficient fi. UHr 
kdnnen diesen specialisiren und dadurch aus den unendlich vielen dem Kegelschnitt F2(S7)=o 
in Bezug auf das Goordinaten - System ^7 zukommenden Paaren von conjugirten Diametral- 
Ketten irgend ein beliebiges herauswählen. Die einfachsten solcher Specialisirungen sind 

13 
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«rokl diese, 4m8$ wir den CoefiMcutat $i ivgeftd einoi dm ykf MfMden Wolke 
kennen 

ie welchen F&Uen die conju^rirteii Diametrat-Betteii rovectire folge»de Form 

te ersten und dritlea FeQe reducirt sich dee Paar DiftmetraUCettea auf des Syoten der iai. 108^ 
und §. 109. betrachteten speciellen Arten von Diametral-Ketten, im sweUen und vieMen Falle 
dagegoa coiacidiren die beiden Diametralf^KetliMi fiowohl mit einander ale aacik mit d^ einen 
oder anderen der beiden Asymptotal-Kettw* 

$. 116. Alles Dasjenige, was auf den lebten Seiten vo« AisyrnfitotaUKetteii, GealraUEIe-» 
ment nnd DiametralJEetten gemeldet ward, war Mf die in §i 160. vorgenommene Bedaction 

F,(&7) 3 A6*+Bir^+C|i7+Dfi+Bi7+6 s (a^+bj^+l) Cc$+dy+l)+Ä 
^egröndet, welche wir stUlschweigend als immer eriaobt aageaommen haben. Ba ia^ ataar 
m beachten, dass nach S« 100, bei einer beliebigea Kegebchaitt-Gleichaag 

okige Redactma bloss dann vorgenommen werden darf, wenn die Co^cienten dieser Glei- 
«hang durch die Bedingung 

wrbanden sind. Fände also bei irgend einer vorgelegten Kegelsehiutt-Gleichnng 4(&7])=s<^ 
obiger Zusammmihang aiaht statt, d* h. wire ia ihr 

m mfisste maa alle sechs Coefficientea a, /}, ^, J, s» C ▼orher m% etaem gewissen Factor N 
aMdtvüciren, damit die Coeliicianten der nenen Gleichnng oM , fiSi^ yN, dN, <N, CN dnrch A, 
B, C, D, E, 6 angedeutet werden dAiften, d. b. damä dor verlangte Zneammenhang 

C^-4AB _ 
CDE-BD2-AB^~ ■*■ 
stattfände. Und zwar wArde dieser Factor N, wie sich durch Eatwickehmg leicht ergibt^ ge- 
rade derjenige Qaotient j^ 7in!l 2 ^^^ ' dessen 2^ (+ 1) 9ein die Benutzung des Factors 

veranlassen wflurde. 

$. 117. Es können aber Kegelschnitt- Gleichungea 4(&7) = verkommen mit solchen 
Coefficienten, dass die Ursache der Bedingunga-YerweigeruBg 

darin zu suclien ist dass der Zähler oder Nenner dieses Quotienten sso und daher der Q9^- 
tieat selbst =5 oder =: od wird. Wenn wir mm einer solchen Kegelschnitt - Gleichiing 
nach g. li& durch HultipUcirung mit einem Factor N die Form F^Q^i) =s geben wollten, 
wobei sie die Reducirbarkeit FaQi) ^ ^+12 ==0 bekäme, so würden die Ck>efficienten der 
gewonnenen Gleichung 

entweder alle = o oder alle es od sein , so dass wir die gegebene Gleichnng in diesen 
beiden Fällen keineswegs, wie verlangt, auf die Form ^+X2=o redaciren könnten, sondera 
dieae Rednctions-Form akdann durch eine andere ersetaen müssten. 

Betrachten wir erstens den Fall, Ar welchen der Nenner ssao sein soll, d. h. wenn die Coaffi» 
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deuten der gegebenen CSelclrang fa($^) =^ o der Bedingang^^crs/r^^-oc^ unterworfen sind. 
Wenn wir jetit dns dem Kegelsehnitle f^d);) t=s o in Bezug anf dai9 Byalein ^ znlcommende 
Cenlral-lOemenl snefaen tind zwar nach der in $.111. angegebenen, von den Asymptotal-Ketten 
nnabfaftngigen Weise, und wenn wir alsdann die dieses Element mit dem Elemente ^=0, ip=30 
verbindende Diametral-Kette suchen, so bekommen wir for diese nach $. 108. im ADgemei. 

Bia 4ie Fo|m ^ ss — ■ ^*^/ besibsende Kette jetKt die einfachere Form - s=: — ^. Hiei^ 

ans ergibt sich leicht, dass die dieser Eette mit dem Kegetsofanitte gemeidschafflichett Elemente 
in diesem Falle alle mr Kette CS-fCTiTs^soo gehören, d.h. dass diese IHametraI*Kette zogleicii 
eine Asymptotal-Eette ist «nd daher aDhier nicht durcli ^*-x = o ansgedrOckt werden darfl 
Der Znsammenhang yf$ssß3^+a$^ kann also swischen den Coefficienten irgend einer gege- 
benen Kegelschnitt -Gieichnng tiCh) = ^ ^^^^ '^^^ stattfinden, wenn dieser Kegelschnitt 
mit den seinem Coordinaten-Systeme als Coordinaten-Pnncte und Coordinaten-Axen dienenden 
Ibsten Pmicten oder Geraden in solcher Weise Terbimden ist « dass eine von seinen beiden 
Asymptotal-JIetten das Element | =: o , ^ = o enthUt. Mit anderen Worten , es mnss , nm 
Tom allgemeinen Systeme Ifj zn unseren yiet besonderen Coordinaten - Systemoi flberzuge- 
hen , in Fig. 30. eine der beiden Geraden ff und gg' durch gehen , in Flg. 21 . einer 
den beiden Fmcte f und g sich in der Spitze k' der Geraden fg befinden , in Kg« 22. eine 
der beiden Geraden Cf und Cg senkrecht zu XOX stehen, in Fig. 23. endlich einer der 
beiden Puncto f und g in der Axe XOX sich befinden. Dies können wir, da diese vier 
Bedingiuigaii je zwei wd zwei coinddiren » Ukrzer auch so ausdrOckeff , dass im System xy 
oder XT ;eine der bdden Asymptoten den Coordinaten - Punct durchstreichen muss, wäh- 
Irend dagegen im Systeme nv oddr DT die Axe XOX' vom Kegelschnitt irgendwo in senk- 
rechter Richtung durchschnitten werden muss. Mit anderen Worten, es mflssen nach $. 67. 

beim Kegelschnitte C|(xy) ss o oder t2(XY) =3 o die Bedingungen ^ es +1 und ^sss +1« 

beim Kegelschnitte ^(Q^) =^ e oder U CIHT) s=s die Bedingungen v- = o und ^ z= o zn 

gleicher Zeit stattfinden. 

S* 118. Sind nun aber die Coefficienten einer gegebenen Kegelschnitt -Gleichung t2(Sff)=o 
der so eben betrachtelMi speetellen Bedingung yds=gj8d»+ia^ ■rtBniOBl^n, so ist es uns nicht 
ttidur erkndM, aus den ▼ersdUedenen Reductions-PonntB 

worauf die gegebene GMehung i« raduciren ist, nach S* 100. die specielle Reduction 

ausznwfthlen. Wir können ilemoch auch jetzt noch unter F^ die nämliche Function , wie in 
f » 10^ , d. h. das Product zweier fnactioiien «raten Gfories y^stehen ; nur dMca alsdawi 
diese beMen Functianear g^(S^ und ^i({9)^ oder wenigataisi eine ?ita» ihnen, nidit mehr die 
den Functionen & und x zukommende Eigenschaß besitzen, dass der Coefficient ihres mit S 
oder 91 nicht midtiplicirten Gliedes den Werth 1 habe. Wir müssen also jetzt z. B. folgende 
Reduction 

▼omehmen, woraus sich durch Entwickelang die Gruppe von Gleichungen 

a=ac, /}=:bd, 7s=ad+bc, ^=:a, « = b, C = ß 
ulid hieraus weiter die andere Gruppe 

a=J, b=»s, ««J, *=|» ^=5 



100 Erster Abaeknitt. Oie 4 CWdUMtm^^j«^ xj^ XY, ur, ÜV. 

fds der Aiudrack des xwisciieii den CoeMcieiiteii der Asyinptolil - Ketten nnd denen der 
kegelschmtt - Gletchnng staltfindenden Zasammenhanges ergibt. Und swar brandien wir jelit 
nicht» wie dies bei der vorigen Rednction nach (• 1 \6* der FaO war, die gegebene Kegd» 
Schnitt-Gleichung, damit die benotete Rednction nns erlaubt sei, mit einem gewissen Factor 
IT zu mnltiplicirm nnd sie dadurch auf die Form 

tß«7) X IT s Fa(67) = A15»+Bj7*+C5,+D5+Ej7+6 = o 
sn bringen. Denn der Zusammenhang, welchen obige Reducirbarkeit iwischen den CoefB- 
deuten a, /f, y, iT, «, C darstellt, d. h. die aus der ersteren Gruppe von Gleichungen durch 
Elimination der a, b, c, d, X2 hervorgehende Endgleichung 

y =5 ad+bc = J f f. j+ «f^J oder yfc =3 /9*«+at* 

ist ebra die, welcher diese Cioeffidenten im jetzigen Falle nach unserer Annahme stets unter- 
worfen sein missen. 

Eine ando'e Weise, die gegebene Kegelschnitl-Cäeichung beim Stattfinden letzteren spedeUen 
C!oei&cienten - Zusammenhanges mit Beibehaltung der Reductions - Form 7i(l9)xV^iG9)+^Q)MO 
umzuformen, besteht darin, dass wir unter ^iCS?) nnd V'iO»^) solche Functionen ersten Gra- 
des verstehen, deren mit l multiplicirtes Glied den Coefficienten 1 hat Hierbei mflssen alsdann 

die CoefBdenten «, /}, y^ ij e, 1^ alle vorher mit dem Factor - multi^lidrt werden. Eine solche 

Rednction jedoch 

tiß^) X i s F^(Si) s l«+Bi,*+C5j7+Dg+E,+6 s (g+pi7+(D ß+mj7+n)+fl, 

tt 

wBrde uns die Coefficienten der Ki^elschnitt - Gleichung mittelst derjenigen der Asjmptotal- 
Ketten durch 

B = pm, C SS p+m, D = q+n, E z= pn-f qm, G = qa+Q 
und daher umgekehrt diese mittelst jener durch 



P = i(C±VC^=«). ,^j(d'±-^) 



d* h. durch compUdrtere Formeln, als die vorhergeftandenen, ansgedrAekt liefern. 

S. 119. Betrachten wir zweitens den Fall, fOr wdchen der Zihler des Factors N den 
Werth haben soll. Diese Bedingung y^ssi^ß hat zur Folge, dass die drd ersten Glied« 
der Function tiCiny ^^^ vollständiges Quadrat sdn müssen, no dass die gegebene Eegelschnitlr 
Gleichung die speddle Form 

UQ^i^ s «/•a+9/jJ)«4-*5+«^+C ÄS o 
bedtzen muss. Es ist nun toicht erdchtlich, dass es nicht möglich ist, eine solche Function 
fi(^) entweder unmittelbar oder durch Multiplicimng mit^iigend einem Factor auf die Form 

zu redudren, den GrenzM ausgenommen, f&r den unser jetziger Fall noch nSher spedalisirt 
wfirde durch die neue Bedingung , dass die Functionen 91 und y/^ identisdi und die Grösse 
X2 = wfae. Wir mflssen also im jetzigen Falle bei der unbestimmten Rednction 

mter F^ eine andere Function zweiten Grades» als die voriitt betrachtete, verstehen. ^1^ 
können z. B. die Rednction 
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Tonelmien. "f welche GIei^»«g»ft)m d«!«., wie leicht errtdrtüd., <Ue«egebe»e CaeidHmr 
hiPO =s o tnf sehr nde Weisen redoüärt werden kann. 

«..I. *^7^.J° J*W««f«»e^C«»»n>l-BleBient des Kegelschnittes %a9)=4> ondzwar 
SlireS5Jnd;n'SS^""^'^* '' ^ '"^•~"*^ "^^^^ •■•" ^'^«^ ^ <'«*^- 

s . — 49 



^+'Vr+i5=« '"^ 5+,\ 



oder 5+»Af^a.^ = A ..j t.^\/Pf. « __ 




«em^cheftUch ist, eh. der Kette Q+C, == «, «ngehfiriges. Der Kegelschnitt ^ß?) = o 

ISL?^.^/""! ■J^""*'"?,^"**"* ^' *" "'''*^ '^«^ "P«^«Ö« Systemen «bersogeh«, 
respectnre folgende Form ood.Lage: -e -» 

ist ein°"pi^Jr" ^ ^** ^^"^ *"* '**'' "°*'°'*^'"' *^*^*"*' ™* *'*' KegelschHitt f,(xy) » o 
dnrohS^^icS^r^o^S:.^^^^^^^^ ""' '•'" '"* *" ^^«•'•^« ÜOT — seB^ 
-chnitt'^'cut^f SXt'dSf .S'? "^ " ''" Coordto.ten.Axe XOr nnd der Kegei- 



Asymptote 



büAer d.«;f wiS*!»""" I*®' ^"^ «gemeinen Kegebchnitts^Gleichnng bn «Dgemeinen FeUe 
ÄeX'^tct;.:^^^^^^^^ ^0.) - ^.C..CI,3, ..«.mTo hlos. die 

S, ^«i 'n^J^! i^""" •!"!',* '; ^^'^ »•*''' «-ÖÖ- »othwendige Anzahl von ünbestün«. 
•en emnan. Nehmen wir z. B. folgende Ftection 

nß<7) X » a AJ«+Bi7«+C6,+D6+B7+l = O 
gebradit haboi. 



f.f&,i — A Jm.«!. • — . "~ "."■"»«»"«»♦ n» weicner Beziehang die ans dem Keoebehaitte 
ie^Ll^ ir T »*>'«'»« ««•»««•n erhaltenen Ketten ^i'a^ond v^Cfor-Tium Ke- 
gel.chn.tte Steh«, bemerken wir, dass jede der beiden Ä^'n^en^^a^^Tir; Sl 
c?+d,+ i« d,e Beduigang S+,«o znr Folge hat nnd daherden im AU^einen d«oh 

^ = _ (c'S+dg-H l)a;+(a'g+b'ay+ DC+Sef g^-rt 
^ CC6+(r,+l)b+(«g+h,+l>|'+2eß+i|) 
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«ngedeateten Werih des DifferentialquotieBten auf -^ n oder — ^ respecttve redii€irt|.d. h. «nf 

9tn nimlieKeii Werft, welche diesen Diferettttalqnolienfen in «Uen BlemeaCen der Kette 
1^^-11*1^^.1 SS oder e'$+dfi7+l ss o reqpectfve räkommt. Und die biteiprelflfion Dieses 
im Cioordinateii-Sysleme nv sagt uns, dass die beiden Geraden a'n+li^+lss'O und tfv+^iV+tea» 
die beiden Asymptoten des Kegelschnittes 

An^+Bv«+Cuv+Du+Ev+1 ^ (a'n4-bV+l)(c'n+d'v+l)+ri'(u+v^ r= o 
sind, und dass daher das Centium dieses Kegelschnittes, wenn wir nns> des Coordinaten-Sy- 
stemes ov bedienen wolk% dapeh . i I 

^.h. durch c'^a' 

c'u+d'v+l==o, vsa^jrrjd' 

ausgedrückt werden miss. 

S^iü. Bs ist OBS aber c^Ianl^t, unter F^ ^wh eine Ftection mit. (n>l) Unbestimmteii 
uns za denken, d« h. der einzigen nothwendigen Unbestimmten dieser Fonctian noch n— 1. 
tbeüAssiffi hinzuai%en. Es wird alsdann der Zusammenhang, welchen eine solche Rednctton 

«wischen dem Kegelschaitto 4CS9) :^ o und den au^ ihm abgeleiteten Ketten 9i'CSn> = ^ 
vnd V^i'^CS?) = darstellt^ im Allgemeinen eine in (n — l>laclier Uiiislcbt unbestimmte amn. 
Kebmen wir.z. B. fitr F^" folgende, drei Unbestimmte enthaltende FonctioB: 

Vergleichen wir nun die mittelst dieser Fancfions-Wahl l^ekommene Reduction 
. UfSf0 s a5*+^9»+y&7+*g+s9+C s (a'5+b",+ l+jKc''5+d"i^+l+b3+ii?'-Jfc) = ^ 
nüt degenigen Ton $• 100., so ergibt sich, dass unsere jetzigen Ketten 

die Asymptotal-Ketten 

ag+biy + l s y^C&Ö =: 0^ c5+d37+l. S ViCftf) = 

als speciellen Fall in sich enthalten, dass nijmlich die erste und zweite unserer jetzigen Ketten 

dw 
respecMiFe solehe sind, in deren simmtlichen Elenenlen der Dinreniialquotient jr'en nimlichen 

Werth hat, wie in der ersten oder zweiten Asymptotal -Kette. Es sind also, um vom allge- 
meinen Systeme ^ zu den vier speciellen Systemen überzugehen, unsere jetzigen Ketten irgend 
zwei den Asymptoten ff tmd gg^ paraBele Geraden (fig. 20.), irgend zwei Puncte der Ge- 
raden Of und Og (Pig- 21 •)> irgend zwei die Puncto fnnd g durchstreichende GeradMi (Flg. 22.)t 
itrgend'zwei Ptmcte' der Geraden fT und gg' (Fig. 23.). 

S. 122. Weil nun aber die Function F^ allhier drei Unbestimmte h, j, OT enthält, un- 
ter welchen sich also 3—1=2 überflüssige befinden, so bekommen wir jetzt, wenngleich uns 
ein b^timmter Kegelscbnttt C|(|^ s o und ein bestimmtes Coordinaten - System §17 gegeben 
aind, dennoch für die aus ihnen abgeleiteten Ketten 

ip,"a?j) = a''S+b"i7+l = 0, V'/'ßiy) = Cg+tf'^+l = 
kdne besümmten Puncte oder Geraden, sondern wir dürfen diese beliebig auswfihlen: 

* Diese Unbebthnmtheit urserer jetzigen Reduction wird einigermaassen beschränkt, wenn 
wir dörTuiiclion F, bloss zwei Unbestimmte h und j zuerkennen und daher die Reduction 

f,(^) 3 ta'*5+b"i7+l)(c''5+d"i7+l)+h(a"5+b>H-l)+j(c''|+d''i7+l) = 
▼omehmen. In diesem FaBe sind die erhaltenen Ketten a*|+b'>r+l=ö «ad c'5+d'>+l=o 
wiche, denen erstens in den ihren Elemenleo der nämliche Werth des Differentialquotienten 
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J| zakomnit wie den respectiren Asymptotal-Eetten, und denen asweftens ein filement gemein^ 

schaRUch ist» welches xi^Ieicli dem Kegebchnitte selbst angehört, so dsss zn den TorigW Be^ 
ittngmigM «»dl diese hinsnkommt, dass in den Rgnren 20« and S2. die hädiok hetradilete« 
Geraden sich im Umfange des Kegelschnittes schneiden mAssen» nnd dass in den Fignren 21. 
nnd 23. die Yereinigongs-Gerade der beiden Poncte den Kegelschnitt berühren rauss, wihrend 
jedoch in allen yier Fällen noch eine Ulibestimmtheit übrig bleibt, darin gelegen» dass in den 
Fignren 20. und 22« unbestimmt bleibt , welcher Punct des Umftmges des Kegelschnittes den 
Geraden zum Dnrchschnittspuncte sein soll, in dm Figuren 21* und 83h. ^ welche TangenM 
des Kegelschnittes die beiden Puncte vereinigen solL 

$. 123. Es kann sich aber ereignen, dass sich unter den n Unbestimmten der Function 
F2 eine befindet, welche zwar dieser Function an sich zukommt, dagegen verschwindet, sobald 
wir die Bemerkung von §. 98. , welchem gemäor nicht die Ptincfion fiQi) 9 sondern nur die 
CHeiQimg (^XSiivsss o redaeirt zu werden braacht, benutzen uttd die gegebene Gleichunf dur 
hat mit einem Factor N »atti]^idren* In diesem Falle , in welehem also im aw'dten Gliede 
der neuen Gleichung 

die n im Ausdruck NxFs*' enthaltenen soheinbara Unbestimmten auf bloss n-1 von einander 
unabhängige und daher wirkliche Unbestimmten sidi redncireni sind die Ketten 7i'"(Si7) =0 
■nd y^^'CSn) = ^9 sobald der Kogebchnilt i^cSi?) ss o und das Coor^ttnatan- System g^ h&- 
ilinunt sind^ nur in (n-2)fticher Hinsieht snkestimmt. 

Nehmen wir 1. B. folgendei drei UnbestimmtM enthaltende Function 

t^Oi) 5 hxC^-G^M^+jxL^rc&rJP+ß"* 
■ad suchen wir , in weldiem Zusammenhange iiyend du Kcfelschintt mit den beiden durch 
A» Reduction 

HS Am abgeleitelen Ketten steht Nehmen wir also ehie ne«e Kette Aj^H-By-ht a t, wd^ 
che mit der einen oder der anderen von unseren jheide» Ketten den Werifa den DUGMrentialquo«* 

d* 

tienten ^ gemeinschafaich habe^ und bemerken wir, dass die dieser neuen Kette mit deM 

Kegelschnitte gemeinschaftlichen Elemeate '^'^Bf+is=3T, f^gp^^y^ durch 

ausgedrackt werden und daher.dat der neuen Kette ndt der zweiten unserer beiden Ketten 
gemeinschaftliche Element J!]f^t^ J ^ J* zw» Mittel-Efemente In Bezug auf das System ^ 

haben. Es ergibt sich hieraus^ daas die zwischen iden beiden Ketten und dem Kegelschnitte 
nfftier stattfindende Beztehung die nämlidie ist, welche nadi $.113. zwischen dem Kegelr 
schnitte und zwei conjugirten Diametral -Ketten stattfand» was uns klarer wird, wenn wir den 
Zusammenhang suchen, durch wekhen dte GoeScienlen des Kegelschnittes mit denen der aus 
ihm abgdcflieten Ketten verbunden sind. Identificiren wir nämlich diese Goeffidettten^ nndn 
dem wir jedoch vorher die ganze Gleichung mit einem Factor N multiplicirt und die zwrt 
ersten der in I^ vorkommenden Unbestimmten hierdurch auf nmctionen 
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einer eiiaigen. Oiihestimmten f« redndrt . haben. Die bei dieser Rednction 

dsdann Torgenonmiene IdentificiruDg der Coefficienten gibt uns ein System Ton Gleiehnngeii 

4juD s (2ii)0+l)^-CSC)CM-l)» 



etc., 
liTorans sich ein sweites System von Gleichnngen - 

lAleiten Itsst, dem wir schon einmal ($. 112.) begegnet sind, als den Zosammenhang zwischen 
den CoeflBcienten des Kegelschnittes nnd denen iweier conjngirter Diametral^etten ansdrackend. 
S. 124. Die in |. 100. betrachtete Rednction 

so wie anch alle die §. 120—123. betrachteten Rednction» 

itiren im Allgemeinen bei jeder gegebenen Eegelschnitt-Gleichnng C^CS?)- =^ ^ erlaubt ^ nur 
gewisse specieUe Arten von Functionen tiCStj^ küMinten nach $. 117. weder omiltelbar noch 
durch Multiplicirung mit irgend einem Factor in dieser Art redndrt werden, nnd es mnssten 
daher, wenn eine solche Gleichung f^C]^) s=: o gegeben war, die Reductions-Functionen F2, 
^2'» F2'', etc. durch andere dem jedesmaligen Falle angemessene Functionen X2 9 Xi 9 Xi'^ ^^* 
ersetzt werden. Es ergibt sich hieraus, dass die in $. 120. aufgestellte Behauptung, dass 
wir unter der Beducttonsfunotion F, jede beliebige Function iweiten Grades verstehen könnten» 
welche 1 oder (>!) Unbestimmte enthilt, einigermaassen beschrinkt werden muss. Hätten 
wir nimMeh zu dieser ReducUons - Function irgend eine derjenigen Functionien Xi 9 X29 X% 
gewihlt , welche sich nur zum Beduciren gewisser specieller Functionen i'xQn) ^gnra , 9^ 
wikrde die vorgenommene Rednction 

uns keinesweges, wie im vorigen Falle, im Allgemeinen erlaubt und nur bisweilen unerlaubt 
sein, sondern sie würde uns im Gegentheil unerlaubt und nur dann eriaubt sein, wenn die 
gegebenen Functionen Ct, ^', t^\ etc. in gewisser Beziehung zurReductions-Function X2 Sünden. 
S. 125. Wählten wir z. B. folgende Reductions-Function 

und verständen wir dabei unter ^iCIjj) und V'iCS?) wiederum solche Functionen eisten* Gra- 
des, deren constantes Glied =1 wäre, so wärde diese Rednction 

aP+/yi7^+y&7+<»5+«^+C s (Ag+Bj7+iy.-(C|+Di7+l)^+fl = o 
uns die sechs GoefBdenten a, /?, y^ ^, e, ( in die Auf Grössen A, B, C, D, Q durdi ein Sy- 
=fltem von Gleichungen 

«=A«-CS /fc=B«-.DS r=2CAB-CD), te=2CA-C), c=2(B-D), C=4I 
«usgedrftekt liefern, aus welchem wir durch Elimination der A, B, C, D, Q eine gewisse Endgieichimg 

oder nach Entwickelung 

y89 = ßS^+OB^ 
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lekoBunen wArden, welcher die CoefBcienten «^ ßj /, ^, c» C» wenn diese Redaction mis w- 
kubl wäre, stets genügen mfissten. Da jedocli dieser Coefficienten-Znsammenbang nach $.117. 
ein solcher ist, welcher, wenn er einer gegebenen Gleiehong ^(1^) s= o nicht sakonoit, ihr 
nach nicht durch Mnltiplicimng mit einem Factor zogef&hrt werden kann, so ergibt sich, dass 
vnsere jetzige Reductionsfanction eine derjenigen Functionen j^,, X29 Xi» ^* ist, welche 
wir mm Rednciren einer Eegelschnittsgleichang im Allgemeinen nicht benQisen dflrfen. Nvr 
dann , wenn die gegebene CHeichnng die verlangte specielle Form hätte , wie in folgendem 
Beispiele 

s 4(5+ 1^X35+49+1) -12 SS 0, 
ktanten wir diese Rednctionsform benotzen. Und iwar würden die bekommenen Ketten als- 
dann, weil nnsere Function Xi >^>>r ^^Q® Unbestimmte i2 enthUt , in bestimmter Beziehung zur 
gegebenen Kegelschnittsgleichung stehen, d. h. sie würden dasjenige Paar von conjugirten 
Diametral-Ketten ^— «sound 9+a=o sein, welches wir in $• 108. und in $. 109. betrachtet haben. 
§. 126. Nehmen wir zweitras folgende, gleichfalls eine einzige Unbestimmte enthaltende 
ReducUonsform 

Weil diese sich durch Zusammenfflgung der Glieder zu 

d.h. ZU einer Function von der Form 7i''(S9)xV^i"(59)tnngestaltenUsst, so ergibt sich, dass unsere 
jetzige Reductionsform sich nur zum Reduciren derjenigen Kegebchnittsgleichungen f2(|i^>=90 
eignet, welche die specielle Eigenschaft besitzen, dass sie sich in ein Product von zwei Glei- 
ehungen ersten Grades zerlegen lassen. In Ahnlicher Weise ergibt sich, dass Oberhaupt, so- 
bald die Gleichung 

x^Ony s A5»+Bjj2+C59+D5+Ei7+g s= o 

sich in zwei Gleichungen ersten Grades zerlegen lisst oder aber den CoeflBcienten - Zu- 
sammenhang C^— 4AB=so besitzt, die Function Xi >^^ ^^ denjenigen gegebenen Kegel- 
schnittsgleichungen fißi?) SS als Reductionsform benutzt werden darf, welche gleichfalls 
die nämliche Eigenschaft besitzen, dass sie aus einem Frodncte zweier Gleichungen ersten 
Grades zusammengesetzt oder aber der Bedingung ^>— 4a/} = o unterworfen sind. D^nn die 
Ketten 

hangen durch die Verwandtschaft oder Transformation 

r = 9i(5iy), ff = VtÖ«») 

zusammen; eine solche Transformation nun aber ist, wie man leicht sieht, nicht im Stande, 
riner Kegelschnittsgleichung , welche kein Product zweier anderer Gleichungen ist , und de- 
ren CoefBcienten nicht durch ^3— 4a/? = zusammenhangen, irgend eine von diesen beiden 
Eigenschaften zu geben. 

$. 127. Alle diese Reductionen hatten nach S* 98* ^on Zweck, die Kenntniss der com- 
plicirteren Eigenschaften der allgemeinen Kette Udn) =3 aitf die von zwei einfacheren 
Ketten ^^i%i) == und v^iCSj?) =s zu grAnden. Es gibt aber mehrere solcher einfacher 
zur Kette lAlffi = in bestimmter Beziehung stehende Ketten 9iß^) = 0, welche sich aus 
der Kette t^dni =^ ^ ableiten lassen, ohne dass wir uns der Reduction 

zu bedienen brauchen. Suchen wir z. B. diejenigen Elemente der allgemeinen Kette 

14 
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welche der Bedingung ^ = + 1 unterworfen sind , so sagt uns der durch Differentiation 
d0r gegebenen Gleichung erhaltene Ausdruck 

daas die gesuchten Elemente der Bedingung 

d. h., nach Entwickelung, der Bedingung 

unterworfen sein mjkssei. Und zntei^retireu wir alsdann in unseren vier Coordinaten - Syste- 
neu die gefundene Besiehung, in welcher die Kette 4S+«7+2C s= o zu der gegebenen 
Kette 46^) = o Bteht^ so erhalten wir rei^ectiTe : 

Die Gerade ^x+cy+2^ =5 o ist die Veretnignngs-Gerade fg (Fig. 21.) derjenigen bei- 
den Puncto des Kegelsdmittei CzCzT) != O9 ia wdchen derselbe von den beiden an ihn nom 
Coordinaten-Puncte aus gesogenen Tangenten berührt wird ; 

Der Punct «fX+cY+S^ = ist das mittelst des Coordinaten-Systemes XY ansgedruekte 
Centrum C (Fig. 20.) irgend eines Kegelschnittes fsCXY) = ; 

Die Gerade ;u+€Y+2C = vereinigt die beiden Puncto f und g (Fig. 23.), wo der 
Kegelschnitt f2(uy) = senkrecht zur Axe XOX' läuft; 

Der Punct dV+sV+2^ = ist der Durchschnittspunct der beiden an den Kegelschnitt 
C2(UV) = , da , wo er die Axe XOX' durchschneidet , gezogenen Tangenten Cf and Gg 
(Fig. 22.) ^ woraus sich ergibt , dass die vier irgend einem Kegelschnitte in Bezug auf die 
vier Systeme xy, XY, uv, UV respective zukommenden Ketten 4fSH-«7+2C =: zugleich die 
vier dem nämlichen Kegelschnitte in Bezug auf die vier Systeme XY, xy, UV, uv reqpeclivo 
zukommenden Central -Elemente bedeuten. 



VIII. ZunammeiihaQir zwischen den GoefiBelenten won 

S. 128. Wir haben bei den Kegelschnittsgleichungen bisher ($. 97—127.) uns damit 
beschfiAigt, die allgemeine Gleichung zweiten Grades im allgemeinen Coordinaten-Systeme 

zu untersuchen. Nur haben wir bisweilen die Bedeutung der Coordinaten $9 specialisirt und 
darunter die vier speciellen Coordinaten-Paare xy , XY , uv , UV verstanden. Die Bedeutung 
der Function fj dagegen haben wir keinesweges, wie diejenige der Coordinaten g und 17, ak 
sich specialisirend und sich ändernd uns gedacht, sondern wir haben unter 4 immer die alL 
gemeine Function zweiten Grades verstanden, welche zwar ganz unbestimmt sei, jedoch, wenn 
sie einmal angenommen, sich nicht mehr beim Uebergange von einem Coordinaten-Systeme zun 
anderen findere. Es ist aber zu beachten, dass die vier in dieser Weise erhaltenen Ketten 

fi(xy) s «x2+/»y*+yxy+At+«y+C = 0, 

faCXY) s «X^+/JY2+yXY+dX+«Y4-? « 0, 

f2(UV) 3 tttt2+/iv'^+yUV + *U + «V+C = Ö, 

4(UV) 3 «U»+/?V^+yUV4-*ü+fV+C == 
J[eineswegs den nämlichen Kegelschnitt ausdräcken, sond^n vier in Form und Lage verschle- 



\]II. Zimtnunoih. xwitdi. d. CoefficienU f/xy) ^ f^CXY) s f^iw) ^ Fj(JJV)^o. t07 

4eBe Kqfeimdinitle. Don nehmen wir z. B. 4» dnrek die drille Kette aiu^edrodLten Ke^feU 
«eteill mid dnkdkeii wir ihn mittelst der Uehergangtforaieln von $. 11. im Systeme z; ani^ 
•o bekommen wir die (= o) Setznng einer Funolion von x nnd y, welche von der Fionclioa 
4(av) im AUgemeinen verschieden ist , d. h. deren GHieder mit anderen GoefBcienten nmlli- 
flicirt sind als diejenigen der Function £t(uv). Wir wollen daher dentlicbkeitshalber die vier^ 
ein und denselben ganz allgemeinen Kegelschnitt aasdrfickend«i Ketten and ihre Coefficienlett 

FjCxy) s ax»+bya+cxy+dx+ey+g =3 0, 
Fj(XY)s AXa+BY^+CXY+DX+EY+G = 0, 
/aCuv) s «u«+jJv«+yuv+rfü+«v+C = 0, 
FjCUV)- ilü«+fiV*+CüVH-PüV+EüY+fl = o 
durch verschiedene Buchstaben ausdrücken, wobei zn beachten ist, dass die aus dieser Defi- 
nition hervorgehende (bei der weiteren Untersuchung der Kegelschnitte in $. 128—171. bei^ 
behaltene) geometrische Bedeutung der Buchslaben a, A, il, a; b, B, B, ß; etc. eine andere 
ist als diejenige , welche nach der Terminologie von $• 100. und $. 108. diesen Buchatabeii 
vodier in f; 97—127. zuerkannt worden ist 

$. 129. Sehen wir nun aber, wie diese AusdrOcke ein und desselben Kegdsehnittes mit 
einander verbunden sind, und Hingen wir dabei an mit d^ Unlersuebung der gegenseitigen 
Beziehung der beiden ersten Ausdrücke f^cxy) = und F2CXY) =: 0. Es ist hierzu nicht 
nftthig, dass wir die gegenseitige Beziehung der Functionen f^ und F^ selbst, d. h. ihrer sechi 
und sechs Coefficienten untersuchen, sondern wir brauchen nur den Zusammenhang zu ken- 
nen der beiden Gleichungen f2(zy) =s o und FsC^Y) =^ e. Da nun aber Jede Gleichung 
ohne Aenderung ihrer Bedeutung mit einer beliebigen Gonstanlen als Factor muHiplii^ wer- 
den darf, so wollen wir unsere beiden Gleichungen mit - und ^ respective multipliciren und 
ein dadttck m 

fa(xy) X i = £,'(xy) s Q s a) x»+ (| = b'^y» +c'xy+d'x+e7+i = 0,. 

F,(XY) X i=F;(XY>s(g = A')x«+ ^| = B'V+CXY+D'X+E Y+1 =0 

«mindern, wodnreh die Untersuchung des gegenseitigen Zusammenhanges dieser beiden GleU 
Übungen sidi auf die Untersuchung des|enige« ihrer fflnf und fBnf Coefficienten reducirt. Ein- 
fiichheitshalber jedoch wollen wir dabei die Accenle in unseren Gleidiungen weglassen und nie 
daher durch 

faCxy) s az*+kr<+exf+dx4-ey4-l « o, 

F2(XY)s AX»+BY'-fGXY+DX4-EY+l=s=o 
ansdrAcken ; nur müssen wir uns dabei erlmuem, dass die allUer durch f, F, a, A, b, B etc. 
angedeuteten Functionen und Coefficienten zwar ganz unbestimmt, von den durch die nämli- 
chen Buchstaben in $. 128. angedeuteten jedoch verschieden sind. 

$• idO. Die gegenseitige Beziehung dieser beiden Gleichungen lässt sich mittelst 
derjenigen Methoden finden, deren wir uns §. 92«. bedienten zur Lösung der allgemeinerea 
Aufgabe, eine durch eine Gleichung von der Form fji(xy) = o oder Fni(XY)= gegebene Curve 
durch eine Gleichung von der Form F. (XY) = o oder fii(xy) = o auszudrücken. Die LAsung 
nun dieser allgemeineren Aufgabe forderte naA g* 93«, dass wir die ganze Natur der gesucht 
ten Ftandibn F oder f bestimmten , d. h. erstens die Anzahl ihrer GUeder , zweitens die 
GrAsse der in diesen Gliedern vorkommenden Exponenten von xy und XY, drittens eadlidi 
die Coefficienten dieser Glieder. In unserem jetzigen Falle dagegen, wo n=2 und ms=:2, 
sind die beiden ersten Untersuchungen fiberflOssig, da wir nach g. 97. wissen, dass die ge- 
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mcbte Gleichling FsCXT) s=s o oder ^(xy) s= o die sechs GBeder der sHgemeiBeii GMchvif^ 
sweiten Grades enthalten muss. So redacirt sich also die Unlersachnng der gegenseitIgeA 
Beziehung der Gleichungen f^Cxy) = o and FsCXY) s= o auf die gegenseitige Besiehon^ 
ihrer fOnf und fOnf Goef&cienten. Wir können daher allhier, da das, in der gesuchten Giei» 
diung zu Bestimmende so wenig beträgt, nämlich im Ganzen nur fOnf Coeffidenten, uns der 
Methoden Nro. 5. und Nro. 6. von $• 92., wodurch bloss Einiges von der gesuchten Glri-- 
drang P2CXT) = oder ftCxy) = o bestimmt ward , mit Yortheil bedienen , da alsdann in 
genannter Gleichung nachher noch bloss zwei oder drei dieser flknf CoefBcienten zu bestim- 
men übrig bleiben. 

§. 131. Es sagt uns erstens die Methode Nro. 6. Ton $. 92., dass wenn die gegebene 
Function f(xy) irgend einer von den vier Bedingungen 

f(+x, +y) = f(+x, -y3, f(+x, +y) s f(+y, +x), 
f(+x, +y) s f(-x, +y), f(+x, +y) = f(^y, -x) 
unterworfen ist, auch die gesuchte Function F(XY) der nämlichen Bedingung respeeäve 6e-« 
uflge leisten soll« Es werden nun aber diese vier Bedingungen bei der Function f^Cxy) er- 
fallt, wenn respective ist 9 

c=ao und es=o, a— b=30 und d— e=30, 

c=ao und d=ao, a-^b=ao und d+esso, 

in welchen vier Fällen also respective auch sein mnsst 

Cc=o und B=:o, A— Bssao und D-E=ao, 

CS=ao und DssBO, A--B=:e und D+Esso, 

Hat also die gegebene Gleichung eine der vier Formen 

ax«+by2+dx4-l = o, a(x*+y^)+cxy+d(x+y)+l = 0, 

ax^+by^+ey+l s= 0, a(x«H-yO+cxy+d(x-y)+l = 0, 

so wird die nämliche Curve im Systeme XY ausgedrückt durch eine Gleichung you der Fom 
AX«+BT2+DX+1 s 0, A(X»+Y0+CXY+DcXh.T)+1 =0, 

AX^+BY^+EY+l s= 0, A(X«+Y«)+CXY+D(X-Y)+l=:o. 

Dies geometrisch gedeutet, heisst: Coincidirt eine der beiden Axen des primitivem 
Kegelschnittes fsCxy) = mit der Coordinaten-*Axe XOX oder YOT oder mit der Geraden 
LOL oder KOK* (Fig. l.)* so hat auch der, durch Verwechselung der Coordinaten -^ Systeme 
aus dem primitiven entstehende neue Kegelschnitt fiCXY) « FsCxy) = die nämliche die- 
ser vier Geraden zu seiner grossen oder kleinen Axe. 

$• 132. Was zweitens die Methode Nro. 5. betriflft , so können wir diese z. B. dann 
benutzen, wenn die gegebene Gleichung eine der beiden Formen 

(x-hxy-j) =5 k oder (X-ffXY-J) = K 

besitzt , so dass sich unter den Functen oder Tangenten des betrachteten Kegebchnitles iaa 
ersten Falle zwei solche befinden, in welchen respective ist 

^ ■ y dy xdy ^ , x dx ydx ^ 



i-S-^-"' ^-*'"-^y ^^ay-Jdy 

im zweiten Falle zwei solche, in welchen ist 

Y Y . Y dY XdY ^ Y -, „ X dX YdX ^ 

A=oo,y=J,j = jj^=Yjx— 0; Y=oo,3fc=H,Y = ^= jjjy=o. 

Denn es können alsdann nach $. 59. diese Eigenschaflen des gegebenen Kegdsdinitlee 
auch in der Weise ausgedrückt werden, dass der Kegelschnitt im ersteren Falle zwei Eieniente 
folgender Art besitzt 

Y^n V_l X dX XdY_ ^ Y Y_ 1 ""^ — ^^ — Y*X — n 

Ä— 0, 1 — p^ = jjY-= YdX~ ^' 1=0, A—p j — ^— XjjY — o, 



Vm. ZusammMh. zwisch. d* Coeflficient. {,(17) s FtCXY) ^ f^(w) s Fa(DV) a o. «00 
im nreften FUle swei Bemeiite Ton der Font 

'•^— J'y — dy— yS— ^' ^^"^^^ ^ — H' x " dx " idy " ^' 
fO dara der Kegebchnitt in den beiden Filien reepecÜTe dnrdi eine Gieiciimg von folgen«» 
4er Form 

(liX-tr+(jT-»l)»-.CXY = 1 ; (IIx-l)«+(Jy-l)2-.cxy =: 1 
aoflgedrtckt werden mnss. Dieses zeigt nas, wenn wir es ebenfalls geometrisch intar^etiren, 
dass jede Cärichnng f^Cxyy » FsCXT) &= 0, welche eine gleichseitige Hyperbel mit zwei de« 
Azen XOX' nnd YOr parallelen Asymptoten, oder aber, welche einen die Azen XOX' nnil 
JOT berährenden Kegelschnitt atisdrflckt, dnrdi gegenseitige Yerwechselnng der Coordinaten- 
Systeme zy nndXY sich zu einer Gleichung 4CXY)5F2(zy)=o nmgestaltet Ton solcher Form» 
dass sie respective einen die Azen XOX' und YOT berfthrenden Kegelschnitt, oder airer eina 
gleichseitige Hyperbd, deren Asymptoten diesen Azen parallel sind, ausdrfickt. 

S* 133. Wenden wir die nftmliche Methode Nro. 6« nochmals an in folgendem anderen 
Fdte: Es habe die gegebene Gleichung eine der beiden folgenden Formen 

ax2+by«+dz+l sb 0, ax^+by^+ey+l es o, 

d^ h« es besitze der Kegelschnitt respectiye zwei Elemente von der Art 

dy 1. dz 



j^ =3 00, x=o,y=n, j~ = od, 

, dy ^ . dx 

y, jj == OD, zs=o,yt=j, j^ = OD, 

so kann diese Eigenschaft des Kegelschnittes nach |. 51. auch in dieser andere Weise aus-» 
gedrückt werden, dass in den l>ebrachteten Puncten nnd Tangenten respectiTe ist 

dY • ^ ^ -v n ^^ 

3X c= OD, X=o,Y=^, 3f — Qo, 

JT oder «Y 

'» JJ = OC, X^>, Ys=J, ^ s:3 OD , 

d. h. dass der betrachtete Kegelschnitt auch durch eine Gleichung muss aasgedrfickt werden 
können respective von der Foim 

AXa+BY«+DX+l =0, AX*+BY2+EY+1 = 0. 

Und wir bekommen daher abermals das in §. 131. mittelst der Methode Nro. 6. getan- 
dene Resultat. 

Wir können aber mittelst unserer jetzigen Methode dieses Resultat verallgemeineren und 
den Fall betrachten, wo die gegebene Gleichung die specielle Form hat, 

(ax+by+c)2+(bx-ay)2 = 1, 
so dass die durch sie ausgedrückte Curve zwei Puncto besitzt| fOr welche man hat : 

j_bxdy_ \ ,_py_* »^y_ 1 

Denn es vrird dieser Kegelschnitt alsdann nach g. 7. in diesen Puncten zwei Tangenten 
besitzen, welche durch - 

A_ii, j_-, YaX~"^' ^-^Ti = a^ YdX ^ 

auszudrücken sind, so dass der Kegelschnitt alsdann im Systeme XY durch eine Gleichung von 
der Form 

CaX+bY+C)«4-(bX-.aY)« = 
angedentsl wfrd. Dies wiederum geometrisch interpretirt, lautet t Im Fall die gege« 
bene Gleichung 4(xy).so eine solche ist, dass eine der b^en A^en des Kegelschnittes 
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f2(zy)=P2(XY)=o irgend eine den Coordinaten-Ptanel dnrchslntdiende Gerade kc--ayc3d 
ist, bat iiach der Eegelschaitt F^Cxy) = fsCXY) = o die nimliche Gerade bx— ay = zn 
seiner grossen oder Ueinen Aie. 

$. '1S4* Wenn wir man aber, wie wnr dieses so eben tbaten, ans der Methode Ibro. Ö. 
Ton S* 92. bedienen, nm m einer gegebenen Gleichung ^(xy) = die die nimlidie Conre 
nusdrfickende analoge Gleichung FjCXY) = annähernd zu bestimmen, so können mt diese 
^stimmong nicht weiter ^iben, als dass die Formi der Gleichnng ron solcher Art sein foUi 
49M8 sie dem Kegelschnitte den Besitz gewi^er spesidler Elemente des Systeraes XY anbringt, 
80 dass die Fonction F2 M)rigens ganz unbestimmt bleibt nnd daher mehrere in ^(zy) scs o 
nicht vorkommende und von den Unbestimmten dieser Function fj nnabhingige Unbei^mt» 
C, G, etc. enthUt. Wir können jedoch in viefen von den so ebea betrachteten Fdflen die 
gesuchte Gleichang FsCXY) =s o mit leichter Mfike ganz bestimmen, wenn wnr erstens mittelsl 
der Methode Nro« 3. von $. 92. alte die in PiCXT) ±= o Y<NrkommeBden Coeffidenten bis aof 
eine einzige bestimmen und nachher auch den Werth dieser einzigen, dnrch die Integration 
hervorgerufenen unbestimmten Constanten mütdsl der Methode Nro. 4. ausfindig machen. 
Wenn z« B. die gegebene Gleichung irgend eine der folgenden echt Formen besitzt 
x2+y2 =s g, x^-y^ =g, ax^+by« =1, xy = g, x = hy V y ä hx^ 

xy =3 ax+by, ax^+by^+cxy ss 1, 

so hat sie respeclive zur Differentialgleichung 

i^=-.l ^=^1 ?*L=.«^ *^^ = -I £^— j.i 5Ö— 4.2. 
ydy * ydy * ydy a' y3x ' ydx ''"2' ydx ^ 

2a+c| 



dx- a><U> S -(IW* 



von denen die- letztnre sich aneh auf die Form 

djN 



-y="*:^_^(i) 



bringen Usst; und da diese piiFerenUalgleicIiongen nach $. 7. auch als 

^^^ — 1 Y^T __ YdY _ b XdY . XdY 1 XdY . 
XSK '» XdX —'*■*» XdX**"'i» YdX — -*» TdX~'*'J' YdX~ ■*"*' 



X _ b ^ /''X Y dX 

'■t~""i'^v,dY>/ ' ar 



Sa 



X 



-<f) 



b » lB>ch t> r wetden Unnen, von welchen Gieiehuigen wir die beiden letiteren «nter der Form 

dx_^^iür dY_ Kr)-' ^-<l) > 

sclirdben wollen, so beltommen wir fSr die unsere Curven im System XY aosdrflskBnden 
Gleichongen acht Gleichungen ron respective folgender Form: 

X»+Y» aa C, X«- Y« sa C, bX«+aY« ass C, XY a C» X ss CY% Y «aa CXV 

VbX±V«7 a C, bXs+aX>^eXY s C. 



iWnaoh. svrtsdb. i. CoettcienL ^(rar) ^ Fs(XY) = /t(uT) ^ FsCDV) ^ o. 1 1 1 



Znr BestiiuMiig dtf Uiibe0ti«Mleii C letten wir ««8 dar achten der fflgebeaea QWdMiti« 

durch Differentiatton folgende Gleiehuiigen ab: 

1 ^ dx _ Z gb y+cx ^ _ 2fax»+bY»4-cxy) ^ 2 

^ ^ ^"^ dy ~ ^ V^ 2ax+cyy "^ 2ax+cy "" 2aat4-cf * 



Y=* X^ 



1 / dyN _ 2 
X^ V'"diy~ 2by+cx^ 



Far den Ansdmck als endliche Function von x nnd y, welchen die Function bXH-aT^— cXT 
bei unserer speciellen achten Cnnre besitzt, bekommen mt alsdann 

j X [(2ax+cy)n)+C2by+cx)2a-(2ax+cyX2by+cx)cJ, 

d* h. nach BnlWickelvng , 

(4ab-c«\ ^ o.%^^ — -* 4ab— c^ 
— j— ^ X (ax^+by^+cxy) s — ^ — , 

woraus wir weiter fOr den gesuchten Werth der unbestimmten Gonstanten bekommen 

C = bX2+aY»-cXY = ^^^ • 

Bestimmen wir in ähnlidier Weise die in den sieben flbrigen Gleichungen ToAommen« 
den unbestimmten Constanten C, so ergibt sich, dass die acht Gleichungen 
x«+y» = g, x«-y» = g, ax^+by* =1, xy =s g, x == hy«, y = hx% 

xy = ax+by, ax^+by^+cxy = 1 

respective die nimlichen Curven aUsdrAcken, wie die Gleichungen 

X.+I- =-;, X.-T^l. (i)x.+(J)Y.= <, XT =^. X=(-^)p,T=(-4>.. 
VK±V"iT=l. 5*jr X.+ 55i^ T.- .5^ xr - I. 

$. 135* Es sind nun aber die bisher benutzten Methoden Nro. 6. , 5. , 3. nur bei ge-* 

wissen specieUen Arten von KegelschnittsgleichuDgen fsCxy) =0 dazu geeignet, die analoge 

Gleichung FsCXY) =s zu bestimmen. Es war aber in $. 129« die Aufgabe gestellt, sobald 

irgend eine beliebige Kegelschnittsgleichung f2(xy>=:o gegeben ist, den nämlichen Kegelschnitt 

durch eine Gleichung F2(XY)=o auszudrficken. Zur Lösung dieser Aufgabe können wir uns 

der Methode Nro. 4. bedienen , und zwar in folgender Art : Substitolren wir in die Function 

dy 
y-*x^ den aus der gegebenen Gleichung 

fjfxy) = ax«+by2+cxy+dx+ey+l = 
gewonnenen Werth des Differentialquotienten 

dy ^^^ ^ 2ax+cy-f d 
dx"^ "" 2by+cx4-e' 
so bekommen wir für die genannte Function 

dy / 2ax+cy+d \ _ 2(äx^+by^+cxy)+dx4-ey dx+ey+2 

^ * dx~^'*'*\2by+cx+e/ ^ 2by+cx+e ^ 2by+cx+e* 

Die Goordinaten X und Y also, welche, wenn man sie im Systeme xy ausdrficken will, 
nach $. 7. im Allgemeinen nur durch DifferenUalftinctionen ^ 



dx» dy 



• • 
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4er Ceordinaten X und y ausgedrOekl werden können, sind bei der gegebenen Oarre anck 
noch durch endliche Functionen 

X s= • 2ia+cy+d y = — ^^TT^-^ac+e 
* dz+ey4-2 ' "^ dx+ey+2 

dieser Coordinalen x und y ausdrackbar. Also isl auch jede Function der Ceordinaten X 
und T und daher auch die ganze Function 

FaCXY) s AX«+BP+CXY+DX+EY+1 
durch eine gewisse von der gegebenen Function fs abhfingige endliche Function F(xy} aus- 
drückbar, wof&r wir bekommen 

4-[C(2ax+cy+d}(2by+cz+e)— DC2ax+cy+d)(dx+ey+2) .... 
-[B(2by+cx+e)(dz+ey+2)+(dz+ey+2)^V 

oder nach Enlwickelung 

(4a2A+c^B+2acC-2adD-cdE+d3)xx2 
+[(4b2B+c2A+2bcC-2beE-ceD+e«)xy« 
+[(4acA+4bcB-HtabC-f c^C-2aeD-cdD-2bdE- ceB+2de)xxy 
+[(4adA-h2ceB+2aeC+cdC-4aD-d^-2cB-deE+4d)xx 
4-[(4beB+2cdA+2bdC+ceC-4bE-e2E-2cD-deD+4e)xy 
+[(d2A+e>B4-deC--2dD- 2eE+4), 
welche Summe von sechs Gliedern dann noch mil dem Faclor 

Vdx+ey+2y 
nultiplicirt werden muss. Da nun die Function FsCXT) bei unserer Cunre den Werth o hü- 
ben muss, so muss auch die mit Fs^XY) bei unserer Curve identische Function F(xy) sich all- 
hier auf o reduciren , woraus weiter folgt , so lange wenigstens der gegebene Kegelschnitt 
^(xy) =: der allgemeine ist und die Function dx+ey+2 daher nicht ao wird, dass auch 
das Product Cdx+ey+2)^ x F(xj^ , d. h. die so eben geftmdene Summe von sechs Gliedern 
sich auf reduciren muss. Wir haben also zwei Functionen von x und y 

fa(xy) ond (dx+ey+2)2 x F(xy), 
welche zu gleicher Zeit o sein müssen. Da nun, wenn wir letztere Function durch den Coef- 
ilcienten ihres sechsten Gliedes 

d2A+e2B+deC-2dD-SeE+4 
Iheilen, in beiden Functionen der CoeCBcient des letzten Gliedes =1 ist, so folgt hieraus, dass 
die fSnf CoefBcienten von fiCxy) &== o den fiknf Coefficienten der zweiten Function reqiective 
gleich sein müssen. Wir haben also ein System von fünf Gleichungen 

_ 4a»A-H?^B4-2a(cC^dD)^cdE+d » 

*~ d2A+e>B+deG*2(dD+eE)+4 ' 

b SS « « • , s=s • • •, etc. 
zwischen den fünf Grössen a, b, c, d, e und den fünf Grössen A, B, C, D, E, und zwar be- 
sitzen diese Gleichungen in Bezug auf letztgenannte fünf Grössen eine lineare Form, iso dass 
man leicht durch Elimination von irgend vier dieser fünf Grössen die fünfte durch die Grös- 
sen a , b, c, d, e ausdrücken kann. Wir bekommen in dieser Weise folgendes System von 
fünf Gleichungen: 

a - ^^-^^ B-il:i*L r-ft^ *^-^*^ n - n,, <^-gM B_2^cd-2ae 



Vm. ZuMiiiaMiili. xmsdi. d. Co«flici«irt. %{vf) m F,{Xy) s f^dn>^ m F^dOV^ss o.^tff3 

• 

f. 136. Wenn wir nmi iber in dKeser Weite um der IMiode Nro* 4 bedienen, nm 
die Codldenlen der Fondion FaCXT) n niclien« lanfen wir CMUir^ bei der Jagwieiigiiii 
Eiifflination irgend eine Yerweelnehnig der Zetdran + nnd ^ oder irgend einen anderen 
BebrdbMder n begelioi md dndnrch falsche Remdtate sn bekomnien. Zur Coaüeie den 
Beanitates der Büminatfon daliw wollen wir die Löaung der nimüeken fnge niilMal der 
Metbode Nro. 8* von $. 92. ▼emebmen nnd iwar in folgeiider Weiae: > 

JHe an einen gegdienen KegelachnitI 

^(xy) s az>4-b7'+cJ74-dz4-ey4*l »so • > 

in einem beliebigen Pnnele xssp, jssq gesogene Tangente bat bekannffieh nnr Ctteidiunf -'. 

(2bq+q»+e)y+(2ap+cq^d)x4-(dp4-eq+2) ss o, oder 

9y+Px SS 1, 
-wenn wir nur Abkfersang aokreiben ; 

dp+eq+2 ' ^ dp+eq+S * 

Laaaen wir den Pond sssp, ytesq anf dem Ifogdadinilte aicb ftnttewegeii^ ao Indetn 
aich die vi^ Gröaaen p, q» P, 9» so aber, dass zwischen jexwei und swei von ihnen die Bedingongen 

4(pq) :s nnd ^^(fff) =s o 

atets stattfinden mfissen. Um die Form letzterer Gleicfaang, d* b* nm die gesnehle Vmetion l^ 
nn bestimmen, bemeiten wir, dass die Grössen P nnd y, wddie mit den Grössen p nnd q 
ihrer Definition nach durch die Gleichnngen ) 

p _ 2apH-cq+d ^ gbq^^ep^'e 

dp+eq+2 * ' "** dp+eq+2 
nsaaraienhangen , ansserdem noch , wenn die Gfeictang FsCXT) :ss o die • ntaüchBi Cnnre 
wie 4(XT) SS o ansdrfiekeoi soll, mit ihnen doreh die Bedingung yübnnden sefei mjtasen» 
dass das Blemmt XbP, Tssajp, d. b. die Kette q>j+fx ss i stets eine Tangente des Kegeb- 
■ebnittes ttixj) = o sein mnss, d. b. stets durch irgend einen Punct sesy, ya^ dieses Ke- 
gelschnittes gehen dnd daher divcb 

9q+Pp CS 1 
atets ausgedruckt werden muss. BUminbren wir also aus diesem Systeme tou drei Gieiehungen 
swiseben den vier Grössen p, q, P, ^ die zwd ersteren jener vier Grössen, so drückt dfe 
10 erhaltene Bndgleichung v^CP^) sb o den Zusammenbaafm^ ^2(^9) =3 aus, welcher 
«wischen P und 9 gegenseitig stattfinden muss, damit X=sP, Tssy atete die an den Keg^ 
schnitt faCxy) im Puncto zs=sp, y=q gezogene Tangente ausdrückt Bs ist nun zwar dfe 
Endgleichung ^(tf') =3 eine Gleichung Tierten Grades, weil dfe drd GIdchungen, ans de- 
nen sie entstanden ist, nur in Bezug auf p und q, so wie in Bezug adf P und f eine lineare 
Form hatten, in Bezug auf p und P dagegen, ßo wte auch in Bezug auf p und y, q und P, 
q und 9 bis zum zweiten Grade stiegen. Es beben dch jedo<A diejenigen Qtteder Ton ^Py) ss o, 
wdche bis zum vierten Grade steigen, gegenseitig auf, und die aus der Summe der fibrigen 
CBieder bestehende Gteichung dritten Grades hat P oder 9 snm Factor, so dnss sfe steh aadh 
Weglassung dteses Factors auf folgende Gfeiehung zweiten Grades redudrt r/i 

C^>-4b3P>+(d«--4a)9M<Sc--de))iP9+(ee-2bd>3P+C^-2ae>bp4<o'-4ab) sa o, » : 
wdche, wenn wir in ihr P und 9 durch X und Y ersetzen^ den Terlangten Ausdruck F,(XY)Bäi» 
des gegebenen Kegelschnittes f^Cxy) ss o liefert, so dass ihie Coeffidenten durch Identifici- 
rung nut denjenigen des Kegelschnittes f|(zy) as^ das schon in $. 135. nach der Methode 
Uro. 4. erhdtene System Ton Gleichungen darbieten. 

S- 137. Wir sind also jetzt im Stande, zu irgend einer gegebenen Kegdscbnittsglei- 
düng Ton der Form 

15 



itti, tUbef AbtdofHt. '■iei4 G<ar<i— Kaifiyitffaie fajr, XY, nr^iDir^ 

• 

tjiwf) & «»4-lf^+eiy+äK-f ey+l ss o 
fÜB 4m ilitiftnfcfii XegdMteitI .auMdieBde GMohrag 

i» ftMqi. flltt» alM 4ie gegfebtne QkidHuig olAt tim iolahe Foim, daai dtr Ci<Bdeit 
ihm leMm Oüfdef daa VerA 1 Utte» 8# nAwleB nv sie ftrher dnrch UrittpIidMi ntt 
dem reciprokea Werlkte 4lMai doefficiciilw «uf geBMnte F#nii bri^gto. Mb t^d jedoHk 
dieses jedesmalige Maltipliciren der gegebeoen Gleichmig fibBclUisig^ vreim mr beaditM» 
dass wir aus dem YorlierigeB liimitlelbtr imt ZustümeBhaag :aUeiten kSonen , welcher swi- 
aclrn den neclm mii «ecMs Cbclficieiitea der Mdea aHgemebifiK Fondioiieii 

•f,(KT^ B ax>«f-iiy«^czf^-dx4-ey4-g =» o, 

F,(XY)3 AX»+BT»+CX¥+DX+EY+6 = o 
slattfindet, nur müssen alsdann nach |. 129. die bisher in f. iaa*-ia& benMital Coefllflieiii^ 

a A 

ton nnd Functionen a, A, b, B, c, €, d, B, «, E, gy G, f, F durch andere a = - , A' » j^, etc. 

g *» 

«mM wecden. BndofiDh indem nick «isere TOiliiii bekommenen finf GMaiimifMi in die 

iunf allgemeineren A* = -t^-^^ü» ^ V = • • ., etc, ab, weiche dfirch Substitnirung folgende 

Jtoim aandfamte 

.A__ e^*^4hg B_^-4eg C_ ücg^de P _,., «^äbd B^» od--gae 
1S~ c«-4ab » G~ c^-4ab' 15~^^ c»^4ab ' G~^ o*-4ab» G" ^^ 6«-4ab* 

Es ist liieraus endehliichf dass der Znsammenhang swischen den sechs nnd sechs Cioef- 
ficienten zweier allgemeinen FuncGonen zweileft Grades i^(xy) und FaCXT) durch die Be- 
«diBginf , diais die a e Setang beider ItanclieneB den nimlkiMi Kegelsdunil mMdrOckn 
4Hdlai Boeh nicht gini. btstimnit ist, so dass wir keineswegs isgend dnen vnn den sechs 
-Coefleiailen dee sAien Kegelschniltes te die OoelBcienten des anderen 4undi leoie hestimmle 
-OeiehmiV A s: ji^^abodeg) cMdrfldKen kSonen, jendem klitere Fteciien alsdann nodi 
eine Unbestimmte x enthalten muss, so dass die Gleichang die Fetm A na xtAetagtO a»* 
nimmt. Statt dieser Unbekannten k können wir aioh, wie wir dies eben thaten, iigend dnen 
mieiten Goeflfeienlen 6 des enrteren Segelschniües nehmen. Unterwerfen wir jedach jede dv 
beiden Chrnpfen iwk aechs Gacficianten irgend riner bestimmten fiedfaignng, s* B. daas die 
Functionen ^(1^) nnd F^iS^) aadk S- iM. beide anf die Fonn 7i(^) x i^i<t9)+il »ebraclKt 
werden kinnan, ao aittd Ancii die sechs Coeflicienten der enteren Gleiehn^g ale aedm Oaaf^ 
ftienlan der Mieiltt gnna ibertmmt> 

f. iaSw Wkaiahoa alM) mtetsneh^ wie man M den vier Ausdiftahen 

: ftO^y m ax«4-by«+cny4-dx+ef +g » a, 
F2IXY) 3 AX^^m^^CXi^DX^^VY^Q a a, 
fi Ca?) SS ui^^ßt^^ymr^H^BY.^l^ ss a, 

p j^^> B Au^+inr^+cw+i^u^-fv+ff SS 0» 

iftmeh wdeha iigeftd ein nnd.dtoelbe gans algamenie Kcgnlidinitt in anaoran «ier Coordt» 
naten-Systemen respaelfare aangadrüdct wird, aus dem ersteran Attsdrache denaweüaa aüeitfii 
ktane. IIa i^ia nUn abai^ ma an difisan Zusammerirnnge ai gdaagen, nicht dto Natar der 
Caafdfnalen xf and X¥ adber, aandam aar ihre gugensaüige Bcriehallg 



4lad die:|dc|pans.iiae)if« 7« abgelctteten Formeln banalst haben, sa bkikt der geftmdeae Kasan» 
menhang noch fortbestehen , wenn wir die speciellen Coordinaten-Systeaia ay and ZT 



dbidtgeneiii« I9 Md JOr effelzei^ ml er IMÜMilii dmof m«h bartplM, wmBtf^mKib^ 
hat . f Ml^tum vo» dksoi Mgemiiaem CMidburtefl^SyMMMii n. ciMi te IhaHriier figüiuui»! 
ÜgarBoitkur ftehfendni ÜM^fiktii, alswelob« wir mA $. MH i&e9pMm Xt ud iy , Mw 
«V und UV, oder endlich UV und ay nehneii können. Der Jf^gasettige Inwinmuhhing iboy 
welcher «wifclien dem ersles «nd vweitai, so wie dcqettige^ welcber swieeliiBi Mm dtUtm 
und iderlen objgar. yier Aaedrtche statlfindeti, wird tngedeotel durch folgendes Sjrtem . ¥Oii 
Gleichnngen: 

A e^>-4bg a_ Bg^4B6 A_ e»--4^C a JB^^-IAG 

Was tea^ die Aenderang der CoeüiciealeB betriS, w«i4ke' man bei der GMchMfi 
irgend eines allgemeinen Eegelschnillee Tonehmca mns, na ohne Atfudetug^ dbr<eipk«< 
schnillskfe yom l^fsleme xf so uv, oder nmgekekrtTon nv n zy flbemgeheoi. so U diMe 
«mnilleihar mMelsl der Uebeivangsfomeln von $. 11. m inden, da die AnsdrUte 

az3-l*hy?+dij4'd}iH-ey-hg sas o, 

mittelst derselben respecÜTe in 

Ca-hd+g)u2+(a-d4-g)T^4-tf-a)SnT^.(e4-c)2n4-(e-c)2T-f(4b) = o, 

nmgetadert werden« Und wenn wir abaiami die gdhndflnen Udiecginge Ton tiOffy «s mi 
fsCuT) = nnd von f^Cmy a» n F^llPl) aas o aneinandsf nihss, bekopnea.wir 
den Uebergang f^Czf) = o n f^(U7) sac 0^ so wie tbcrhanjpt denjenigen Yon ;irgea 
obiger vier AnsdrAeke n iigesd einem aaddreBi 



... • • . , . ^ 

%. 139. Wir haben bisher «iter i^dji) iomner eine solche FjanoiionjEweiten Graden wr«> 
Stande welche, gleich geseUt^ einen e^entlicben Kegelschnitt ausdrückte, fi«^ )i welche sioii» 
sWtt in ein Plrodiict zweier Fmcfiooepi ersten Grades aerlegen liesiU: Betrachten wir nna 
ober aich diesen Awsmhsytfall. Denken wir uns also einen beUeluge%gaM .allgemeinen. K/9- 
gtbiehnitti nnd drAcken wir ihn mittelst unserer yier Coordinaten-Systeuie «aS| und qiecidjsi^ 
len wir alsdann die Form dieses Kegelschnittes vier Mal hinter eiqaoder und fwar jedesm^; 
durch die Bedingung, dass einer seiner vier Ausdrücke sich in obiger We^e. zerlegen JtaurjfCr' 
Diese vier ^pecialisimngen 






it 



oder, Bi Baehstriien ausgedrückt 

ae^+bd^-cde 3= g(4ab^c2}, AE^^^BD^-CDE W G(4AB-C^ 

sind keinesw^ alle von euiandepr verschieden, sondern die erste ist mit der dritten und die 
«weite mit der vierten identisch, wovon wir uns nöthigenfalls überzengeii kennen, wenn wir obige, 
in den Co4»dinaten^stemen 97, XY, nv, UV respective ausg^ilrückten Bedingui^g^ .mittdfi( 
der Formidn von $. 138» in den Coordinaten-Systemen uv, UV, xy, XY r/^spective ausdrflckeii» 
Bi redudren sich also diese vier Specialisirungt^n de^ KegetacbuHtes anf zwei, welche respective 
bedeuten, dass der Kecdschnitt sich auf eine Gruppe zweier beliebiger Geraden ^^ ^^ 



tltt Bnltr Abtekmtk Dlie 4 GoufdtiMlia-SyirteiBe sj^ XY, uv, DT* 

«r: ikh wf. etae Ckoppe xw«ier beUeMfM Iteele rddacirt. Diete BediagnngM kaiira oaA 
§* 90. lor Folfift, diis 4er Keg ebdhnitt sich im enteren Ftlla aar eiaett doppelten Fnet, int 
vMiteii FaDe steh Mf eine don^te Gertde redncirt. Wir ktanen nng iderron tkenenfen» 
wettn wir die beiden Gldehnngen 

(aX+kYrhl) X CcX+dY+1) ssa o, cAx+By+1) x (Gz4*Dr+l) « o, 



welche respective die Grappe der beiden beliebigen Pancte ' und ^ und 
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jenige der beiden beliebigen Geraden ^ "^g und y "j^J ansdrAcken, mittdst der For- 

aidn Ton $• 137. in die Spradie der Systeme xj nnd XT respective ttersehmu Denn die 
Meh ^niger Bntwicdidnng sich ergebenden Gleiohnngen 

[(b«d)i:H-(e-a)y+(bc*ad)p ä o, [(B-D)X+(C-^A)Y+(»0--AD)1» ä o 
bedeuten nach g* 16. respective' die Vereinigungs - Gwade dar beiden gegebenen Fnnete un<| 
den Durchschnittspunct der beiden gegebenen Geraden, nur dass sowohl die Gerade als der 
Ponct wegen der Quadrat -Form dar Gleichnag alUuer als doppelt betrachtet werden mfissen. 
Es ergibt sich hieraus, dass die Bedingung 

• ae^4>bd3-*cde aa g(4ab-o^ 
nur Folge hat, dass die Tier AnsdrAcke des Kegdschnitles respective die Form 

fi'(xjr)xr(xy) = 0, [Fr(XY)p«o, A'(w)x/;''(uv) « 0, [FrcüV)P»o 
aimehmen mflsw, wihrend dagegen ein KegdschniU, bei welchem die Bedingung 

AB^H-BD^-ODB a G(4AB-C«) 
stattibidet, in nnserm vier Systemen respective durch CSeiehungen von der Form 

(fr(xy)P = o, F/(XY)xFAXT) = 0, |/r(w)P = o, F/(üV)xFf(üV) = o 
ausgedrAckt werden muss. 

g. 140« Soll nun aber ein gana allgemeiner, d. h. ein fSuf Unbestimmten enfhaltaider 
Kegelschnitt sich auf eine Gruppe von zwei beliebigen Geraden oder zwei beliebigen Fmcten 
reducirsn, so braucht er nur (lazS-SxS) Bedingungen unterwwCan au werden, da in dem 
Ausdrucke jeder beliebigen Geraden oder jedes beliebigen Punctes zwei Unbestimmte enthalten 
gbk&j während der Kegelschnitt selbst deren ftnf besitzt. Wenn dagegen die beiden Geraden 
oder die beiden Puncto ausserdem noch mit einander coinddffen sollen, d. h. wenn der Ke- 
gelschnitt sich auf eine doppelte Gerade oder auf einen doppelten Punct rednciren soll» 
muss er (3=5 — Ix S) Bedingungen unterworfen werden, da alsdann in der Geraden oder in 
dem Puncto, wenngleich sie doppelt sind, doch nicht mehr Unbestimmte enthalten sind aln 
in einer einfachen Geraden oder in einem einfachen Puncte, d. h. nicht mehr als zwei. Es folgt 
hieraus, dass, wenn wir einen Kegelschnitt 4(zy)=o der Bedingung ae^+bd2-cde=sqg<4i-e^ 
unterwerfen und den erlangten Ausdruck fi'(xy) x fi"C^) in die Spradie des Systemes XT 
an äbersetzen trachten, der abo erhaltene Aasdruck [Fi'"(XY)]2»o keineswegs mit fi'(xy) x f^^Cxyy^o 
identisch ist, sondern unendlich viele solcher Ausdrfld^e als specieHe FUle in sich enthtit. Ifit 
anderen Worten : Wenn wir die in der Sprache des Systemes zy ausgedrflckte Bedingung 
ae^+bd^— cde == g(4ab--cO auch in der Sprache des Systemes XT aaszudrflcken versuchen, 
fBgen sich der primitiven Bedingung bei dieser Ueberselzung noch zwei andere hinzu, so dass 
de sich zu einer Gruppe von drei Bedingungen ausdehnt, erstens, dass die drei erslai Glie- 
der der Function F2(XT) ein YoIlstAndiges Quadrat darstellen sollen, d. h. dass &=i4AS^ 
zweitens und drittens , dass auch die drei letzten Glieder von FsCXT) deh mit dem aus deü 
drei ersteren Gliedern hervorgehenden Quadrate zu einem neuen Quadrate vereinigen soUen, 
d. li. dass D?=34AG und zugleich E^=s4BG. Diese drei Bedingungen lassen sidi auch durch 
drei beliebige andere aus ihnen hervorgehende ersetzen, z. B. durA: 



m SyedalUirangM dir at^MncMOi Gkidmiig 1^1«) ae «. %%7 

Mtok« irir alw^Mii beilteiHtMi Kc^ibeliBttl im Sjttorae zy «m, uterwerfen wir ilm 
imBediagng^ ims er sieli md iwei Geraden redooirea «oU, fiberlnigeii wir abdami dieie Be» 
AigMg mid dieKegetaphnittigieichwig in das Syelen XT mittelst der Formebi tchi $^ 137», od 
kehren wir endKeh aülldsl der afanlioheii Poimebi zum Systeme xf irartek, so werden din 

Coeffidenlen des Kegebchniltes elsdaim aUe dnrcli imbestimmte Aasd^Scke ~ ss ^ , - ss ?, 

etou anigedrAekli weU der Kefelsdmitt wikrend dieses Ueb^ganges Ton xy mi XT ond wik« 
lend der Mckkebr yen XT m xy seine Natur gelndert bat und unbestimmter geworden is^ 
als er yoiker war. 

$. 141. Damit wir jedooh kkrer einsehen, wobor es kömmt, dass ein imd dieselbe B&^ 
dingnng in den Systemen xy ud ur durch eine einrige, in den Systemen XT und UV dage* 
gen durch drei Gleichungen ausgedrfickt wird, während umgekehrt eine andere Bedingung in 
tj und UT eine Gruppe Tem <farei Gieichnngen, in XT und UV bloss eine Olekhnng fordert, 
wollen wir an einem Paar Beispiele untaMGhen, wie diese Unbestimmtheit wUirend des Ueber* 
tragens henrorgemfen wird. 

Nehmen wir die beiden Gleichungen 

durch welche nach {• 134. ein und derselbe KegelschnitI auigedrAokt wird, dessen Centnun sich 
im Coordinatpnncte befindet Verscbieben wir diese Curre um eine beliebige Stred[6 in 
beliebiger Riditnng. Diese 'hranslation 

aif =s x+«, y' =s y+/» 

wird nick fi 190. im Systeme XT ausgeMckI durch 

X T 

M dait oMre beidim Okktaagw VmdnA iMpecÜre 

in •Cx+a}*+b(7+/»)*+cCx+aX7+/f) = ff 

sich abindem. Bestinmien wir nun die in der Translation enthaltenen Unbestimmten a und 
ß so, dass sie ym a, b, e und von mmA anderen IhÜHMÜmmten d und e reqiecfire abhte-» 
gen durch 

abd-^ee ^ 9ne-cd 

~ 4ab-e» * '^ — 4ab-ci' 
io wlr«l unser KsgeisehnÜt ein in Form und Lage gana beliebiger, und swar nimnrt die erst« 
seiner Gleidrangan die fem an: 

ax«+by«+cxy+dx+cy = g + ^^^^^^, 

witarend die nwrite sidi iMnderl in: 

a ^fcg / MHi-^ee Vhi ^ r 4ag / 2ae--cd V^-i ^^ 
4ab-c» ""Ifibi:^/ J * + LfiB^» ""l 4ab-.c^ / J ^ 

[ 4cg S(3bd-ce)(Sae— cd)-i vv 2(2bd-ce) y *(*•®-^)T^ — i 
ISar::^« "^ (4ab-c>)' J^-- 4ab^c^ *^ 4ab-.ca ^y-*' 

Unteweeisn wir nun unseren Kegebdinftt der Bedingung , dass er sich anf swei Gerado 



IIS Ertler Abflehülll. Di« 4 Ca^rdJMrfUi Ij^nlmm^vy, XY> «t, Xf. 

redocire, so binadiA wir mif g =o xq srtseii, wodoroh die «rslete CMelmiig sick in ein 
AodMf ton xwei Gleiieitii^ii enteil- Ora^ lefligt nA dsM Um llHf f Tnliiiilliemiin h^ b, 
e, d, e lieMn; gfetl fettleiw kdUM* wir Mek Hb ItafAuMtiiM» % i^f c^m^'^ßitmer-VO^^ 
iNMiDiteR näinien. tJtiter dlesee AM UiibeiliiiitlitM bdkidai sM: lier mr Tiier tm eiHslir 
imdAfiigf^e, we» wir die fflnfle UnwegicbefiNi Mnieii, wwnvirir dW IMettHtaiiy . 

a(x+<»)^+b(y+/J)*+c(x+«)(i+« = 
dhrch dlmselbe theilen. Setzea wir dagegen ia der zweiten Gleichnng gt=so, so liat dies zor t^otge, 
diM die Ceeffiefenfen ven X» nd t^ rMpeetfvi» mK dem »igitiTOi Qritdnle der Mlbmi Coel« 
feieMen von X md T identiBdi werden ^ wedMeit die swtebM den ftnü OMfBefeiHeii v^m 
X^, T^, XT, X, T besiehende Unabhängigkeit auTgehoben wird, so dasr die m eriaagü» 
fiteidmag 

/ 4bd-ee .. . 9ae-*cd v . « f « / 

iWttr die AnfUnbeiMnimlett a, b, e, d, e noeh enttttt^ dbitfr siv Ans ste «teh bkw» auf awfk 
Ton ei<iander unabhängige Panctieneii dieser VvUftMmaOM redoefmi» 
S. 142. Nehmen wir zweitens die Gleichungen 

und verkleinem wir eine der beiden Axen des dsreh diese Gleichungen ausgedrückten Ke» 
gebckfiill^s 00 Va), so dass ihre GMckMgen die Fern 

ax^+b/»y==l, (r)xH(i^)Y^ = l 

annehmen. Drehen wir nun diesen Kegekchnitt um des Ceordinatenpunct um einw be» 
liebigen Winkel von z. B. 45 Grad^ und vetsoMeben wir dbft bekomiAeMii Eegelicknlll 

imieinebeliebigeStrecke inbeUebigerRiddaBg, se dastf erMchfr Ki^duMhidieGieMaiVHi 

2 (x+y-c)»+ ^(x«y+d)a _ 1, ^(X+T)^+ j^(X-T)» =s (CX+DT+1)» 

ausgedrückt werde. Lassen wir nun ß unendlich werden, se verliert die crstere Gleichung^ 
da sie auch unter der Form 

geschridbeü werden katn ^ twti ihrer Glieder und danit lugiilcli die zw«i UnbeatiBttiten a 
und c, wahrend die dritte Unbestimmte b hinweggeschafit werden kann, wenn wir< die Glei^ 
chung durch sie theilen, so däss der übrig bleibende Tbeil der Gleichung, d. h. 

(x-y+d)« ate 
i^ndRch nur noeh eine einzige Ünbeslinmite entUlt^' wel«fte die L«ife ik9 de|i|HMiii^i«iudfl^ !>•* 
stimmt, wfthrend dagegen der Ort noch unbestimmt bleibt, wo iieh dettff in dis ia r Bertidea dim 
beiden Puncto befinden soUen , auf welche der B^egelschnitt. sich reducirt hat ; denn bei der 
unendlichen Verkleinerung unseres Kegelschnittes fallen die an beiden Seiten der zweiten 
Axe befindlichen zwei Zweige des Kegebchnittes mit elnandw und idaher auch. mil. dkiev 
zweiten Axe zusammen, so dass die Pimcte, wo der Kegelsdhnitt dieser zweiten Axe begeg- 
net, d. h. die Scheitel des Kegelschnxtlee , eiiae beliebige «md unbestimnle Lage irgendwo in 
dieser aweiten Axe bekomiien. Die zweite Glefohang dage^ veriiert, setzt man ßss oo, 
nur ebes ihrer drei Glieder, midiin auch nur die einzige Unbestimmte b, wihiiMid die drei 
Vbrig gd^neben^n OhbesSmmten a, C , D sidk keineewegs dusch MidtiplieiDBn mtt einem 



fWi. ^6pi<ililiwiiil|ii» 4#r lOgfitMum GlMshoig. I^ük) =i -«^i \ H9 

AMT ntf swil üit nrtwirtlp» mMrai faiMi, «o iIiim der KefabolMittt Mi in dbN» J'iM» 
t«f ieiM beiden, ihre Lage «lYerinderl behaltenden Scheitel redacirt 

f. 143. Damit wir non aber ans der Betutinng nnaerer vier Coordipaten^yateme den 
ToDatlQdjgttilMiEen «iehen Minnen, ist es nethwendig, daas wir die am OifteäUn ▼oikomme»« 
den ihalitiaehfMi Anadrteke jedesmal' in unseren vier Goordinaten-Systemepi geometrisch ifr- 
lerpretiren hönnen. Zn diesen Ansdrficken ^^m nicht 1>Ios8 die bisher «rtemohte nflgemeine 
Gleichung zweiten Grttiai 

jrifcar tfeaeolBei weiden.^ «ondam ^«dk adle üOteOcienten üt^me Qkiclmng. Yetsacjban wir 
^o,1ptiiflre.fMBelrisbh n deiriMi. 

Es ist dieses, wie leicht ersichtlich, unmöglich, so lange die sechs Coefficienten yw ein^ 
ander unabhängig sind; denn die. geometrische Sedentwg« welp|ie itge$d einem dieser 
sechs Coefficienten zukäme, würde alsdann ^ da die ganze Eichung ehne Aendeninf ihrer 
analytisoiien oder geometrischen Bedeutung mit einem wiHUUurli^hm Factor J^ aaltiplicirt 
werden darf, nicht nur diesem Coeftcioiiten seihst« sondern i^ioh dem Producte dieses Coe(- 
dhtienien mi4 des «nbesUmmlen Fanlots M lukemmen mflssea* Wir mflssen daher die CoeS» 
fidenten unserer Gleichung irgend einer Bedingung unterwerfen, s. B. der Bedingung 

wobei nach $. 100. die Gleichung sich auf die Pprm 

bringen Usst , oder aber dieeer anderen Bddhigung, dass einer der sechs (Coefficienten, z. B. 
der letzte, dmi WetMi 1 habe^ weMmn loWeron FaU wir nach so betrachten können, ab ob 
wir bei von einaiider gana ndMiigigeii Ck>eSkfeirten die geometrische Bedeutung suchten 
der fBnf Coeffiqifiaien dar Gletehmg: 

Bei der .eralcren obiger swei BedingiingenL eAalten wir die €oeflinienten m^ ßf y^ 
4, e, K anagedrtekl auttelst M$t Glteen n, b^ xs, d won S* 1^«* wdche die «Cjgenseitig» 
Scziehang besttmmen miisdMi d8r 24ige dtr AirnmitoW* Ketten 4e$ Kcigelsehnittes und zwi^. 
JAen den featbn Pnnelen oder ^Gaanden {upp «nd iftyiso. Bai der zweitea Bedingung dagegen 
wird die geometrische Deutnng 4ar Ck>eiftcientan dfaogiBsteUt mitteilst der $9§9M^^ifia Bwi^ 
hung des Kegelidinitles seibat #uid 4er festen fnqde «der Gecadea £no nnd tf=iß. 

§. 144. Betniflkten wiir lewtons den IW, daw 4ie ffrstore Bedk^unff staHSndeL Die 
42eeifeiMten änd ^aladaMi weh 4» 100. JeM 4m «GaOnwi a^ .^^ 4>i, 4 d«r<$h die Gmppe yw 
fCHeiehmigen 

■ >B ifc n n d e n > Ba irt <dae d» €oi<B<aipnt a daff K^elsohwttlNw 

faß^) m 4««4i^4^i|4-^il-«|H^C m '*s+0 » p 
gleich demf»odttete der Coefficienten a nnd c der ersteh Wieder der beiden Ketten ^aS4-biH-i==<> 
und x.a cS^-diH^'A s*= o, d.1i. fleieh demFrofluete der aogafiTen Coordinafien*Werthe S der 
«aideBiJOeioente 4es.filrsMinei BT^^mit wefohem diese Xettw #ma«> pnd xa«so naoh S- 9. idenr- 
IhMb sind. i«ler|ne«nn mkim ähiriMjer/Vicise anch die Abri«en Coefficienten des Kegel- 
schnittes ^(£17) s=s mittelst der CoordimMn JV up4 T der Sraiepte »a «4 «= 0, und 
nehmen wir dabei die Buchstaben « » A« m^ A^ ä^ wjedenun in dem Sinne Ton §• 128., ao 
>l*tMwHen wir also FolgendM: 

tMbm wir die beidtfi AMiik j^ mi 9' CJRig. a4\ wo die beiden Asymptoten des Ke«* 
^dichnittfli 

t(xy) s ax«+by»+cxy+dx+ey+g = 
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die Az0 XOX* dirdmchneideB, so wie i&e beiden Paaete q nd q*, wa sie der «ttdereB Aice 
TOT begepien, so iel 

Stachen wir die beiden Poncie f und g (Fig. 25.) des KegeiscbBilles 

PaCXY) s AX^+BT^+CXT+DX+BT+G = o, 
wo seine Tangente den CoordinaieiqranGl dnrcbslrdcbt, cnd flHen wir won diesen Paneten, 
un ihre (Koordinaten z und y m bekommen , auf XOX' nnd TOT die Seabediten tf\ fq*, 
SP» 8f9> ^^ ^^ alsdann: 

A == +(OpxOp), D =s -(Op+Op), ^ _ -i.rnii'^Oinj.ran.^n«'v 

B = +(0qx0iO, E « -(Oq+Oq), ^ = +(OpxO(D+(OpxOq), 

Ziehen wir an den Kegelsdinitt 

^(uv) » aa2+/fv'+ynv+AiH-sT+? » e 
In den beiden Poncten f nnd g (Vig. 860> wo er die Axe XOX' dnrehschneidet , die beiden 
Tangenten tp'tf nnd gpq, so ist alsdann 

•c=+(tg.qABxtg,qAB), il=-.(tg.qAB+tg.qrAB), aABxtir i/BAWtir rfABxtir nBA^- 

flb=+(tg.pBAxtg.p'BA), s=-.(tg.pBA+tg.pBA), >«C*9ABxtg.prBAH(tg4ABxtg.plfA), 

Vereinigen ¥rir die beiden Pnncte f md g (Fig. 87.)f wo der Kegdsdmitt 

^»(UV) s ^ü«+jnr«+(7üv+i>ü+inr+o »= o 

2nr Axe XOX' senkrecht läuft mit den beiden Coordinaten^oncten A und B, so ist 

A=s +(cotg. fABxcolg.gAB} , Dsss -(eotg. fAB^^sotg. gAB) , 
jB=+(cotg. fBAxcotg. gBA) , £a - (colg. fBA+cotg. gBA), 
C=+(cotg. fABxco^.gBA)+(ootg. fBAxcotg« gAB), 
wobei XU bemerken, dass wir , wenn wir in Fig. 87. die Yereinignngs - Geraden Af, Ag, Bf, 
Bg verlbigem, bis sie die Coordinaten-Axen FBV und A'AA" respective in den Funden^ 
^, p, p' durchsciudden , die geometrische Bedeutung der Coeflicienten von F^OPT) ss o mit 
deijenigen yon A(uv) s= o noch mehr flbereinstunmend machen können, da die Ar Fig. 5t7. 
geftmdenen Formeln alsdann folgende Form respective annehmen: 

Ä s +(cotg. qABxcotg. qfAB), B = +(eotg. pBAxcotg. p'BA), etc. 

$. 145. Die geometrische Bedeutung der Coefficienten irgend dner Kegelschnillsglei» 
chung lisst sich also in unseren vier Coordinaten - Systemen , so lange zwischen den Coefli- 
cienten die Bedingung von $. 100. stattfindet, in gani einfacher und symmetrischer Weise 
ausdrflcken. Wenn aber genannte Bedingung nicht stattfindet, ist die gefimdene geometrische 
Bedeutung nicht diejenige der Coefficienten a, A, e, il, b, B, /}, 0; etc. sdber, sondern nach 
$* 116. diejenige der ziemlich comidicirten Coeffieienten-Functionen 
ax ^'-^^^ A. C^-<AB y*-4a/J O^^AAB 

• ^ cde-bd^^ae«» ^^cM-BD^-AE* • "^i;3iH»'»-««*' CDt-^M^^-^A^ 

Um also auch dann noch die Coefficienten geometrisch deuten aeu lÄnnen , wollen wir 
nweitens den Fall betrachten , wo die sechs CoeCficiaiten der ellgemeinen Amction iweilsn 
Chmdes sich auf die Anf Coefficienten der Gleiohung 

reduciren. Snchai wir in diesem Falle die dem Kegelschnitt ndt der Kette ipsio gemeineehnll- 
liehen Elemente , so bd[ommen wir als den der Coordinile { in diesen beiden Elementen 
respective beizulegenden Werth die zwei Wurzeln der Gleichung al^j^Si^i tsi o ^ ^ \u 
iwei Grössen 
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deren Produet mb+ - , und deren Somne x= — .so dess wir die beid» Coeffidenten^Fmi» 

elionen - vnd -, luid daher aacli die Coeffieientcii a und i selbst, ganas leicht mittelst obifer 

beiden Werfhen der Coordinate | ausdrücken können. Und genau ebenso können wir ß nud 
• ausdrücken mittelst der beiden Werthe , welche die Coordinate 17 bekommt in den beiden 
dem Kegelschnitte mit der Kette |=o gemeinschaftlichen Elementen. Suchen wir weiter die 
beiden dem Kegelschnitte mit den beiden Ketten I+7 =30 und |— i; = gemeinschaftlichen 
Elementen-Paare, so ergibt sich, dass die Coordinate £ in diesen vier Elementen vier Werthe 
besitzt, welche respective die Wurzeln der bdden Gleichungen 

darstellen. Zieht man also ia+ß^y) von (a+/}+r) ^^9 d-^* ^^^^^ ^^^ ^^^ reciproken Werth 
des Productes der beiden Wurzeln ersterer Gleichung von demjenigen der Wurzeln letzte^ 
Ter Gleichung ab , so gibt die Halbinng des Restes den Werth des Coefficienten y^ wdchen 
man aber, weil die Bedingungen |-|-jpso und S--i>p=o respective die Bedingungen &=s$()S*-i7> 
und £={(S+9) zur Folge haben, auch mittelst der den Functionen £+17 und |— 17 in diesen 
Tier Elementen zukommenden Werthe ausdrücken kann , so dass man als die den CoelBcien« 
ten in unseren vier Systemen respective zukommende geometrische Bedeutung folgende findet: 
Suchen wir die Puncto m und m', n und n', h und h', j uid j' (Fig. 24.) , wo der Ke- 
gelschnitt 

i^(xy) s ax>+by2+cxy+dz-i-e7+l = 
die Coordinaten-Axen XOX' und TOT und die beiden den Winkel dieser Axen halbirenden 
'Geraden z-y=:o und x^-y^so oder LOL' und KOK durchschneidet, so ist: 

•~ ■*■ OmxOm'* *~'"VÖin'^Oar)^ OjxOj'-OhxOfr 

1 / 1 1 \ ^ "== ÖhxOh*xOJxQf ' 



b= + 



ÖnxOn- ' •~"'(öS'** Ö?)' 



Suchen wir die Puncten-Paare m und m', n und n' (Fig. 26.), wo die Coordinalen-Azen 
JiOX' und TOT von den zu ihr senkrechten Tangenten des Kegelschnittes 

F2(XT) » AX^+BX^+CXT+DX+ET+l = 
durchschnitten wurd, ziehen wir an den Kegelschnitt zwei (in der Figur nicht angegebene) 
Tangenten-Paare, respective den Geraden x+ysso und x— y=o parallel, und ffllen wir von 
O aus auf letztere Tangenten die Senkrechten Oh, Oh\ Oj, O'j, so ist: 

Suchen wir die vier Puncten-Paare m und m', d und n', h und h', j und j* (Fig. 26«), 
wo der Kegelschnitt 

/^(uv) s au'+jSv^+ynv^-dÄ+tv+l = o 
die Ketten väao, u=o und u-vtso, d. h. die Coordinaten-Axen VBB", A'AA" vid YOt 
durchschneidet, oder aber wo er sich von TOT unendlich entfernt, und vereinigen wir alle 
genannten acht Pnnete mit den Coordinaten-Puncten A und B, so laufen diejenigen GeradeBi 
welche das letzte Pnnclen-Paar, d. h. die Spitzen der asymptofischen Zweige unseres Kegel- 
schnittes mit A und B vereinigen , den Asymptoten des Kegelsdinittes parallel , und man 
bd^ommt: 

16 
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a =s +0g. mABxtg. m'AB), S = — (ligr. mAB+fgr. m'AB), 
ß = ^Og. nBA xfg. B'BA), s s --c^. nBA^tg. nTBA), 
iy r= tg. jABxtg. JAB-ig. hABxig. h'AB, 
= tg. jBAxtg. fBA-lg. MAxtg. h'BA; 
Ziehen wir an den Kegelschnitt (Fig. 27.) 

fm den Poncten A, B, ans drei Tangenten-Paare An und An\ Bm nnd Bm', hOh mid h'Ofc\ 
«nd Eiditti wir an den nämlichen Kegelschnitt swei mit XOX* paraUeie Tangenten jj und jfj^ 

m iit: 

A r= +(cotg. nABxcotg. n'AB), D =:= -(cotg. nAB+colg. n'AB), 
B =s +(cotg. mBAxcotg. m'BA), B =s — (cptg. mBA+cotg. m'BA), 
2C = cotg. jABxcotg. j'^-cotg. faABxcotg. b'AB, 
=s cotg. jBAxcotg. j'BA-cotg* hBAxcotg* h'BA. 
Bei allen diesen Formehi ist jedoch zu bemerJcen , dass sie nur dann die angegeben^ 
symmetrisdie Form besitzen» wenn^ wie wir ein&chheitsbalber angenommen haben, alles im 
jKMiitiyen Quadranten der Coordinaten stattfindet, d. h. wenn die in den Formeln vorkommen- 
den Segmente auf den halben Azen OX, OY, AA', BB', etc. gerechnet werden , während da- 
gegen, wenn die Lage des Kefelschnittes eine andwe wird, so dass nur einige der Segmente 
in genannten btilben Axen und die fibrügen Segmente in OX', OY', AA% BB", etc. zu nehmen 
aind, obige Formdn nach $• 14« eine Aenderung der Zeichen ± erleiden mflspen und daher 
weniger symmetrisch werden. 

Es sind die Coefficienten S und s der Gleichung 

aoch in anderer Weise geometrisch zu deuten, wenn wir bedenken, dass na<A %. 127. di^ 
Kette JS+C37+2 s= o das dem gegebenen Kegelachnitte in Bezug auf das System St znkom* 
mende Central - Element darstellt , so dass die Coefficienten S und s respective die negativen 
doppelten Coordinaten-Werthe J=— ^S und «=— 2r dieses Elementes bedeuten, woraus wir 
als die diesen Coefficienten in unseren vier Systemen respective zukommende Bedeutung fol- 
gende bekommen: Vereiniget man diejenigen beiden Pnncte f und g (Fig. 21.)» wo die Tan- 
genten des Kegelschnittes 

ax*+by«+cxy+dx+ey+l = o 
durch gehen, so bestimmt die Vereinigungs - Gerade FfgG, durch die auf den Axen 
XOX' und YOY* abgeschnittenen Segmente OG und OF (Fig. 2.) den Werth der beiden 
Coefficienten 

._ 2 2 

a ^» «=*= -öP* 

Fällt man vom Centrum C (Fig. 2«. nnd 2.) des Kegelschnittes 

AX2+BY2-i-CXY+DX+ET+l = o 
auf XOX' und YOV cEe Senkrechten CD mdd CB, so werden dieCoeffieieiAen D udB durch 
diese Coordinaten y und x des Kegelschnitt-Centrums in folgender Weise bestimmt: 

D = ^2x00, E = -2xOE; 

Die Vereinigungs-Gerade tg (Fig. 33.) der beiden .Puncto, wo der Kegebohnitt 

üBo^^ßv^j^fm-^iu-^vf-^l SS o 
eenkrecht zor Axe XOX' läuft , sdmeidet von den Axen B'BB" und A'AA " sokhe Slftcto 
«nd AH (Fig. 2.) ab, dass 

« CS -.2 tg. AIB, 'ß tsst -2 tg. BHA; 

Vereiniget man den Pnnct C (Fig. 22.), wo die beiden an den Kegelschnitt 



i 
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wabrend sdnes Durchschaeidens der Axe XOX' getogeoM TangeiiteH «innidflr bagegMtti 
idl den ]}eideftGo(Mrdinale»*Pitiiet0ii Annd B» so fibid.die Winkel GAB midCBA aeldhe, dam 

jPs: ~2 cotg. GAB, JB IS ^2 eo^f. CBA. 

S. 146. Die in $. 145. getiBdeiie geoaetrifcli^ Bedeatang der Coefficienlen einer Ee- 
gelMtailtflglcJichniigr fiidel, weil wir den sadbrten der nedis Coeflioienlen der allgemefaMn Se^ 
gebchBittfleleicliang sidi auf 1 ktlien redncireii lawen» nur bei den CJoeOciciilen der CHeidiMg 

wMij keineswegs dtgegen bei denjenigen iqr^nd einer ender^ Gkicbnng, z. B. 

Es lassen sich jedoch die elsdnnn statündendra CoeflteiMlen-Bedeatnngen mü leiobler 
lühe ans den Yorber gefimdelien ableiten. Bs kdnnen ntmUdi die fünf Coefficienten ^ deren 
geometrische Bedentuag wir in S. 145. untarsuchten» auch als die fOnf Goefficienten-Quolienten 

r ' f^ r ' f ' r ^^^^^^^^ werden der allgemeinen Kegelschnittsgleichung 

wibrend ebenso die Mnf jeld zu nnftersacbenden Goeffidenlen n betracUen sind als die Mtaf 
Quotienten ^9 ^^ -9 -9 ^, welche aus den sechs Coefficienten der allgemeinen Kegel- 

schnittsgleichnng durch gegenseitige Division hervorgehen. Da nun aber ^ s ^ : 7-, so las- 

leH sieb diese beiden Arten von QnoCientm dvch Divisfion mtmiltelbar aus einander abMIent 
M dass wir fol^de geometrische Bedentong unserer jetsigen Goeffidenten bekommen : 
Man vereinige die Funde m und m (Big. 24.)9 wo der Kegelschnitt 

x2+by2+exy+dx+ey+g sb= 
die Axe XOX' durchschneidet, respective mit den Puncten n und n', in wdcben er der An 
TOT begegnet, so ist: 

b = Q^ ^ q" = cotg. nmOxcotg. n'ra'O, d = -(Om+Om), de. ; 

Man ziehe an den Kegelschnitt (Fig. 25.) 

X>+BT>+CXT+DX+ET+6 =s 
in den Functen, wo er mit XOX" oder TOT parallel Uuft, die Toigenten nr, n's, nur, m's. 
Es ist alsdann der Goefficient B von demjenigen von $• 145. verschieden, und er hat daher 
dne emdere Bedeutung als in S* 146. nnd awnr fdgendo: 

B s= ^m ^ ^ =" Ht* umOxtg. nWO =: Ig. sOnrxtg. rOm'. 

Ebenso findet man respeetive ndttdd i» Vigfmm 20. und 27., dass die CodBoienlen ß 
und B der Kegdscbnülq^chnngen 

u3-H/9v2+XUv+ Ai+cv+C = 0, Vt+jBV^4*CUV+iW-|-(SV+6 k o 

folgende geometrische Bedeutttg hriitiiiii 

_ tg. nBA X tg. tfBA _ nA k n'A ^ _ <aig. mBAxeolg. m'BA _ nB x n'B 
^ ~ tg. mAB X tg. m'AB """ mV x ntB ' ootg. nABxoolg. n'AB mAxm'A' 

g. 147. Aus der gefimdeien geomeMüphen Bedenlung nun der Goefficienten der allge*- 
mdnen Kegelschnittsgleichung fdgi weiter die Bedeotung der verschiedenen Specialisirungon, 
welche die Form und Lage des allgemdnen Ki^gdsohntttes in unseren vier Systemen /feqpe- 
dNe «rleiden, vrenn der eine ^er der andere der GoeffldMien der Gleichung desselben Ir- 
gand einen opedeUen Werth» z. B* einen der vier Werthe 0,00, 4*1» -*! bekommt, oder 
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iber wenn zwei oder mehr ab swei von den Ceeficienten einander gleiefc oder In irgend 
eineir anderen Weiie yerbonden eind. 

Betrachten wir erstens diejenigen Specialisirungen, wobei dner von den eeehs Coeül« 
denten der aügemeinen Eegelsclinitts^iehnng 

aioh anf o redndrt. Diese Spedalisimngen enthalten, wie man leicht neht, mglrich diejeni. 
genFAUe, in denen die CoefBcienten den spedellenWerth od bekommen. Denn derjenige Fall 
X. B., wobei a==o gesetzt wird, während die fSnf übrigen CoefBcienten /}, 9^, ^, s, ^ nicht 
niher specialisirt werden nnd also endlich bleiben, ist sogleich za betraditen als die Specia-» 
lisirung, wobei die fünf CoefBcienten /}, y^ tj s, ^ alle od werden, während bloss der einzige 
Coefficient a nicht näher specialisirt wird nnd also endlich bleibt. 

Es lässt sich nun die geometrische Bedeatong dieser sechs Arten Ton Spedalisinmgen 



in mehr als einer Weise ans dem Yorhergefondenen ableiten. Denn wir können z. B. die 
Interpretation einer Specialisirung von der Art a=so oder ß=o entweder anf die in f. 144 
geftandene geometrische Bedeutung der GodBcienten a,A,o,il, b,B,/},B gründen , oder 
aber auf die in $. 145. für die dortigen a, A, o, il, b, B, /}, B geitandenen Bedeutungen, 
welchj beide Begründungsweisen indessen die nämliche geometrische Bedeutung unserer Spe- 
cialisirung als Resultat geben , und zwar eine solche, welche in einfacherer ^eise aus $. 95. 
abzuleiten wäre. Auch die geometrische Bedeutung der Specialisirungen C=o lässt sich am 
Besten aus $. 95. ableiten. Die Specialisirungen dagegen von der Form ^=0 oder s=so sind 
in drdfacher Wdse geometrisch zu deuten, entweder nach $. 144. oder nach $. l45. oder 
endlich nach der am Ende von $. 145). für diese beiden CoefBcienten gefundenen geemetri« 
sehen Bedeutung. Auch die SpedaKsimngen von der Form y 3= sind in dreifacher Wdse 
zn deuten, erstens nach $• 144., zwdtens nach $, 146., drittens durch die Bemerkung, dasz 
die beiden Eetten 

nch, wenn man y=o setzt, auf die beiden Ketten 

2a£^-<r SS und 3/)9+i == 0, 

d. h. anf die beiden Elemente 

S = -^j r = o und fi=o, r=-?? 
d ' 's 



redudren. Es erieidet also der Kegdschidtt bd diesen Yerschiedenen Spedalisimngen respe** 

ctive Folgendes : _ 

a = ; eine Asymptote des Kegelschnittes, und daher auch der Kegelschnitt selbst, schneide 
auf XOX' (Fig. 24.) ein unendlidi grosses Segmrat Op eder Om ab ; mit anderen 
Worten, es hat der Kegelschnitt eine zur Axe TOT senkrechte Asymptote; 

A sss 0; der Kegelschnitt berührt die Aate TOT ; 

o s= 0; der Kegelschnitt durchstreicht den Coordinaten*Punct B; 

A= o; der Kegelschnitt berührt die Axe A'AA"; 

g SS 0; der Kegelschnitt geht durch den Coordinatenpunct 0; 

6 SS o ; der Kegelschnitt hat dne parabolische Asymptote und ist also dne Parabd ; 

^ S3 0; der Kegelsdinitt hat eine zu XOX' senkrechte Asymptote; 

Grss 0; der Kegelschnitt berührt die Axe XOX*; 

d = ; der Coordinaten-Punet hdbirt sowohl die gegensdtige Entfernung der J>eiden Punete 
p und p' (Fig» 24.), in denen die Asyn^tottn dea Kegelschnittes der Axe XOX! begegnen» 



,ilr «lok dic{|mige dar beMenPuele m imd m', ia iwma der KegdpcMtt ielbit 
diese Aze trift; ausserdem isl die Gerade fg (Fig. SlO« wekbd die Berfthrmig»» 
pvnde der beiden tob O ans an den Kegelsotaill gesogen» Tangenten verbindeli 
fflil XOr paiaUel; . 

D SS ; der Coordioaten-Ponol halliirt sowohl die Bntfenrang pp' als anch mm' (Fig, i5o% 
«id es befindet sich daher das Centnim des Kegelsehnitles irgendwo in der AxeTOT*; 

4 ;s5 0{ die Winkel qAq[ . vnd mAm' (Fig« 26.) werden beide von XOX halbirt ; ausserdeni 
wird der Coordinaten-PHnot B dnrchstriohen von der Geraden fg (Fig. 23.)» welche 
die beidm Pnncte, in denen der Kegelsdinitt zur Axe XOX' senlcrecht Mnfit, vereinigt; 

D =a ; die Axe A'AA" halbirt die beiden Winl^el fAg und nAn' (Fig. 27.) ; ausserdeni 
befindet sieh in der Axe A'AA" der Dorchschnittspnnct der beiden Tangenten Cf und 
' Cg (Fig. 22«)) welche an den Kegelschnitt wftbrend seines Durchschneidens der Axe XOXT 
gteogen worden sind; 

c =5 ; so lange nicht zugleich 9e=s oo oder k=s oo, d. h. so lange nicht einer der vier Facto« 

^ ren des Nenners des Goefflcienten c sich auf o reducirt, ist im Allgemeinen -^ + fr==^ 

(Fig. 24.) f d. h. die Coordinalen - Axe XOX oder TOT bildet mit den beiden 
Asymptoten gleiche Winkel q'p'X s=s qpX oder f'q[Y' =s pqT; zugleich ist im 

Allgemeinen wenigstens j^ = ^ , so dass die beiden Winkel, welche die Geraden 

1 IMJ und KOK' mit der Geraden hj bilden ^ di^ Complemente der zwischen den 

V , .■ ntoliehen Geraden und der Geraden hJ* enthaltenen beiden Winkel sind ; endlidi 
werden die beiden Punctenpaare, in denen der Kegelschnitt mit XOX oder TOT parall^ 
Iflnft, durch solche Geraden vereinjgty welche respective mit TOT oder XOX' parallel 
laufen; mit andere Worten , die Axen des Kegelschnittes sind den Ck>ordlinaten- 
Axen XOX nnd TOT parallel ; 

C=so;es ist2^+ a^=o (Fig. 25.), daher ^^qV^^^^^pX und auch <5CK)X=<J[0X', 



dJh. die beiden von aus an den Kegelschnitt gezogenen Tangenten. schKessen einen 

durch XOX oder TOT halbirten Winkel ein; zugleich ist ^ = ^; die zwei Tan- 

^ Oh Oj' 

genten-Paare endlich, welche an den Kegelschnitt gezogen worden ^ind, während er 

. die Aze>XOiX oder TOT durchschneidet, durchschneiden einander in zwei, respe* 

cftive in der A«e TOT oder XOX' liegenden Puncten ; 

y =:. o; es ist g^ + S^^= <^ («?• *60, iaher * + i^ _ ^. ^^^,^ y^ 

die Gr6sse tg. hAB x tg« h'AB gleich dem Producte der Tangenten der durch die 
beiden Asymptoten mit XOX' gebildeten Winkel j AB und j'AB oder jBA nnd j'BA • 
vereinigt man endlich die beiden Puncto des Kegelschnittes, wo die Tangenten 
desselben durch' A gfhen , so wie anch diejenigen Puncte, wo sie durch B gehen^ 
-. 1 .i€i durchstreicht die eratcijre Yer^igongs-Gerade denCoordinaten^^ot B, die zweite 
den Cootdinatenpmet A; 

^^' >.' « "'.^TO + ^S = ° <^'- "•>• «""Br +^ = •' "*•'* 

. . cotg. h'AB cotg. jAB , , BJ Bh j« ^ i. « j 

"^* ^^Z ;'AP ' = ^JÜ LAP 9 <*ah«r «6 = 5^* endlich befinden 

cotg. J AB cotg» hAB ' , . ,Bh Bj 

sich in A'AA" npd B'BB'' respiecttm die Pwehsch9ittsppnete d^ zwei Tangenten- 



Ffttre, if^lclie an die» Kegdsehttftt; wllirend er die Axeft BW ufti A'AA" dnrck- 
ichnädefy gewogen forden Und. 
Sie geoifieirbche Bedealmig emBich der ttdit fl^edilMmfen 



Htr mit der äehM UMemdileii BedwUmg det aAl S{)ecfkdlsfatatageii 



f^dtlive idetitieoli, nur dass die Coerdfaiat^n-Attn XOX', YOT, A'AA", fflffi^ reepeeliTd 
mit YOr, XÜX, B'BB", A'AA" terwech^lt werden laHSrnm. DeMiaib woUen wir auch die 
Bespreohang der acht (drsteren Spe^bsirangea zur Vermeidmf veii Wlederholmigen cmter- 
hkSBen. Wir woHeÄ bloss beraerken, iBBd die beiden Bpeeialifllmg en 

ksso nnd Bssso mit C^rso and fibso 

nach S. 138. in analytischer ffinstcfat fibereinstimmen , wesshilb auch die geonetrische Be- 
dentang der ersten oder zweiten Specialisining mit derjenigen der dritten oder Tierten Spe- 
ciatesirung respeötiTe coineidirt. 

$. 148. Betrachten wir jetzt die Specialisining, welche irgend ein Kegelschnitt erleidet, 
wenki zwei der sechs Coefficienten seiner Gleichung 

Lander glei^k werden oder wenigstens nur durch das Zeichen ± Ton einander verschieden 
find. Die^e Specialisiningen können auch als diejenigen betrachtet werden, bei welchen 
irgend einem der fünf Coefficienten Yon §• 145. oder $• 146. oder überhaupt der fünf Coef- 
fid^nten, welche aus den sechs allgemeinen Coefficienten bei Division durch den sechsten 
fte^or^ehen, der specielle Werth +1 oder --1 mi^kannl wird. Wir brtommen also 
Folgendes : 
a == b; die beiden In $. 110. belradit^lett Geraden 

dt^itf) df,(xy) _ d£,(xy) df,(xy) _ 

dx ^ ^iy ^ ™^ IST dy — ^ 

nehaten die qpeciello Form an 

(2a+cXx+y)+t<J+e) = o, (2a+c)Cx-y)+(d-e) = o^ 
d. h. die beiden Puncte des Kegelschnittes, wo er mit d^ Geraden KOIT (Fig. 1.), 
oder wo er mit der Geraden LOL' pmraM läuft» werden . vereinigt durch eine re^ 
pective mit LOL' oder KOIT parallele Gerade; mit anderen Worten, die Axen des 
Kegelscfaniltes sind mH KOK* und LOL' parallel; 
A st±: B ; diejenigen beiden Tangenten, Welche an den Kegelddhnitt iä seinen Durehsdknittspun- 
cten mit der Geraden LOL' edet KOK gezogen worden lüiid^ dnrÜiscliMnden einan- 
der respective irgendwo in der Geraden KOK' oder LOL' } 
d±e=o; die Gerade, welche die BerAhrungspuncte der beiden von aus an den Kegelschnitt 

KOK* 
gezogenen Tan^nten verbindetf ist mit der Geraden j^,, parallel ; 

D±E=:o; das Centmm des Kegelschnittes liegt in der Geraden ^^^ . 

Wir könnten Mn in iHeser Welie ferlTahtM und auek die tbrigen BlpeoinliBirangen d^ 
nes Kegelschnittes, bei denen irgend ein Coefflcienten-Quotient s^toer GMckiing den Werth ±1 
bekommt, geometrisch interpretiren« Es ist jedoch besser, Aeses zu unlerlaeBen, da die mei^ 
sten dieser Specialisiningen unsymmetrisch und daher unkitereasant tflnd; die. folgenden sym» 
metrischen ab« ^ 






l|l|i4' mdi J« 138» jeegpedtiye mit dea fol|fMdm xwW 



ij^yji UB^ dahjor schon ia f. 147. imtqmolil vordeiu 

S« 149. Es genügt ferner, das yorl)ergeQmdeur&, tun eine besondere Untersachong der 
gpftlHytrisghgn ^edeo^ping der drei Specialisimogen 

^ . :. QhssA$i^^ d?asB4ag» e^ssaftbg 

Oberfiüspig zn necben; denn wir erkennen unmittelbar, dass bei diesen drei Specialisirangen 
iw Kegelschmtt res^eotive sieb aof eine Parabel rednoirt, die Aze XOX berührt, die Axe 
YOr berührt, weil diese drei Specialisirangen nach $• 137. mit den drei Specialisirangen 



deren gecoaetrische Bedeutong wir in §. 147. untersochten, im Allgemeinen respective idevr 
tisch sifid. Inühnlicher Weise erkennen wir unmittelbar, welche Specialisirung der KegeW 
schnitt respective eiieidet , wenn «wischen seinen CoefiBcienten irgend eine der folgendeii 
Gleichungen 

C^=4AB, y^:=*aß, 0=/lAB, D^^=:4A6, ^ 
stattfindet, weil eine solche Specialisirung nach $. 137. im Allgemeinen , d. h. so lange nicht 
eine zweite Specialisirung hinzukommt, mit der vorher untersuchten Specialisirung 

gtsso, Gbso,' ^=0t b=o, etc. 

jeqpe<^ve identisch ist. 

g.. 150* Untersuchen wir jetzt einige deijenigen Specialisimngen, welche die Lage oder 
Form eines Kegelschnittes erleidet, wenn irgend zwei der vorher geometrisch gedeuteten CoefT 
ficienten oder Conefficientcn - Quotienten zu gleiches: Zeit sso oder ==±1 gesetzt werden. Es 
finde alsp ^rsteps diejenige Specialisirung statt, welche in unseren vier Coordinaten-Syste-* 
meaTpspective durch folgende Paare von Gleichungen 

,. dpsO, D5=;0> a^ß=ssO^ ^— AsO, 

e^O, £3=0, i-^tsssOf P+fbsO 

npszudrAckf n ist. JDer Kegelschnitt specialisirt sich alsdann in solcher Weise^ dass sein Cen^ 
jtram sf ch im Coordinitenpuncte befindet, und dass .er in unseren vier CoordinatearSyst^DMfp 
jesp^lÄTe d^rch eiivi Gleichung von folgender Form 

»^-HbfHcxy^l, AX^+BY2+CXY=1, t«(n-v)+«r+ytt^»l» I>4(ü-V)+I]»4-Cüy5=4 
ßmz9^^ifikffi^ isU' Bei folgender anderen Spedalisimng dagegen, welche in unseren vier Coor^ 
dinatfUn^/itfmen n^pective durch 



eosge^rA^^ wird, hfft der Kegelschmtt die Goordinaten - Axe XOX' zu seiner grossen DflßT 
kleinen. )bgels€^nitts-Ax^ und se^iie Gleichung' nimmt die Form an : 

fi«*+Ätr2*^)HV = 1, ÄÜ^+BY^^CÜV = 1, a(x+h)»+by2 = 1, AiX^Ey+BY^ = 1. 
Endlich haben folgende Paare von Gleichungen respective die beigefügten Speeialisiirunip 
ffm des |(egelsc|inill/9S zur geometrischen Bedeutung : 

[I4ti»0,.h£^o; die Asfnvjk>ten d^.K^eUchnittes sind den CoordinateiwAxen XOX' upd W^' 
~ .' respective parallel j 

äss^ Basta; 4?r Kegelschnitt bfcrfthrt die beiden Coordinaten-^en XOX' und YOT ; 
uqfsQy.fiqszßi der Kegelschnitt ^j|pcchstreicht die beiden Goordinaten-Puncte A upd B und haF 
. . (weil die Bedingungen ccz::o und ß=o die Bedingung ds=o zur Folge hsi)»en| 
I zwei von XOX' ^eich weit jentCanite Puncte, in welchen ihre Tani^nte durcli 

geht; 



i9d Enter Abschiiilt Vie 4 Coordioaten^^Syrtrane xy, XY^ ut, OV. 

^aso, jB=o; hieraus folgt Ds=so; der Kegelschnitt berAbrt die beiden Coordlliarten-^Azett 

A'AA" und VBBT nnd htt daher ein irgoidiro in TOI* belindlidies Ceniram; 
a— beso, ce=so; die Axen des KegelachniOes (x— h)^+(T— j)^ = 1 sind iaowohl den Geraden 

LOL' und KOK' (Fig. 1.) als anch den Coordinaten • Axen XOJT nnd YOT 
parallel, d. h. der Kegelschnitt ist ein Kreis; 
A— Be=o,C!=o;die an den Kegelschnitt (X^II)^+(T— J)^ esl wthrend seines Dnrdischn^ 

dens der vier Geraden LOL', KOK', XOX', YOT gesogenen vier Tangenten- 
Paare lieferen vier Durchschnittspnncte, . welche respective in den vier Geraden 
KOK', LOU, YOT', XOT liegen, d. h. ein Brennpnnct des Kegeischttittes be- 
findet sich im Coordinatenpnncle 0. 
§, 151. Wir sind in dieser Weise zu mehreren Kegelschnittsgleichnngen gelangt, wel- 
die statt der f9nf unabhfingigen Unbestimmten der allgemeinen Kegelscbnittsgleichung deren 
nur drei enthalten. Allein auch von diesen drei Unbestimmten können wir noch eine hinweg- 
schaffen, wenn wir die allgemeine Gleichung zweiten Grades deijenigen Gruppe von drei Spe- 
cialisirungen unterwerfen, welche in unseren vier Coordinaten-^stemen respective durch fol- 
gende vier Gruppen von Gleichungen 



angedeutet wird. Es coincidiren alsdann die Axen des Kegelschnittes mit den CoordinateAi^ 
Axen XOX' und YOT, und es wird der Kegelschnitt in den vier Coordinatenp-Systemen respe* 
€tive ausgedrückt durch eine Gleichung von der Form : 

ax«+by2 = 1, AX^+BX^=:I, u^+v^+yuv = jc, ü«+V»-f CüY = K. 

$• 162. Doch auch jetzt noch können wir mit diesem Hinwegschaflfen von Unl>estiann* 
ten fortfahren, bis wir zu einer Gleichung mit (6— 4=:1) Unbestimmten gelangen« Weil nin^ 
lieh die Formeln, durch welche eine Aenderung der festen Puncte oder Geraden A,B,0, XOX', 
YOT angedeutet wird, nach $• 196. in alleu vier Coordinaten-Systemen vier Constanten ent- 
halten , können wir diese vier Gonstanten so wfihlen, dass dadurch vier der fltaif Unbefljfimni- 
len der gegebenen Kegelschnittsgleichung verschwinden. Es ist uns daher immer erlaubt^ 
einen ganz allgemeinen, d. h. in Form, Grösse und Lage unbestimmten Kegelschnitt in unse- 
ren vier Coordinaten-Sjstemen bei einer schicklichen Wahl der Coordinaten^Puncfe und Coor- 
dinaten - Axen mittelst einer eine einzige Unbestimmte enthaltenden Gleichung zweiten Grades 
auszndrOcken. Dieses wird bestfiligt durch die Bemerkung, dass dasjenige, was einen bestimm*- 
ten Kegelschnitt, z. B. eine gleichseitige Hyperbel, individualisirt , d. h. was ihn von einer 
Parabel oder irgend einem anderen Kegelschnitte unterscheidet , die nur von einer einzigen 
Constanten abhAngende Form der gleichseitigen Hyperbel; mit anderen Worten, das von einer 
euzigen Constanten abhffngende gegenseitige Yerhfiltniss der Ungen ihrer beiden Axen ist 

$. 153. Suchen wir also, um irgend einen gegebenen Kegelschnitt mittelst unserer 
tSoordinaten-» Systeme in der einfachsten Weise ausdrftcken zu können, die dnfaclisten der 
nur eine einzige Unbestimmte enthaltenden Functionen faCS^?)* Di® dnfachsten mm dieser 
Functionen wftren allerdings diejenigen , welche nur ein einziges GHed enthalten ; es würden 
jedoch mittelst der auf diese Weise erhaltenen Gleichungen •ghsaOj etc. nur diejenigen Ke- 
gelschnitte ausgedr&chl werden können , welche sich auf die Kette i=so , oder aber auf die 
Kette ffssso , oder endlich auf das System zweier solcher Ketten rcdudrten. Ifei Bezug auf 
Binfachheit folgen zunichst die Functionen mit zwei Gliedern, welche Jedoch, gleich o gesetzt, 
wcihn bdde Glieder aus den drei ersteren der sechs Glieder der allgemeinen Function 



J 
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-fmrlUl liiBrAem, lor soMie Megebehiiitle ansdrtidcen , wdöbJD sidi auf ein SfAem xweier 
Attn «Mim Grades ^(i^)^ ?iCI^>x ^iß^) s=: o redhieiren, und» wenn beide aus den drei 
MMeres fewiUI iriarden , mir s^he , wdolie sich anf dne einsige Kette enten Grades re« 
^MireD. Bs hleiben also iivr die (3xS=d9) GleidnuigeB ttrig, welche durch die VerHndnf 
das ^ea oder des aaderen der drei erstereo Glieder lait den ein« oder dem anderen der 
drei letzteren entstehen, ntalieh: 

«p+dl SS 0, oP+s^ =s 0, äP+C ä5 0, /Ji»«+d5 =5 0, /»9«+S9 a 0, 

^172+5 a= 0, r&7+'S s= 0, yi^+^fi — 0, yl^+C = 0. 

Von diesen neun (Seichnng» könunen aJber sechs yersduedene, und zwar Nro. 1., 3.^ 5*^ 
6., 7«, 8.9 wiederum nur gewissen spedellen Kegelschnitten zu, so dass zum Ausdrucke eines 
beliebigen Kegelschnittes nur folgende (9— &=s3) Gleichungen übrig bleiben: 

In Bezug auf Einfachheit folgen die Gleichungen mit drei GUedem, unter denen folgende vier 

deren beide letztere wir anch unter der Form 

1 1_ 1 1_ 

«shrmben kftnnen, zum Ausdmcke eines beliebigen Kegelschnittes am Geeignetsten sind, weit 
Ae fibrigen dreis^edrigen algebraischen Gtoichungen entweder nur gewissen Kegelschnitten 
nkommea oder unsymmetrisch nnd daher weniger mnCadi sind. Diesen si<^n Gl^hmigen 
pfdleh wir aber noch folgende Yier 

arc. tg. 6+arc tg. 9 s=s «, /£f:/? == /it,' 

»c. tg, $-arc. tg. 19 sss jr, i/?±V-^ M./x. 

hinzufügen, welche, in der angegebenen Form wenigstens ^ gleichfiidHs nur drei Glieder ent- 
halten, so dass wir zum Ausdrudke der Kegelschnitte eilf verschiedene und einfache Formen 
▼ion Gleiciningen bekommen. 

S« 154»' Wfthrend also die in f. 97 — 1S7. vorgenommene Untersnchung der allgemeinäi 
^leidMng zweiten Grades uns diejenige Eigenschaften kennea lehrte, wdehe einem beliebigen 
Segaisdmitte in Bezug anf zwei, anch sebst beliebig ansgewIUte nnd daher vom Kegelschnitte 
nndldiingi^e, feste Coordinaten«Functe oder Coordinaten - Axen zidcommen , d. h. die Eigen« 
Schäften einer gewissen Curve vierten Grades oder viertcar dasse, b^ wrioher der eine Zweig 
der Curve sich anf ein System von zwei Geraden oder zwei Puncten reducirt hat, wird im 
Gegentheil die jetzt vorzunehmende Discussion der einfacheren Gleichungen zweiten Grades 
ans' di^ianige Eigenschaften kennen lehren, welche einem Kegelsohnitte in finnig auf gewisse 
durch den Kegelsduiitl ganz bestiaunte Puncte oder Geraden, z* B. in Bezug anf seine Scheitel^ 
seine Asymptoten, sein Gentrum, etc. zukommen, welche Eigenschaften zwar in gewisser Hin- 
sicht wiederum als die Eigenschaften einer gewissen speciellen Curve vierten Grades oder 
vierter Classe betrachtet werden kAnnen, zugleich jedoch die Eigenschaften des Kegelschnittes 
scSbsl dafstellen. . Deashalb wird die Untenrochnng der verschiedenen vorhin erhaltenen ein- 
üjtthen Gleichungen zweiten Grades uns gewisse verschiedene Bpedelle Classen von Eigene 
sdmfteh der Kegdsdinitte kennen lehren. 

> $.. 166. Bs ist dieses jedoch keineswegs so zu verstehen, dass man, wenn man alle 
aKi^ eilf Gleichungen in unseren vier Coordinaten-Systemen interpretirte, (4xll=s44) ver<- 
addete«^ Classen von Eigenschaften eines allgemeinäa Kegdschmttes bekommen wOrde. Denn 
kefaieswegfl aind .alle eOf :Caeichungen in jedan unserer vier Coordinaten -Systeme der 
Ansdmck: eines bdieUgen Kegelschnittes. Wetingleich Jiätiilich die Pormehi, wodurch neoe 
Coordinaten-Axen oder Coordinaten-Puncte gewihlt werden, in allen vier Systemen vier Gon^ 

17 



130 Erster Absdmitt. Die 4 Ceardinitei»*SyatMW xj^ KXj üy, UV. 

gtanlen «afhiHen, mittebl welcher man vier der fliiif UebealuiiiiteB tos der ^SSgemsinm M^ 
febchetttsgleiehniig ktnwegschaflRen kuur , so haben dodi diese Formelii in jedem Ceotdine^ 
lee-Systeme eine gewisse specielle, diesem Systeme eifene Form, so dass kdneswegs jede flii| i pe 
,TSii vier Unkestimmten mütelsl dieser Formeln ans der allgemeinett i[i^lsch&ittsgleiita% 
entfeml werden Iiann, sondern ma gewisse bestemte Grappen and iwar in jedem Goofii^ 
naten-Systeme andere. 

Versnehen wir z. B. die Unbestimmthdl des leisten Coeflicienten der Gleidainf 

AX»+BT«+CXy+DJ+EY+6 « o 
mittdst Aenderong der Coordinaten-Pnncte, d. h. mitleist der Formeln von $. 196 



*— lyx+KlTH-l* ^ — DT+EY+l 

hinwegzuschaffen, so bekommt man eine fildchnng 

A(AX+rr)t+B(BX--A'Yy+G(A'X'+Br)CBr^AT)-<. 
+DCD'X'+E'r+lXAX+Kr)+B(irX'+FT4^1)(B'r--ATj4-6(T)X4-BT+^^^ 
welche durch Bntwickelang die Form 

A"X'2+B-r2+rXT+D"X'+E'T+G =» o 
erhät, so dass es uns nicht erlaubt ist, das letzte Glied G der neuen Gleichung s=ao oder =1 za 
setzen, so lange der KegeischnitI ein ellgemeiner bleiben soll nnd daher ^andi dctan der i^ 
^ebenen Cäeicfanng vorkommende CoefBcient 6 ein beliebiger sein soll. In fihnlidker WeiHe 
ergibt sich, dass es uns nicht erlanbt ist, die beiden SpedaUsirungen a-rbcaao nnd esaeo m 
gleicher Zeit in der Gleichung eines allgemeinen Kegelschnittes f^C^cy) ^ss o . trDrnndutte% 
weil die, eineAendenmg der Coordinaten-Poncte darstellsttden Uebergangsformishi im Systeme 
zy nach g. 196. durch ... 

x' as ax+by+d, f =ä bx-fly4-^ 

daifestelll werden* 

Fahren wir in dieser Weise fort, so ergibt sich, dass keine einzige deir efaigea eüf GteU 
(Amgen im Systeme xy oder XT zum Ansdiüoke eines Kegelschnittes gemgnet isl, eo lange 
nicht der Kegelschnitt die specielle Form einer Parabel, emes Kreises oder einer gWehseitik 
gen Hyperbel besitzt, so dass wir, wenn wir einen vabestimmten Kegelsohnflt im Sydeme xf 
oder XY mitleist einer eine einzige Unbestimmte enthaltenden Gleichung ansdMoken woBm^ 
Irgend eine unsymmetrische nnd weniger einfache Gleichung, z. B. 

op+i)« SS 1 oder i* = «P+5 

wihlen mflssen. 

$. 166. Auch unter den C2xil=ä2) Gleichmgen, welche die Gleidongen von ft^ldS* 
uns in den Systemen «v und UV liefern, gQ>t es mehrere, nindicih folgende sechs 

arc. tg. u+arc« tg. v ss r, arc. tg. u— aro. Ig. v sss x^ 
welche nur gewissmi spedellen Arten von Kegelschnitten zukommen. Und zwar drtdEen fie 
vier ersteren stets efaie Farri>el, die Itaifle stets einen Kreis, die sediste siels ehie glei chses » 
tige Hyperbel aus, so dass sich unter den 22 Gleichungen nur 16 befinden, dmrck welche nttm 
einen Kegelschnitt von unbestimmter Form ausdrucken kann. Daraus schliessa man jedoch 
keineswegs, dass die Discossion dieser 16 Gleichungen uns einen KegelsduuM in 16 venmhab^ 
denen Lagen wird betrachten lassen nnd uns daher 16 verschiedene Clamen von Bigensclih&» 
len eines allgemeinen Kegelschnittes kennen lehren wird. Denn die durch die 14 
dieser 16 Gleichungen ausgedrflckten Kegelschnitte sind je zwei und imei identisch nnd 
duciren sich daher auf die sieben Kegelschnitte 
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welche im B|!itea UV respe^ye dnrdi die Gkichungen 

dargestellt werden. Und auch onter diesen sieben Kegelschnittslagen ist noch eine, nämlich 
die erste, welche von der zweiten nur scheinbar yerschieden ist , da sie durch gegenseitige 
Terwechselung der Coordinaten-Puncte A und B in diese zweite übergeht. Den sechs äbrigen 
mnd alsdann moob diejenigen beidoi Kegelschnittslagen hinzuzufügen, welche durch die 
Cl6~14=s2) nicht mit einander coincidirenden Gleichungen 

arc^ tg. U+aro. tg.V&aarc. tg. », arc. tg. U^arc. tg. Yssaro. tg. x 
angedeutet wccden , welche Gleichungen naeh BnlwidkeUmg (wenn wnr die f. 22S. gemacUe 
Bemerkung einfachheitshalber nicht berücksichtigen) die Form 

(ü+y^^'KBV-l) = •, CÜ-V)-*-x(ÜV+l) 5= a 
auehmen, so daas der dnreh sie ausgedrickle Kegelschnitt hbA $• 138. im Systeme ut durch 
die, Gleichungen 

Cu— v+jf)^ =s4ie^y, (u-v— x)^+4(l— «^uv = o 

nfeetvre angedeidet wird. 

. $. 167. Betrachten wir a usser d ieser (6j-2=aB) Kegelschnittslagen noch die durch 

y^u^'+l±-^v^+l == jr(ü+v) 
ausgiadrüekte, aa haben wir, um dnen beUehigen fiogelachnitt im Goordinalen-Syateme uy oder 
UV aHitalflt einer einbohen Gleidiong zu diiortirenr, die Wahl zwischen neon yerschiedenen 
Ligen, wel^ man den FuneteB A pnd B oder den Geraden A'AA'' und VBB" in Befeog 
inf diesM Kegebohnitt geben kann. Jede diesmr neun Lagen ist zv Untersnchung einer ge- 
vissen spedelleA Classe von Sigenadmfkeo eines aUgemeinen Kegelschnittes am Geeignetsten« 
Und es ist zu bemerken, dass diese Lagen meistens solche sind , bei denen der Kegelschnitt 
dnreh eine Glekhug von dar F<^rm 

tnsgeMokt wird, d. h. bei denen er nach §. löO. dmrch beide Goordinaten^Functe A «nd B 
geht.» Ode» aber beide Coordinsten « Axen A'AA" und B'BB" berührt, wihrend drei andere 
liftgen durch CUeichnngen von d«r Form 

nni00dfAekt weiden und daher sokhe sind, bei denen die GoordiBalett..Axen XOX' und TOT 
n|i| den Kegtrischnittsaxen ooinddueett. 
- S« lä8« Ausser der Disctission der die obigen nenn Kegelschnittslagen veranlassendeo 
Cyeiohnngen ist alsdnnn noch die Diseussion deijenigen unserer eilf Gleichungen yorzn- 
nehmen, welche im Systeme ut oder UY nur gewisse specielle Formen Yon Kegelschnitleii 
ausdrücken, so wie auch die Oiscussion aller eilf.Gldchüigen in den Systemen xy und XT. 
Wenn^ieh nimlieh diese Diseussion maß keine Bigensohaften darbietet, weidie dem BegnISa 
ninaa Kcyeleohnittes an sieh , d. h. welohe allen den unendlich vielen Arten von Kegelsdmil- 
IQn ankommen, so lehrt sie uns doeh gewisse Bigensehafien das Kreises, der Parabel und der 
gleichseitigen Hyperbel kennen und ist ^tahlnr keineswegs als eine unnütze Arbeit zu be- 
tsaehten« Es ist aber dabei au beachten, dass^ weil die Natar letzterer drei Curven ganz be*- 
^tiSMit Ist und daher keine Uri)e0ittmmte enthüll anchdie bei schicklicher Wahl der Coordinatefr« 



• 

Axen nnd Coordlmteii-Piaicie sie ansditekend«!! Gkidimigeii nach $. 91. keine UiAestmunte enl-* 
halten müssen, so dass es uns erlaubt ist, in jeder dieser (2xll)+6ss:28 Gleichongen 
die in ihr vorkommende Unbestimmte jc gleich 1 zu setzen und sie daher als 

x^-y« = 1, X«-T* =s 1, u«-v« = 1, U2-V2 C3 1, etc. 
zu betrachten, da diese Gleidiungen, so lange man die Lage der Coordinaten-Pnnete unbestimmt 
Usst, eben so allgemein sind, als die anderen 

x^-y« = X, X^-T» = «, . u«-v* = X, ü«-V» SS jf, etc. 



X« Dlseusslon einiger speeleller CtlelelmBir^ii f^O?) = o« 

$. 159. Discutiren wir jetst die gewonnenen Gleichungen, und fangen wir dabei an mit 
denjenigen Gleichungen des Systemes uy oder UV , durch welche ein Kegelschnitt von «nbe-* 
stimmter Form ausgedrückt wird. ! -! 

Die erste unserer neun Kegelsehnittslagen ist diejenige, welche stattfindet, wenn der 
Kegelschnitt im Systeme uy durch eine Gleichung yon der Pimn a2cs2xy, und daher im 8f^ 

steme UV durch eine Gleichung yon der Form U' = T J Y ausgedrückt wird, oder aber 

wenn der Kegelschnitt in den Systemen uv und UV respective durch die GSeidinngen yhaiUtm 

und Y^ =C JU angedeutet wird. Es ist diejenige K^elschnittslage , wobei aus den 

yerschiedenen Perpendikeln , welche' an eine redle oder imaglnire Anymptole eines bellet«** 
bigen Kegelschnittes GCCX' (Fig. 28r) gezogen worden sind, ein solches «usgewtfll 
worden ist, welches zugleich • den Kegelschnitt in einem redien oder imagiaftren Puncte beu 
rührt ; hierbei wird alsdann der Berfiidrungspunct zum ersten Coordinaten-Mnct A oder B und 
der Durchschnlttspnnct der Asymptote und des Perpendikels zum zweiten Goordinaien-^Punet 9^' 
oder A genommen. 

Es genügt indessen die angegebene Definition der Lage der Coordinaten - PmKte Mch 
keinesweges, um aus irgend einem bestimmten Kegelschnitte CC"C*'C' ein bestimmtes Paar 
yon Puncten abzuleiten, welche zu Coordinaten-Pnncten dienen sollen. Denn wir können yotf 
den beiden Asymptoten U und gg' unseres Kegelschnitles entweder die eine odier die anderar 
nehmen, und wir können ausserdem, wenn die Wahl auf erstere Asymptote gefallen ist, ans 
den beiden zu ihr senkrechten Tangenten AB und H'T'C" eine beliebige auswthlen, so 
dass wir aus jedem bestimmten Kegelschnitte CCtTG in der angegebenen Weise (2xS3s4> 
yerschiedene Punctenpaare ableiten können. Desshalb wird auch, jenachdem das eine oder- 
das andere dieser Punctenpaare zu Coordinatisn-Puneten gewühlt wird , ein nnd dersdbe Ke- 
gelschnitt CC'CV' bei der enteren unserer nenn Kegelschnittslagen durch yler yetacUe^- 
dene Gleichungen 

iP = 2irv. i u« ä: ftjiV, n« tt= 4«"y, u« c=s iiTr ' . 
angedeutet Und zwar nnd obige yier Gldchungen [weil die Grösse 8«^ wie sich In $• tOß. 
ergibt, die Cotangente bedeutet des jedesmaligen Winkds^ welcher «wischen deir nicht nar 
Coordinaten- Axe genonunieneli Asymptote gg" und zwischen dem zur Coordinaten^ Axe XOK'' 
genommenen Perpendikel eingeschlossen ist, und weil dieser Winkri hei > der gegenseitigen 
Verwechselung der beiden Asymptoten oder bei derjenigen der beiden Perpendikel keine andesaf^ 
Aenderung erleidet, als dass er in den Gömplement-Winkel oder BuppleinenUWinkel überfehl| 
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41e ti« ia dem Avsdmcke tt> = Ci:2ir)±ixT enthalleii. Und auch dann noch, wenn iiyend 
eine bestimmle Asymptote , s* B. IT nnd eine bestimmte Senkrechte , z. B. AB ansgewfthlt 
worden sind, ist die Gleichung des Kegebchnittes CCC^C durch die getroffene Wahl der 
CSoordinaten-'Faiicte nicht ganz bestiaunt. Denn wir können entweder den CoordinatennPenct A 
In den Berfihmngspnnct nnd den Coordinaten-Punct B in den Dorchschnittspnnct der Asymptote 
nnd des Perpendikels legen, so dass in allen Pnncten des Zweiges AaCC beide Coordinate» 
o nnd ▼ positive Werthe bekommen, oder aber wir können umgekehrt B in den BerAhrungs- 
punct und A in den Durchschnittspnnct veilegen , wdches nach der in f* 14. enthaltenen Zei-' 
chenbestimmung der Coordinaten asur Folge hat , dass der ganze Zweig AoCC im negattTen 
Quadranten der Coordinaten u und v sich befindet , so dass der Kegelschnitt CC'C'C bei der 
ersteren unserer neun Eegelschnittslagen , nicht nur durch u^ =: ±(2x)±^xt, sondern auch 
durch T^=±(2x)±ixu ausgedrückt werden kann. Binfachheitshalber wollen wir uns auf 
den ersten obiger (2x4=8) FUle beschranken und uns daher den Kegelschnitt im Systeme 
OY und UY respective durch die Gleichungen 

u« = (+«)x2v, ü« =f - i) X 2V 

ausgedrflckt denken , wobei x eine reelle oder imaginäre Grösse bedeutet, jenachdem die zur 
Coordinaten -Axe ^ommene Asymptote IT eine reelle oder imaginftre ist, d. h. jenachdem 
der Kegelschnitt eine Hyperbel oder Ellipse ist Von diesen beiden Pillen haben wir uns des 
Fall der Hyperbel als in der Figur Nro. 38. und in folgender Discussion stattfindend gedacht 

g. 160. Die geometrische Interpretation nun dieser beiden Gleichungen unserer Hyper» 
bd sagt uns unmittelbar, dass bei dieser Lage der HypeAel jeder beliebige ihrer Puncto C und 
jede beliebige ihrer Tangenten HCl (Fig. 28.) in solchem Zusammenhange stdit mit derjenigen 
Asymptote mid demjenigen Perpendikel, welche die Rolle der Coonfinaten - Azen VBtr und 
.XOX fibemommen haben, dass folgende beide Quotfenten stets constant bleiben, wie sich 
ancb der Funct C und die Tangente HCl auf der Bjfperbei forttewegen mögen: 

(cotg. CAB)» (tg. lAB)» (Bly 1 

2x cotg. CBA - *» axtg.HÄA^2xAHxAß-"';- 

Ausser diesen beiden Grössen aber gibt es noch mehrere , welche bei der angegebenen. 
Lage der Hyperbel constant bleiben. Die Differentiation nfimüch der pilmitiYen Gleiehnngen 
unserer Hypcnrbel gibt uns 

welche Differential-Gleichungen uns nach g. 70. folgende Eigenschaften unserer Hyperbel ken- 
nen lehren: 

Man vereinige dnen bdiebigen PunctX der gegd>enen Hyperbel mil dem Coordinateai« 
Pünde A , man flber^ge das durch die Gerade CA auf der Asymptote B'BV abgeschnittene 
Segment BS auf A'AA", und vereinige den auf A'AA" abo erhaltenen Punct a mit dem Punete 
6, wo die an den Kegelschnitt im Puncto C gezogene Tangente die zur Coordinaten-Axe a»- 
graommene Tangente AB durchschneidet; die Yereinigungs - Gerade oGs schneidet alsdann 

AB 

auf der Asymptote FBB" ein Segment Bs ab, welches immer die constante Grösse — besitzt, 

wo auch der Punct C aitf der Hyperbd geMhÜ son mag ; 

Man trage das von einer beliebigen Tangente HCl der Hyperbel auf der Aze B'BB" ab», 
geschnittene Segment Bl in A'AA" auf und vereinige den in A'AA" so eriialtenen Punct i mit 
dem Fusspuncte D der Ordinate des zur betrachteten Tangente HCl gehörigen BerAhrungspuno- 
les C; die Vereinigungs* Gerade Di schneidet alsdann auf der Aze B'BB" dn Segment BI 
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AD 

Mb^ dessen Wertb — wiedernm constant bleibt, wenn auch die T^Bgente HCl sieh auf der 

Ififperbd forÜMwi^L 

Die ans der geometrischen CoBstroeäon der FonctioMn n ^ nd ^ h err er g e he nden 

ftecie 9 und 1 sind also* bei unserer Hjperbel gleich weit vom Coordinatenponcte B entfernt» 
ud «war lieyeo sie mit Bericksichtigmg. der Zeichenbestimmong von $. 14. in der nämli- 
cj^Q halben Axe BB". Daraa^ ergibt sich eine nene Eigenschaft unserer Hyperbel, die nfim- 
^df, dass wenn wir an unsere Hyperbel in einem beliebigen ihrer Puncto C die Tangente HCl 
liehen und darimf aus diesen C und HCl nach $. 70. die Puncto s und / ableiten , alsdann 
4lo so erhaltenen Puncto s und i, wdche bei irgend einer anderen Curve im Allgemeinen von 
einander verschieden sind, bei unserer Hyperbel, stets mit dnander coincidiren , wo auch der 
FUnot C im Umfange der Hyperbel gewählt sein mag« 

Weil die primitiven Gleichungen unserer Hyperbel die Coordinaten n und U bloss in der 
zweiten Potenz enthalten, können wir diese Gleichungen durch Wurzela usziehung auf die Form 

u = ±^^, ü = ±Y(-|)v 

hiingeB> woraus man erkennt , das« jed^ f&r die Coorduiate v oder Y angenommene Werth 
awei Werihe der Coordinate n oder U liefert, .welche in arithmetischer Grösse Abereinstin^ 
aes mid Uoss dmrch das Zeichen -f« odev t~ von einander verschieden sind. Die geome- 
trische Interpretation dieses lelvi uns folgende awei neue Eigenschnflen unserer Hyperbel kennmi: 

Zieht man durch den Coordinate»^Pnct 6 eine bdi^ige , die Hyp^bel in den Fbncten 
C und C dttrchschneidjeBde Gerade, no wird der von d^n Geniden CA und CA eingesohlos- 
Mne Winkel von XOX' hdbirt; 

Ziehtiian von ebieni vrillkfihiMdkeft Pnocte H da* Axe A'AA" an unserem Kegdschnitt iwei 
Tangenten, welche die Ase VW in 1 und I raspeettvo durchschneiden» so wird die Button 
nnng If vom Pnnete B stets halbirt. 

Schreiten wir mit der Discussion unserer B^eibel weiter , bescbrinken wir uns hieibd 
Jeioch, um diese Discussion frnchibarer m mncliett, nicht bloss snf die gleichseitige Discus- 
sion unseres Eegeladinittea in den beiden, Coordinaten - Systemen nv und UV, sondern discn- 
tiren wir die nämliche Curve gleichzeitig auch in den vier anderen Coordinaten -»Systeapiea 
qU, vY, uY, vU. Es waren nAmlich die drei Coordinaten u, v, Y und ihre Differentialien nach 

1 
f. 7. mit einander stets durch die Gleichung Y s ^~ verbunden, während flberdies die 

du 
kefden ersteren dieser drei €Mssen im jetnigen FaHe durch die iweile Gleichmig u^ as Sirv 
nrit einander verbunden sind« Wir haben also eine Gruppe von zwei Gleichungen . iwischea 
den drei Grössen u, v, Y, aus welcher dtiq^pe wir die u eHminiren und so eine resnlli- 
rende Gleichung awischen den nrei Grössen v uid Y edmlten könnM, und «war feigende 

1 dv ,/v dv\ ,/! 1\ tt? 

welche Gleichung vY+l = o alsdann betrachtet werden kann als der Ausdruck unseres Ke- 
gelschnittes in einem Coordinaten* Systeme, welches v und Y sa seinen beidai Coordina-* 
ten hat. 

Man erkennt aus der gewowienen Glekhnng, dass, wenn der Coordinate v irrend ein 
tesümmter Werth znerkannt wird^ die Coorduiate Y in diesen beiden Elementen der Curve 
Mos» einen einzigen Werth erlangen darf, so wie auch umgekehrt jeder bestimmte Werth von 



T Uoii eiBm eiariifeii W«rlh ton ▼ nr Folg« hat. OIimi befandet tmm Mgemtk beide 
mama Bigenicliattai UMrer Hyperbd : 

Hill siehe dnreh den Coordimten-Piuict B efhe bdicft^e Gende CBCT und «MMrdem mk 
adie Bfperbd in den Dnrchscfanittspaiiolen C oiid C ihre beiden Tangreelen HCl md WC. Der 
Dnrchschnittgpimct H dieser beiden Tangenten liegt alsdann immer in der Axe A'AA", In wfA^ 
eher Richtung auch die Gerade CBG' dniroh den Ponct B gezogen sein mag. 

Man wihle in der Axe A' AA'' einen beliebigen Pmct H, von wo ans man an die Hyperbel 
dlei>eMen Tangenten HCl nnd EVC aiehe; die Yereinignngs- Gerade CC der beiden BerOh» 
mngspnncte dorchstreicht alsdann immer den Coordinaten-Punct B. 

Es hat femer die Gleichnng tT+1 =3 o rar Fcflge die Gleichnng 

arc. tg. V c= arc, tg.f j = arc. cotg. (^v) == — arc. cotg. t, 

deren geometrische Interpretation nns meldet , . dass die an unseren Kegelschnitt in dem be* 
Kebigen Poncte C gezogene Tangente HCl die Coordinaten - Axe A' AA" in einem Poncte H 
BO durchschneidet, dass die Winkel HBA nnd CBA einander stets gleich sind. 

Drücken wir jetzt unsere HypeAel auch im Coordinaten -Systeme nU aas, so bekom-^ 
men wir: 

1 du v/u* ^du\ ▼ ^o X «▼ 1 

SO dass wir fBr den verlangten Ausdruck erhalten nU ^ 2 und hieraus weiter folgende 
geometrische Eigenschaft: 

Man vereinige einen beliebigen Ponct C unserer Hyperbel mit dem Coordinaten-Poncte A 
durch die Gerade ACS und ziehe an die Hyperbel im betrachteten Puncto C ihre Tangente 
HCl ; alsdann ist immer : ' 

00%. GAB a Sxeotg. lAB, daher aneh BI =s 2xBS. 

Drflcken wir ferner unseren K^febchnitt auch in den Systemen u¥ und vU aus. Wir 
bekommen dann respective 

worauf Unn eriKnnI, dass J«dcr bes tim m te Werth der Goordinate T oder v iwei Wertke der 
GoordinaAe n oder U fuspedive rar Folge hat, welche hkms durch die Zeichen ± verschieden 
jshidi und dass daher unsere HypeAd folgende rardi Bigenflchnftan besitzt: 

Man ziehe durch B die beliebige Gerade CBC, so ist alets Bls^r ; von dnem belieU*^ 
gen Puncto H der Axe A'AA" znhe man die iwei Tangenten HCl und HTG , so ist stets 
^CAB = <!CC'AB oder « ISO**- <:CAB. 

Diese beiden Eigenschaften stellen indessm keine neuen Eigenschaften unserar Hyperbel 
dar, sondern bloss solche, welche wir auch beiiMnmea hSten durch gegenseitige Combination 

der vorhcargefundepen und aus den drei Gleichungen u = ±V^> ^^^-^iC — J^^ 

vT+i =3 abgeletteten BigenschaRen. 

Weil endBoh die Differential-j OMchnn gen nnser«!r Hyperbd auch unter der Form 

geschrieben werdenkAnnen und also Ihr jedenWerfh von v oderV zwei durch die Zeidien ± venschie- 
dene Werthe von ^ und ^wj Hefem, so bekommen mtj wenn wir dieses nach f* 65. intern 
pretiren, Folgendes: 
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Mm ^nUe me boifebige teich B gdittde flertde CBG', o4er lAer etilen belieUgen 

PonctH der Axe A'AA'\ man merke sich die Dardischnittoponote 6 und 6' der sioli ergebendem 

svei Tangenten HGC nnd HCTG' mil der Axb X0X,\ bq wie ancii die Ftasspnncte D nnd D' 

4er von iem gefundenen zwei Poncten C and C anf dieae Aze XOX' geailten Perpeadikd; 

jdadann iai aleta : 

AG , AG' _ ^ AD ^ AD' _ 

tG^ ISS ~ ^^ BD ■*" BBT ~ ^* 

Nachdem wir nnn die allgemeinen Eigoiachaften nnaerer Biyperbel ontaranchl haben, d« h. 

diejenigen, welche jedem beliebigen von ihren Elementaiponcten oder Blementar-Tangenten C 

oder HCl znkommen, wollen wir noch gewiaae apecidle Elemente dieaer Corve einer näheren 

Betrachtung unterwerfen und zwar diejenigen yier Elemente, in welchen irgend eine der Tier 

Bedingungen 

atattfindet. Man auche alao eratena den Fund der Hyperbel, wo ihre Tangente durch geht, 

zweitena den PuncI, wo ihre Tangente mit XOX parallel iaI, man nehme drittena die Spitze 

ihrer nicht iur Coordinaton-Aze benutzten Asymptote , viertens endlich den Punct, wo die Carve 

die Axe TOT durchschneidet Von diesen vier Elementen nnn, welche in Fig. 28. durch die 

vier Puncte und vier Tangenten C und H'"OCT, C' und 1I'TC\ gg' und {^"8' , a und 

foe respective angedeutet worden sind, besitzt jedes einen gewissen specieUen Werth der vier 

Coordinaten u, v, U, Y, welchen man erlangt mittelst der Gleichungen, welche unsere Gurve 

in den Coordinrten-Systemen nv, nU, uY, etc» ausdrackai. Und zwar aind dieae Werthe rea- 

pective folgende: 

U =3 +«9 u = — «, u = — 2x, u =s.+2x, . 

1 1 ^ ft 

9. Ö 1 1 

ü«+i, ü==-^-, u=-l, ü = +l, 

v = 4 v==-!. v=-£?' ^=-s- 

Weil nun das erato dieaer vier Elemente mit dem zweiten nnd das dritte mit dem vier-* 
len in Bezug auf den Werfh der Coordinate v, Bo wie auch in Bezug auf denjenigen der 
Coordinate Y ganz flbereinatimmt , ao erkeimen wir, daaa die betrachteten vier Puncte und 
Itegenten folgende Eigenachaften besitzen : 

1) Die Gerade C'C durdutreicbt den Ck)ordinaten-Pnict B; 

2) Die Gerade og^ durchstreicht den Punct.B, d. h. die Gerade oB ist der Asymptote 
gg-g' parallel; 

3) Die Tkngeniett CO und dT dorcha^ieiden einander in A'AA" ; 
. 4) Die Tangente fae durchschneidet die Asymptote gg'g' in A'AA". 

Weil femer, den Unterschied d^r Zeichen ± ausgenonmien , das erste Element mit dem 
zweiten und das dritte mit dem vierten auch in Bezug auf den Werth der Coordinaten u und 
U coincidirt, ao erlangen wir folgende andere Eigenschaften genannter vier Puncto nnd 
Tangenten: 

<C"AB = <C-AB, <«AB « <ggX'X, Bf = BF, Be = Bg". 

Weil femer in den beiden oraleren der genannten vier Elemente der WerA der Coor- 
dinate u doppelt so gross ist, als derjenige der Coordinate v, während dagegen in den bei- 
den letzteren Elementen der Werth von U das Doppelte betragt des Werthea von Y, so besitzen 
genannte vier Elemente auch noch folgende Eigenachaften : 



X. Diacussion einiger spedeHer Gleichungen (2(1^) = o. ' 1^7 

cotg. G"AB = 2xcotg. C'BA, cotg. C'AB = 2xcotg. (TBX, 

Bg" = 2x Af, Be = 2x Af. 

Weil endlich die Coordinate U im dritten Elemente den Werth U = — besitz^ so ist 

AB 
die Entfernung Bg" so lang als — , d. h. ihre Länge ist gerade so gross als diejenige, 

welche nach dem Vorigen den Entfernungen Bs und B/ zukam, so dass die vorhin hefarachtetai 
Poncte s nnd / mit dem Pimcte g", wo die Asymptote ggY die Asymptote 11' durchschneidet, 
d. h. mit dem Centmm unserer Hyperbel coincidirt. 

Ausser genannten vierspeciellen Elementen woUen wir auch noch diejenigen Elemente unse- 

min 

rer Curve betrachten, für welche die Bedingung -^ r=: + 1 stattfindet. Berflcksichtigen wir, 

du 
dass die Differentialgleichung unserer Hyperbel die Form u^ = +« besitzt, so erkennen 

wir, dass die gesuchten Elemente diejenigen beiden sind, in denen v = + x. Gonstruiren wir also 
diesen Werth y=+x; tragen wir z. B. die Entfernung Be auf A'AA" aber, und vereinigen 
wir den erhaltenen Punct e' mit B , so dass cotg. e'BA == cotg. eAB = n. Die Gerade Be' 
durchschneidet alsdann unsere Hyperbel in zwei Puncten s und s* , in deren jedem die Hy- 
perbel nach $. 69. die specielle Eigenschaft besitzt, dass der Fusspunct t oder ^ des vom 
betrachteten Puncto s oder s auf XOX' gefällten Perpendikels von dem Puncto y oder y, wo 
die Axe XOX' die im betrachteten Puncto der Hyperbel gezogene Tangente durchschneidet, 
eine Entfernung iy oder i'y hat, welche vom Coordinaten-Puncte halbirt wird. 

$. 161. Die zweite der neun Lagen eines beliebigen Kegelschnittes ist diejenige, bei welcher 
ein Paar entgegengesetzter Scheitel des Kegelschnittes als derjenige Ort gewählt wird, wo die 
Coordinaten-Puncte A und B liegen sollen. Der Kegelschnitt wird alsdann im Systeme uv und 
UV respective durch die Gleichungen 

2uv = X, 2ÜV = - 

dargestellt, wo x eine positive oder negative Grösse bedeutet, jenachdem der Kegelschnitt eine 
Ellipse oder eine Hyperbel ist. Nehmen wir den Fall der Ellipse. 

Weil nun jede Ellipse zwei Axen und daher zwei Paare von Scheiteln hat, ao ist jede 

bestimmte Ellipse, welche durch eine gewisse Gleichung avs=?:5xx dargestelll wird, ausserdem 
noch mittelst Verwechselung der Scheitel-Paare, durch eine andere Gleichung uvss^rxx' dar- 



stellbar. Und zwar geht letztere Gleichung aus dcar ersteren hervor, wenn man die beiden 
Axen des Kegelschnittes mit einander vertauscht, wesshalb letztere Gleichung, weil die Grösse 

^xx, wie sich später ergibt^ das gegenseitige Yerhältniss der Längen der beiden Axen dar- 
stellt, die Gleichung uv = | — ist, bei welcher dieses gegenseitige Yerhältniss in den reci-^ 

proken Werth fibergegangen ist. Ist jedoch einmal ein bestimmtes Paar Scheitel gewählt wor- 
den, so hat die nachherige gegenseitige Verwechselung der Coordinaten-Puncte A und B keinen 
Einfluss auf die die Ellipse darstellende Gleichung, weil die Gleichungen 

2ttv ^ X und 2vu = x 

Brit einander identisch sind. 

Zidien wir an unsere Ellipse im belidHgen Puncte C (Fig*2.) die Tangente CIH6, und 

18 
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iftterpretiren wir nach $• 4., f. 5. und §. 69. die «asere BUipse in den Systemen m und UV 
Msdrfickenden Gleichnngen, so wie die ihnen gemeinschafUiche DifferenHal-Gleichnnf : 

udv üdV _ 

^-fdD"" ""^^ 
Es sagen alsdann genannte drei Gleichungen aus, dass der Punct und dieTangente, wo sie 
sich auch auf der Ellipse befinden mögen , stets dennoch mit einander und mit den Goordi- 
ttaten-Axen und Coordinaten-Pnncten in solchem Zusammenhange stehen, dass ist: 

2xcotg. CABxcotg. CBA = ^xcotg. lABxcotg. HBA = x, 

ODxOG =3 (AO)S tg. C6X = | Gg. CAB-tg. CBA). 

Drücken wir, wie in $. 160. bei der ersten Kegelschnittslage , so auch jetzt bei unserer 
zweiten La^e den Kegelschnitt in den vier Coordinaten-Systemen uU , tV, uY, vU aus. Wir 
bekommen dann 

ü _ ^_1 _ i _ 1 V _ 1 _ 1_ _ 1 

wesshaib unser Kegelschnitt in genannten vier Coordinaten-Systemen durch folgende Gleidiun-» 
gen respective ausgedruckt wird: 

üu = +^, Vv = +^, V = Jfü, u s= x\. 

' Vereinigt man also einen beliebigen Punct C unseres Kegelschnittes mit den Coordina- 
ten-Puncten A und B durch die Geraden ASC und RBC (Fig. 11.), und zieht man im genann- 
ten Puncto C an unseren Kegelschnitte die Tangente HCl, so ist nach obigen vier Gleichungen, 
wie auch der Punct C und daher auch die Tangente fflC sich im Umfange des Kegelschnittes 

fortbewegen mag, stets: 

BS = 2xBI, AR =3 2XAH, 

cotg. CABxootg. HBA = cotg. CBAxcotg. lAB = x. 
Untersuchen wir auch bei dieser zweiten Kegelschnittslage diejenigen speciellen Ele- 
mente unseres Kegelschnittes, wo irgend eine der Bedingungen 

du , . dU , 

^=--1 oder HV=-^ 

MatUlndet, d. h. diejenigen Elemente, wo respective sei: 

U— V = oder u— v = o. 

u V 

Weil die Differential-Gleichung unseres Kegelschnittes unter der Form -=rr geschrie- 
ben werden kann , erkennen wir , dass bei unserer jetzigen Kegelsohniftslage diejenigen bei- 
den Elemente, wo die erste Bedingung stattfindet, mit denjenigen, wo die zweite stattfindeti 
ooincidireD, d. h, unsere Ellipse ist, während sie die Aze YOT durchschneidet, mit der Axe 
XOX' parallel. Hieraus folgt, dass die betrachteten beiden Puncte diejenigen beiden Scheitel 
C und C" unserer Ellipse andeuten, welch e nich t zu Coordinaten-Puncten dienen« Und zwar ist 

u = cotg. CAB=±Vjxx, ü=:tg.rAB=±V^, 

woraus man erkennt, dass die Grösse -^x das gegenseitige Verhältni^s der Längen der beiden 

Axen unserer Ellipse andeutet. 

f. 162. Nehmen wir jetzt die dritte der neun Kegelschnittslagen. Zidien wir also 
(Fig. 29.) durch das Centrum einer beliebigen Hyperbel eine Senkrechte n ihrer reaUn Ajot 
«id merken wir uns diejenigen beiden Puncte dieser Senkrachtm, welohe in anatylischcr ffinsicht 



X. Diseuatton einher ipMidler GleicfauiigMi {i(4«) c= ^ 1S# 

idoht tb die imagniireB Dnrchidmitlipuete der Senkrecditen imd der Hyperbel n betaraohtM 
sind; legen wir alsdann in diese beiden Ponde, d. h. in die imagittfire Scheitel der HypeiM 
äie Coordinnlen-Pnncte A und B, so beben wir die dritte dnrcb die Gleicbnnf en 

n2+v2 = x, Ü»+V,« = - 

ausgedrSckte Kegdschnittslage. Durch diese Gleichongen wird, jenachdem die reelle Grösse 
n positiv oder negativ ist, entweder eine reeUe Hyperbel oder eine imaginftre Ellipse ange- 
deutet. Beschranken wir uns auf den Fall der Hyperbel. 

Die gegebenen Gleichungen, so wie die ans ihnen abgeleitete, ihnen gemeinschaftliche 

Differentialgleichung --p = mrf = -1 sagen uns alsdann, dass bei jedem Puncto C und 

bei jeder Tangente HCIG stets allhier ist (Fig. 2. und 2d.) : 

(cotg. CAB)2+(colg. CBA)2 = x, (BI)'+(AH)2 = ix(AB)S ODxOG+CAO)^ = o. 

Es können fem er die Gleichunge n unse res Kegelsch nittes auch unter der Fo rm 
u = ±V*^^S V = ±\/« -nS ü = ±y/x^j V = ±V3rnP 
geschrieben werden , so dass jedär bestimmte Werth , welcher irgend einer der vier Coor- 
dinaten v, u, V, U zuerkannt wird, zur Folge hat, dass respective die Coordinate u, v, U, T 
zwei Werthe bekommt, welche bloss durch die Zeichen + von einander verschieden sind. 
Diese analytischen Eigenschaften sind in ahnlicher Weise geometrisch zu interpretiren, wie die 
analogen in $. 160. gefundenen, nur dass diese Eigenschafton bei der ersten Kegelschnittslage 
Moss in Bezug auf den Coordinaten-Punct B und die Coordinaten-Axe A'AA" stattfanden, wO« 
rend sie dagegen jetzt bei unserer dritten Lage sowohl in Bezug auf A als auf B, sowohl ift 
Bezug auf FBB" als auf A'AA" stattfinden. Wir bekommen daher folgende Resultate: 

Zieht man durch den Coordinaten-Punct B oder A eine beliebige Gerade CBC oder CAC^ 
80 halbirt die Axe XOX' respective den von den Geraden CA und CA oder den von den 
Geraden CB und CTB eingeschlossenen Winkel; 

Zieht man von einem willkührlichen Puncto H oder I der Axe AAA" oder B'BB^ an 
dem Kegekchnitt zwei Tangenten HCl und HIC oder ICH und CIH', so wird respective 
die Entfernung II' oder HH' vom Puncto B oder A stets halbirt. 

Drficken wir jetzt auch allhier unseren Kegelschnitt in den vicar Coordinaten - Systemen 
uU, vV, uY, vU aus. Weil man hat 

t_ / vduV v^/u« udn\ v« /u* ,\ u^+v» k 

so sind die gesuchten vier Ausdrucke folgende : 

U SS xU, V = xV, tt2 + («T)* = ^9 v» + («ü)« = «f. 

Da die beiden enteren Gleichungen uch unter der Form vr = v ^^* geschrieben wer*- 

den können, erlangen wir entens folgende Eigenschaft eines beliebigen Punctes und einer Ixy- 
liebigen Tangente unserer Hyperbel: 

cotg. CABxcotg. lAB =3 cotg, CBAxcotg. HBA = k. 

Man erkennt femer aus den zwei enteren unserer vier Gleichungen, dass e i n Werth der 
Coordinaten u^ v, U, V respective einen Werth von U, Y, u, v zur Folge hat; dies geome^ 
Mach gedeatel, sagt aus: 

Man iidie dvch.B oder A eine beliebige Gerade CBC oder CAC ; die beiden Tangenten^ 
laekhe an die Hyperbel in den Durchschnittsipniielen G und C gezogen worden sind, dnrehschnel- 
den alsdann einander in einem irgendwo in der Axe A'AA" oder B^B" beiadlicheiiPttBeteH ederl;. 

Man wähle in A'AA" oder B'BB" einen beliebigen Punct H oder 1 , von wo aus man der 
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Hyperbd zwei Tangenten ziehe« Die Vereinigung« - Gertde CC der beiden BertUurnngsponcle 
dnrchatreickt alsdann respective den Pnnol B oder A. 

Man erkennt femer aas den zwei letzteren von unseren vier Gleichungen^ daaa ein Werth 
von u, V, U, V respective zwei bloss durch ± verschiedene Werthe von V, U, v, u zur Folge 
hat, was in ähnlicher Weise wie in $. 160. geometrisch zu deuten ist. 

Gehen wir jetzt von den allgemeinen Eigenschaften unseres Kegelschnittes zu den Eigen- 
schaften seiner speciellen Elemente über. Nehmen wir also diejenigen vier Elemente, in 
denen respective ist 

v V ^^ V y ^ 

o ^» n ^ ü "*"' u 

Diese vier Elemente sind , weil die Differential - Gleichung unseres Kegelschnittes auch 

V V 

unter der Form ^ =z j geschrieben werden kann , zugleich diejenigen vier , bei welchen 

respective die eine oder die andere der vier Bedingungen 

V V V . V _ . 

stattfindet. Dieses meldet uns, wenn wir es geometrisch deuten, Folgendes: 

Die Hyperbel hat in den beiden Puncten b und b', in welchen sie die Axe B'BB" durch- 
streicht, zwei durch den Funct A gehende Tangenten ; in den beiden Puncten a und a' dage- 
gen, in welchen sie die Axe A'AA" trifft^ hat sie zwei durch B gehende Tangenten; in den 
beiden Puncten d und d', wo sie die Axe YOY' durchschneidet, sind ihre Tangenten mit XOX' 
parallel ; endlich durchstreichen ihre beiden Asymptoten ff und gg' den Coordinaten-Punct 0. 
Suchen wir in jedem der genannten vier Elemente die Werthe der vier Goordinaten u, 
V, ü, V, so bekommen wir respective : , 

u = ±/'x, väI/x, u = V =± V 2-x«> tt = -V =± V^xic, 

v = V = o, u=U = o. 

Wir erkennen hieraus, dass das dritte Element mit dem vierten in Bezug auf den arith- 
metischen Werth der zwei Coordinaten u und v , so wie auch in Bezug auf denjenigen der 
beiden Coordinaten U und V coincidurt, und dass daher die Asymptoten CT und gg' den vier 
Geraden Ad, Bd, Ad', Bd' respective parallel laufen und die Coordinaten - Axen AAA" und 
B'BB" in denjenigen vier Puncten o , a , /9 , /T treffen , in welchen auch die in d und d' an 
den Kegekchnitt gezogenen Tangenten diese Coordinaten-Axen durchschneiden. 

Wir erkennen weiter, dass die den vier Coordinaten u, v, U, V im dritten oder vierten 
Elemente zukommenden Werthe von den respective im ersten oder zweiten Elemente statu 

findenden Werthen dieser Coordinaten blos durch den Factor V 2 verschieden sind, wesshalb 
man hat: 

CB/»==Bir==5A«=Aa ===K)d==Od') === CBb==fib=5Aa==d^ J i, 

S. 163« Wkhlen wir aus den verschiedenen Senkrechten, welche an eine beliebige 
Asymptote einer beliebigen Hyperbel gezogen worden sind, diejenige heraus, wache zugleich 
durch das Centrum der Hyperbel geht, und legen wir die Coordinaten - Puncto A and B in 
dieDurchschnittspuncte dieser Senkrechten und der Hyperbel, so erhalten wir die vierte Lage» 
fir wdche der Kegelschnitt durch die beiden Gleichungen 
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aasgedrflckl wird. Die geomelrische Inlerpretation derselben -sagt uns , dass «bdaiin in der 

ganzen Hyperbel sieta ist: _ ^^_^ 

ig. CBA— ^. GAB = X, y/Bl +^^=^AD as V^xAB. 

Aus dem in letzterer Gleichung vor der Lftnge AH sich befindenden Hinos-Zeichen schliesse 
man keinesweges, dass die Länge BI, d. h. die Anzahl der in BI enthaltenen Längeneinheiten, 
imaginär sei, wenn AH reell ist, sondern man bedenke, dass die DifferentiaUGleichongen nn^ 
serer Hyperbel • 

^=-(lF. S?=(Vv)x(^) 

zor Folge haben, dass in der ganzen Hyperbel stets ist 

:3-'>o und daher «r<o, 

dv V ' . 

welches nach $. 14. bedeutet, dass die Tangente der Hyperbel stets innerhalb der Coordina- 
ten-Puncte A und B die Axe XOX* durchschneidet und stets an entgegengesetzten Seiten der 
Aze XOX' die Axe A'AA", so wie_auch die Axe B'Br triflfl. Ist also BI> o, d. h. ^/bI 
reell, so ist AH<o daher auch ^— AH reell. 

Wir können aber die Differential - Gleichungen unserer Hyperbel auch noch in anderer 
Form erhalten , wenn wir nämlich die primitiven Gleichungen auf die algebraische Form 

u-v = xuv, (U+V)2-2x(ü-Y)+x2 = 

bringen und nachher differentiiren, wodurch man bekommt: 

1 

du _ 1-xu du _ X- (Ü+V) ^ """ Y 

dv— 1-xv' dV— x+(Ü+V)- 1' 

Die Interpretation alsdann unserer vier Differential -Gleichungen sagt uns, dass fttr ffie 

Hyperbel stets ist (Fig. 2.) 

Aa_?Al)y AH_ i--xxcotg. CAB BD_ x--OP 

W — V^BDy ' BT — l--xxcotg. CBA' AD" x+OF' 

wo OF die Anzahl der in .OF enthaltenen Längeneinheiten AO bedeutet , so dass, wenn wir 

unter OF eine Länge verstehen wollten, obige Formel unter der Form t|^= qa~op ^' 

schrieben werden müsste« 

Drücken wir unseren Kegelschnitt in den Coordinaten-Systemen vV und uU aus , so er- 
langen wir respective: 

Wenn also der Coordinate V oder U ein Werth zuerkannt wird , muss man der Coordi- 
nate v oder u zwei blos durch die Zeichen ± verschiedene Werthe zueAennen. Oder wenn 
wir dies geometrisch deuten: 

Von einem beliebigen Puncto H oder I der Axe A'AA" oder B'BB" ziehe man an den Ke- 
gelschnitt zwei Tangenten , welche ihn respective in den Pnncten C und CT berühren , die 
Axe XOX halbirt alsdann den Winkel, welchen die Geraden CB und CB , oder aber denjeni- 
gen, welchen die Geraden CA und CA einschliessen. 

S« 164. Ziehen wir an eine beliebige Ellipse in drei beliebigen ihrer vier Scheitel 
drei Tangenten , und legen wir die Coordinaten-Puncte A und B in die Durchschnitlspuncte 
der zwei einander parallelen Tangenten mit der dritten zu ihnen senkrecht gezogenen Tknr 
gente. Es entsteht alsdann die fänfle, dvrcli die endlichen Gleichungen 
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d. h., DMh Bütwiekeliiiigy dnrdi 

und durch die Differ€»tiaI-61äehiiii||feB 

*■— \/E ^'^—^/'y^* dq_ x-(tt^v) dU 1-^xU 

3?" '^Y* dV~ VVJ • dv — x+(u-Y)* c[?~ r^ii? 



angedeslelflB Lage. Da jedoch die alsdann stattSndenden Eigensehaflen des Kegelachnittee 
ans der so eben yorgenommenen Discnssion der vierten Kegelschnittslage leicht abgeleiM 
werden kdnnen, wollen- wir die Discussion unserer jeteigen Gfjeichnngen nnteriassen. 
So auch wollen wir in Beireff der sechsten, durch die Gleichungen 

^ ^ y — ^ ^1 

/u±v-v=/*» V"Ü~* 

angedeutetenLagebloserw§hnen,dass es diejenige ist, bei welcher die Coordinaten-Axen, wie ))ei 
der ersten Lage, in den Asymptoten des Kegelschnittes und in den zu ihnen senkrecht geso- 
genen Tangenten des Kegelschnittes zu suchen sind. Nur werden allhier nicht eine einzige 
Asymptote und eine einzige zu ihr senkrechte Tangente als Goordinaten-Axen B'BB" und XOX' 
benutzt, sondern es werden eine gewisse Asymptote und die beiden zu ihr senkrechten Tangen- 
ten zu Coordinaten - Axen XOX', A'AA", 6*68^ genommen, wesshalb die Goordinaten -Puncto 
A und B sich allhier in denjenigen Puncten befinden, wo eine beliebige Asymptote des Kegel. 
Schnittes die beiden zu ihr senkrechten Tangenten dieses Kegelschnittes durchschneidetw 

$. 165. Ziehen wir an eine beliebige Ellipse zwei Tangenten^ welche ihrer grossen Aze 
parallel laufen, d. h. welche die Ellipse in zweien ihrer Scheiteln berfihren, ziehen wir 
alsdann durch einen beliebigen der beiden Brennpuncte der Ellipse eine zu genannten beiden 
Tangenten senkrechte Gerade , und nehmen wir die beiden Tangenten zu Goordinaten-Azeii 
A'AA" und KBB" , während die Senkrechte die Axe XOX' sein mag. Es entsteht so die 
siebente Lage, bei welcher der Kegelschnitt durch die Gleichungen 

Ü4-V 

arc. tg. U+arc, tg* V=arc. tg. x, (u-v+*)2= 4ic^y, j— jjy= x, 

*U _ _ ü^+1 äs _ _ 2*^4-(u-v+x) ^ _ _ i+xU 

dV~ V^+l' dv~ 2«'u-(u-v+x)' dV~ 1+xV 
ausgciarfickt wird, und für welche also, wie sich ans der dritten endlichen Gleichnng und aus der er- 
sten Differential-Gleichung ergibt, in Betreff jeder Tangente HGI stets ist ($.74. und S«73., Fig. 9.): 

<APB = 1800-arc. lg. x, (^)'^^' 



Lassen wir alles ungeändert, und ersetzen wir Mos die EDipse durch eine Hyperbel, so 
wie den reeUen Brennpunct durch einen als imaginären Brennpunct zu betrachtenden Punct, so 
erhalten wir die achte Lage. 

9. 166. Legen wfar endlich die beiden Coordinaten^Puncte A und B in tKe beiden reel- 
len Brennpuncte einer beliebigen reellen Ellipse oder Hyperbel, so gewinnen wir die letzte 
unserer nenn Lagen, ffir welche der Kegelschnitt die BigenschafI 

AG ± BC = Constans = 2» 
besitzt und daher nach $• 74. durch die Gleichung 

V5^+l ± V^M^l = «(n+Y) 
ausgedrückt wird, durch welche Gleichung, jenachden »%1 ist, entwedw efaie SHipse oder 
eine Hyperbel ausgedrückt wird. Bringen wir unsere Gleichung auf algebraiiche Form, so 
erhalten iwir die Gleichung Tierten Grades 

[Oi^+v«+8)-K2(u+i3»]* = 4(ua+ !)(▼*+ 1)» 
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wddw jadMk, weU ktelneh isl 

auf MdM Seiten du Glied (ii^-fv^-hS)^ veriiert und dann dnrok den Ptcter Cn^ify iUSIkm 
wird, wodorch sie sich auf eine Gleichung zweiten Grades 

redncirt. Ans dieser GMchnnf nan, sowie ans der primitiven, folgen dieDifoential-Gleichnngan: 

AH _ du (x^-l)v,Kx»4,l)u _ ^y^n^ * _ cos, CBA-x 

IT ~ dv~ ■*"(x2-l)u+(jc^+l)v~ ju _ ~ ■*■ cos. CAB-x' 

$. 167. Betrachten wir jetzt auch die sechs Gleichungen zweiten Grades des Coordina- 
ten-Systemes uv oder UV, durch welche nach $. 156. nicht ein beliebiger Kegelschnitt, son» 
dem nur gewisse specieüe Formen von Kegelschnitten dargestellt werden können, und in wel- 
chen es uns nach |« 158. erlaubt ist, die in ihnen vorlLommende Unbestimmte x in die Ein- 
heit abzuändern. Es sind die durch die vier ersteren dieser sechs Gleichlingen ausgedrückten 
Kegelschnitte je zwei und zwei identisch , so dass diese sechs Gleichungen nur zu folgenden 
Tier verschiedenen Kegelschnitts lagen Veranlassung geben: 

Legen wir den Goordinaten-Punct Bin den Brennpunct einer Parabel und denPunct Oin ihren 
Schdtel,so ergibt sich uns die erste unserer jetzigen vier Lagen, bei welcher durch die Gleichungen 

"■-" = '. "'-»■='. ^r^Z"*' 

eine Parabel ausgedrückt wird. Aus diesen Gleichungen ersieht man, dass jeder Punct G und 
jede Tangente HCGI einer Parabel eine solche Lage haben in Bezug auf den Brennpunct, den 
Scheitel, und die Aze der Parabel, dass stets ist (Fig. 2.): 

(cotg. CAB)«-.Ccotg. GBA)^ = 1, (BI)*-(AH)« = (AB)», OD+06 = o. 

Weil femer die endlichen Gleichungen unserer Parabel die Coordinaten u, v, U, V alle 
vier Mos in der swdten Potenz enthalten, erfordert ein der Coordinate u, v, U, V zuerkann- 
ter Werth respective zwei blos durch die Zeichen + verschiedene Werthe der Coordinaten 
V, n, V, U, was in ihnlicher Weise, wie in §. 162., geometrisch zu deuten ist. 

Drücken wir unsereParabel in den Coordinaten-SystemennU und vV aus, so bekommen wir 
U SS n, V s V, tg. lAB s» cotg. GAB, tg« HBA = cotg. CBA. 

Zieht man also an unsere Parabel in einem bdiebigen Puncto C die Tangente HCl, so ist 
stets der von den Geraden lA und A'AA" eingeschlossene Winkel dem von den Geraden AC 
und XOX' eingeschlossenen, und der von HB und B'BB" eingeschlossene dem von BC und XOX' 
eingeschlossenen gleich. 

Auch bei unserer Parabel hat ein Werth der Coordinate u, v, U, V respective einen 
Werth von U,V,u,v zur Folge, welches in ihnlicher Weise, wie in $. 160., S- 161- »ndS. 162«, 
n deuten ist. 

Weil finmer die DifferentiaUGleichnng unserer Parabel auch unter der Form 

du V j , V V 

,-= + - d. h. — +- = 

dv ^ n ü u 

* geschrieben werd» kana, so haben von den sechs Bedingungen 

▼ V 

- S= O, = -1, =5 +1, u = 0, = +1, == -1 

die drei ersteren die drei lelirteren respective inr Folge «nd nmgekehrt, Hierans eigibt sieh: 
IS, daas die beiden vea Pnncte A ans an die Parabel gelegenen Tangenten die Pmdtel 
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reqieclive in denjenigen beiden Ponden b und b' berübren, in weleben die den .Brennpacl 
durchstreichende Coordinaten-Axe der Parallel hegegu^; zweitens, dass die Asytaptotm der 
Parabd mit dor Aze XOX' paraUel lanfen; drittens, dass die Parabel seihst im Ptaete C mar 
Aze XOX* senkrecht ist 

f. 168. Nehmoi wir nochmals eine Parabel, legen wir aber jetzt die Coordinaten-Poncte 
A nnd B in die beiden Poncte, in welchen die Parabel die durch ihren Brennponct gezogene 
und za ihrer Aze senkrechte Gerade dnrohschneidet. Wir erhalten alsdann die zwdte mise- 
rer vier Lagen, f&r welche die Parabel durch die Gleichungen 

J + l=l, ^ü±/V = l 

dargestellt wird. Diese Gleichungen sind alsdann in ähnlicher Weise auf algebraische Form zu 

bringen, zu dlfferentiiren und geometrisch zu interpretiren , wie wir dieses in $. 163. und 

$. 164. bei der Discussion der vierten , fünften nnd sechsten Kegelschjüttslage Uiaten. Nur 

ist zu bemerken, dass, weil jetzt x = 1, mit der geometrischen Interpretation allhier weiter 

fortgeschritten werden kann, so dass die Differential-Gleichungen 

du_ 1-u dü_ i-(ü-Y) _ X+Y 

dv ~ ~ rrv ' dV ~ "• l+(ü-V) - X^TT 

uns mit folgenden Eigenschaften unserer Parabel bekannt machen : 

AH _ 1- cotg, CAB BD _ OF+OG 

BI ~ 1+ cotg. CBA^ Ä0~ OF-OG' 

S. 169. Es ist bei letzteren beiden Lagen nicht gerade nothwendig, dass wir denPmtct 

B in den Brennpunct iesr Parabel legen , sondern wir können diesen Punct B auch in einen 

unbestimmten PÜict der Aze der Parab*el verlegen. Nur darf alsdann die Unbestimmte x nicht 

mehr =1 gesetzt werden, sondern muss unbestimmt bleiben, so dass die Parabd nun als 

durch die Gleichungen 

respectire dargestellt zu betrachten ist. Diese Verallgemeinerung lisst indessen viele der für 
den Fall » = 1 geftindenen geometrischen Eigenschaften^ (z. B. dass die Entfernung 11' und 
die Winkel CAC nnd CBC von XOX' halbirt werden, dass die an die Parabel in den Puncten 
b und b' gezogenen Tangenten durch A gehen, dass überall in der Parabel stets OD4-OG=iO 
ist, etc.) ungeindert fortbestehen^ so dass die Discussion der Gleichung u^^y^ssx uns 
solche Eigenschaften kennen lehrt, welche einer Parabel in Bezug auf zwei bdiebige in ih- 
rer Aze befindliche und von ihrem Scheitel gleich weit entfernte Puncto zukommen. 

S. 170. Nehmen wir jetzt eine Gerade und einen Kreis, und legen wir in ihre beiden 
Durchschnittspuncte die beiden Coordinaten^Puncte. Es ergibt sich alsdann die dritte unserer 
vier Lagen , bei welcher die Gerade die Rolle der CoordinateiHAze XOX' fibemimmt und der 
Kreis durch die beiden Gleichungen 

arc. tg: u+arc. tg. vssarc. tg. x, (ü— V+«)* = 4««üV 
dargestellt wird ; die entere deraelben sagt uns , dass in jedem Punctr des Kreises der Win- 
kel AGB stets den constanten Werth 180<^ — arc. tg. x besitzt Legen wir dagegen die Coor- 
dinaten^Puncte in die beiden Durchschnittspuncte einer gleichseitigen Hyperbel mit einem bdie- 
bigen ihrer Diameter, so erhalten wir die vierte Lage, bei welcher die Hyperbel durch die Gleichungoi 

arc. tg. u- arc. tg. vsarc. tg. », (ü-V-«3'+4(l-x2)ü¥ = o 

dargestellt wird. 

Auch hier ist es uns erlaubt, ohne der Allgemeinheit des Kreises und der Hyperbel einigermas- 

aen zu sdiaden, der Unbestimaten » einen bestimmten Werth beiaul^ett, z.B. sie beimKreiseesl, 

bei der Hyperbel =0Dzn setzen. Nur wird alsdann die Lage desKrmaesnndderUyperiielinBemqf 



Mf die Co4»rdiiitleB-Pan6te iiiher bestfaDinl and zwar so, du» die Asytaptolen der Hyperbel 
nil der Axe XOX' eiMn Wmlid von ±46« duddieMeii, AerKrei» dagegea dmli dieAxe XOX: 
in xwel Theile getheüt wird, weldie respective einoi einxigm QaadranteD und drei Qnadran- 
IM des Kreteet »UiaUen. 

f. 171. In älinlicher Weise nun, wie wir die eilf ffleichiingen von $. 163. fii den Sj^ 
etemen ur und UV discntirt haben, Icdnnten wir diese aucli in d&k Systemen xy und XT inter- 
freliren, was niis gewisse Bigenschaiten de|S Kreises^ der Parabel und der gleichseifigen By-« 
perbel kennen leliren wflrde. Diese Discossion wollen wir jedoch unlerlai»en, da die meisten 
der also rieh ergebenden Sitze uns Uos bekannte Eigenschaften dieser drei'Canren in bekann- 
ter Weise finden lassen wflrde. Wir könnten anch statt der Gleichnngen von $. 153«, welche 
ans der allgemeinen Gleidnmg zweiten Grades entstanden , dlidarch dass wir ihre Goefflcien- 
ten vier Bedingobgen imlerwarliBn , die aDgemeinttren Gleichnngen von f. 150. oder g. 151. 
dlsenliren, in welchen die Coeflidenlen blos zwei oder drei Bedingmigen onterworfen sind. 
IHr wfirden anf diese Art, wenn wir z. B. die Gleichnngen von $. 151. benfitzten, einen 
Kegelschnitt, dessen grosse nnd kleine Axe mit den Cojordinaten-Axen XOX' nnd YOr res- 
pective coinddirten , mitteist gleichzeitiger Benntznng unserer vier Coordinaten - Systeme in 
vierfacher Weise discntiren nnd wArden also vier verschiedene, mit einander correspondirende 
Eigenschaften bekommen, welche einem solchen Kegelschnitte in Bezog anf sein Centnim oder 
in Bezug auf seme grosse oder kleine Axe zukommen. 

Auch diese Discusrion jedoch wollen wir unterlassen und blos bemerken, dass die Glei- 
chung (X-*H)^+(T— J)^ sss 1 nadi g. 160. einen Kegelschnitt ausdrückt, von dessen beiden 

Brennpuncten einer rieh im Puncto befindet, wahrend die Gleichung Z^+T^s -* nach g. 134. 

mit dem Kreise z^+y^ &= « identisch ist So kAnnen wir also alle Kgeascliaften , welche 
einem Kreise respective in Bezug auf einen beliebig liqfenden Punct, oder aber insbesondere 
in Bezug auf sein Centnun zukomen, mittelst Discusrion der Gleichungen 

(x^h)»+(y-i)»= 1, (X-H)»+(T-J)« =s 1, x»+y» = k^ X^+Y» = j 

in andere Eigenschaften umsetzen , welche respecUve einem Kegelschnitte in Bezug auf ei- 
nen .seiner Brennpuncte, oder aber einem zweiten Kreise in Bezug auf sein Centrum zu- 
kommen. Unter diesen Eigenschaften sind wohl diejiettigen am Leichtesten zn fibwtragen, 
welche sich auf die Grtesen beliebiger Winkel beziehen, weil nach g. 36. die Tier von ir- 
gend zwei Geraden eingeschlossenen Winkel beim Uebergange von XT zn xy, oder von xy zu 
XT entweder in deiyenigen Winkel, unler welchem vom Puncto aus die zwei analogen 
Puncto gesehen werden, oder aber in den Supplement-Winkel dieses Winkeb übergehen , sa 
dass man z. B. mit Poncelet (Traiti des propri^Us projeclives. pag. S67.) und 
PlAcker (Analytische Entwickelungen. VoL IL pag. 275.) aus^ dem bdiannten' Satze } 

„Alle Peripherie-Winkel, weicke den nimiichen Bogen des nfimKchen Kreises' undhssen, 
rind einander gleich^ 
folgende beiden Sätze ableiten kann : i 

Das von zwei beliebigen Tangenten eines Kegelschnittes oder eines Kreises interceptirte 
Segment einer dritten Tangente des nimiichen Kegelsobniltes edier Kreises wird respective^ 
▼om Brennpuncte des Kegelschnittes oder vom Gentnun des Kreises unter einem Winkd gese- 
hen,, dessen Grdsse constant bleibt , weon auch diese dritte Tangente rieh auf dem Kegel- 
schnitte oder Kreise fortbewegt. 
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«Ufi Enker AhtAfcHf Die 4 Cooi iliaKwi^lyWta« tf, XY, w, UV. 



XI. VcBwaiJituhBil^a swtMhe» mwd Cüwprett. 



* • 



S. 172. Wir habeo bisher immer jedesmal nur eine einzige Kette fiCSf ) ss d bttaTMliM* 
adlfw wir jetal dior swf»L beliebigB Ketten 

wmmmfii, Dnrcb ^in solches Sfrtea «weler Ketten nnn wird das Sfsteü . der redle» #dar 
Imaginären Elemente 

£«A i^ß', \^r. ,e,. 

^s/, n^fy 9«y» 

i^gen^gt^. wekhe beiden Ketten gemeinsohnftlioh sind. Und swar ist di» Aniahi dieser fdi» 
■MJnsehaWichen Elemente bekanntlich im AUgemeinenCm xn)^nNMi ydf^ea» nnd ^Qgiiysi^ fftsp»» 
etfare algebraische Gleirhnngrn m*- nndn^ Gndes hede«len. Mar können diese Cm >(n)Etemente 
bisweilen anf weniger als(mxn) SIeaMntosich schcinhar rednciren^ wenn ei nninr ihnen einigt 

giU^ welche mit einander coincidlren, oder welche die specieüe Form ^ ' oder ^ * oder 

9 SS3 CO i|^ y 

6 — Pf ^^^ besitzen. 

Es werden also durch die Gleichnngen 

'•^'S""''' oder «^r?^3«o, ^j,, »^W-o. ^j,, *-^!S "* "^ 

die Cmxn) reellen oder imaginären Pnncte angezeigt, in welchen sich die Cnnren 9a(zy)=:o 
mid ^B (x])'= 0, oder aber diejenigen (mxn) Piincte, in welchen sich respectiTe die bei- 
dmi Cnnren iigend eines andcnn Fnans duehschneiden. Dagegen stdtt. das Sfitem der boin 
den Gleichnngen 

yB(jT)=0 9.(UY)=3 9b(ÜY)=:0 9b(XI)s=:0 

die (mxn) den Cnrren 9m (XT) tso nnd 9. (XT) = o, oder aber ffie mxn den Corrmi 
9«(UV> SS o nnd 9'. (UV> sc etc. gemeinschaMidien ^ reellen oder isaaginiren Tangen- 
ten der« 

S* 173. Hat nun nnn zwei in nnseren vier Coordinaten- Systemen respeotive dmeli 
die Ansdrache 

fCzi)«e^ WiXKi^^ ffjaO:m% JtUY) s o^ 

nngedenteten. Cnrmi, an werden die diesen heidan Cnrven gnmeinschaOliehen Slementn 



n — bt X —" b' X "^^ h** 

*/ . ,* .7 ete. mit den den nimlichen Onrven gemeinschaftlichen Elementen 



-, ~ ^ ^ .* * u etc. identisch sein, d.h. es werden dIeGrOssen b, c, V, c, b", c^, etc. 
■» A y, /»'t y, /»^» r\ etc. so yerimnden sein, dass /» = i±L, y =- Izll, ff ^^J' 



etc. nnd dass daher nach g. 11. dnrck bodeAitan ?nn Bleaienten die nimliehai Pnrchschnittn-' 

fnncte angedentet werden. Ebenso werden anck die den beiden Cnrven gcmeinsckaHlirhen 

X ^ B X — ' B* 
Elementtr-Tangenten ^' t — C'^ ^' ^^ '^ ^^'^ gemeinschaftüchen Tangenten 

D ^s, B ü ""• B 

Y fl Y c ^^ respecti?e coinddiren. Dagegen werden diejenigen Elemente der Cnrren^ 



iU denen ^ ^^ etc. im All^emeinett keineswegs denen gleicbsein, in welcKen „ "^ 

V /%* ete. , d. h. es werden diejenigen Pnncte ^ wo die erstere unserer beiden CorveB 

X — B X SS B' 

die Tangente y ^ J ^der y _. ^' eto. benttf, gewisse von den Ptocten x es k, 7 = e, 

eie. im Al|g[emeinen yerseliledene Pueletz s d, y:^ e^ etc. sein« Denn es wferden sonst 
die Doppdpnncte der Cnrve 

f(xy) X r(xy) = .F(XT) x F(XY) = o 
mit denPoncten, in denen sie Doppd-Tangenten besitzt, coincidiren mfissen, welcbe Goincisiaii 
M einer beliebigen Corre im Allgemeinen keinesweges stattfindet, wie wir z. B» an den i^ 
Fi|^ 13— -I64 gcMidHMllen CtamM. erkenne. 

In dem speciellei Falle indessen, dass unsere Cnnren fcxy)=::70 nnd f(zy) = soicbe 
Wftren, welche einander 'in einem oder inm>l Poncten berfBirten, würden eine oder m der 
&össen b, V, b", ete. mit einer oder mit m von den GrSssen d, d\ dT', etc. zusammenfallen ; es wflrde 
diesaibsr zur Folge haben, dass zugleich eine oder m von den Grössen b, b', b" etc. mit einer 
oder m nnderen von diesen nimlioheii Grössen b^ b', b", ein. eetttcidntatt, wikreM zngleich 
«ine oder n von den Grossen d, d', d", etc. mit einander ccnnoidken mfissten. Nekmen wW 
s. B. an, dass unsere Curven zwei einander in zwei Fanden b^tbrende Kegelschnitte wiren^ 
ao wArden die vierDurchschnittqinnete dieser Kegelschnitte je zwei und zwei znsammenfallen, 
so dass b :9 b' und b" :a b'"; ani^eieh aber wArden iit vi«r diesen Kegelachnitten geniei»» 
snhafllichen Tangenten Je zwei nnd zwei znsammenfaBen , so dass B s» B' und B" es IT 
und didier anch d=sd' nnd d" sss d"'; ansserden würde man alio haben b snd nnd V ssdT^ 
•0 4iass die achl Grössen b, V, b", b^ d, d; d", d" sich anf «wei redneiMen. 

%. 174. Es ist ab» wohl m beMbteUt daas iwnr das ZniairiHWWidfnknn der wmk Kellen 

4af S|sleai der Cnxa^ Blemmtn 

$«Ä |c«/r. 8«/r, ^^ 

n^Yf ^«y» ^«r* 

hmientetj keuMswiyes aber nmgekehrt das Sfstem dieser Caixn) Skmenle durch das flfsleni 
dar nwei bestimHaen Ketten f a<S9) s= o und f '• ({f) n • angadtnlat wird, aondem uns« 
sardem noch durch irgend ein Ss»lam zweier haliiliiiter anderer Kellen ^''CSv) es n nad 
9'^iJUi «=» o> weide die nhnlwhf« <mxn) Btonatn» weiter aber hetoe nndersn gemdn*. 



schafflidh haben. Setzen wfar z. B. mssnsssi, so wird alsdann der Punct "* ^^ nicht nur 

T »r 



dnieb das System 4a beiden binllmmti n Geraden n; um /? und 7 mz r nngedeulet , sendem 
•barhaupt duroh ein System awei« dawh diesen Fund hi beliebiger Bichtnng 
Gnratei, so dass di«m Panel durch einw beüeNp« der fcigenien daei Ansdrteha 
deutet wird 

x-, = cc-,, .-i±.'=c(,-l=£>.-I±*=r(,-'-r«). 

in denen C nnd C unbestinunte Coastanten bedenjen. In ähnlicher WmaeiaUifend eine 

Gerade j^^ »icht nur als die Yereinigungs-Gerade oder gemeinschaftliche Tangente d« 

beiden bestimmtenPuncte Xs/} nnd Ysm> in betsafifelett, in weidnr 4ie ^penanteGeipde 



IIB Bntar 



I»ie4 



xf, Xtf ur, UV. 



XOr wd TOT 

«■ vid Rr sidi tm dea Podea X=s/f mti 1 =s f wtfciB gi f, wd ci wird 

kflfiiMMB der f^HBdM 



z-ii = G(T-r>. i-ir=C(i-r). o-1^=c(t-1^). 



««kte die Jtniiagn^-Gead» swder bdi^fcr tmOt der Gcndca y s ^ 



S. 175. BahMUM wir jetet ■nriih d» Ojili« mmkr IflnMfw ■<— i y<^> aa» 
•Mi f (^ s o, I. B. daqeuge der Eettw f(Sf) = o »id f(|, ^^^f'^y'CS«)»», 

•der ■■ Bod BilMr a apedalisiRa, dsqeaige der KeHea S* =s pf aad / s- T ^ m - L ,£■ 

«d^O s o, rc|^9) =s • ■ig ffcTHt Yaw d lKfcrf i mI m I i i «, »d nnr !■ Fdfe 

di» JtrmmHadkdt IT — 1, n' = 1- 
., — > ia S- 172. geaeigt warde, dMgjeHai der leidea leltea 9t.(£y)sa 

♦'. ßf > « • ■» Ä «Mg« Sf*« vaa Caxa) 
alt dieaeCaixa), derf aas htiaaeane ■■§ 

»C^> = • lad fCSiO = • 
SCSiSl'} := •, fO^rO = • «agede*! ward^ Deaa 

cha«ea t(^ r= • aad ^GTO s t ßf ) = • ' ■» de« CMB fc i g el der 
d. L ■» dea swei nrirl i gM t^O— « «^ fÖ^O« • 



die 



l.f 



rg^rO— g, r(^0 = ro di> fcel dea Crf « f lüd r , «der 

• de« dieMT Aaidraek die ireefal» Pena 9(Sti=^% F(w">=» 
Bs lil dfeees jedoch aecM sa 



^ f , ( r «fcgeie ite l e r 




r aad r, giekfc • 



f(Si) «= • 



Icitea 9(St) s • aad ^ßf > = • 




1T=1. 



L 



XI. Ye n t attdud M A e tt swisehen iwei Cmeum ' WtB 

Affinität, bei welcher x uog^ndert bleibt, und iwtr dnrcb die Affinitftt yi = x^f=:ILpf 

verbapdeiiBa bttracbten oder aber dnreh die AflUlll i^sapz» T'B=7f oder eodlieh durch irgend 

eine der unendlich vielen, in dem unbestimmten Ansdrucke x'dsCx, f =i r* j >< 7 enthdteneii 

Afliaillten. Degegen isl ee um nicht erinM, die zwisdien dieeen beiden Piirabeln sttUlfai^ 
dende Verwendtschaft ab x'> ^ tf^\ f^ =s j^ wa betrachten , da bei letiterer Yerwandt» 
Schaft jede der beiden Parabeln x^sspy und x^+py=somit jeder der beiden Pahdiehi px^ssy 
md px*+y SS o Terwandt sein würde. 

g. 176. Während also der zwischen zwei bestimmten Ketten ^d^^ = o und 9'(S^) «=0 
bestehende Znsammenhang dem Obigen zufolge keineswegs eine bestimmte Verwandtschaft 
t^Si^ff) Ks 0, fCSiTS^V) as o, sondern efaie ganze Gruppe von Yerwandlsdiaften ausdrAckt, 
isl umgekdirt irgend efaio bestimmte Verwandtschaft HtiS^'y ^^ <>9 ^GSajS'V) aa o, wenn sie 
an und Ar sich betrachtet wird, eine solche, bei der eine ganze CIrappe von Ketten 

9(l7) = o, 9''ßj;) =5 0, 9*^0^) = 0» «te. 

mit einer Gruppe analoger Ketten 

f ($17) =5 0, 9'^(Si) = 0, yVC&r) = 0» «*c. 

lespeeHve verwandt ist Es hat nun eine solche an und für sich betrachtete Verwandtschaft keinem 

anderen Ausdruck, als denjenigen der beiden gegebenen Gleichungen fr^^ ZI o selbst 

oder zweier aus diesen beiden Gleichungen abgeleiteten Gleichungen, z.B. frg^ '^!l]f #j^' j^^ 
Und es darf dieser Ausdruck jetzt nicht mehr , wie in $• 175., durch Combination mit den 



Gleichmigen »e,)=o und vOn^^o auf •»i« Form JT^g^ Jj " ^' oder ^^^^l'S^ 

braoht werden, da die Verwandiidiaft jetzt zu den fllekhiingen ^(Sf ) aa o und y'(|j|f)aa« 
in keiner näheren Beziehung steht, als zu irgend zwei anderen Gleichungen 7"<&7> ^^ o s^ 

fTOßi} xa: o. 

f. 177. .Ndunen wir nun eine gewisse, im Systeme xy ausgediielrte Verwandts<Aaft 
f(xyz y') SS 0, f (xpc'y') = o, und drücken wir diese auch in den drei flbrigen Coofdinati»^^ 
{Systemen aus, und zi^ar erstens im Systeme uv, so bekommen wir unmittelbar den verlang- 
ten Ausdruck /([uvuV)=o, ^(uvuV)=:o, wenn wir die gegebenen Gieicho^gen f(xyzY)=sO» 
tixjxjy = mittelst der Formeln von $.11. transformiren. So erhalten wir z. B. die Ver- 
wandtschaft xz'ssl, yy'sl im Systeme uv durch die Gleichungen uv'+n'vaiao, (u+vXu'+V)^ 
ausgedrflckti 

Wenn wir dagegen die Verwandtschaft f(xyxY)s:o, f'(XYxfy)aso nicht an ndftraisli 
betrachten, sondern nur in Bezog auf zwei mittelst dieser Verwandtschaft einander verwandte 
Gurven 9(xy) = o luid ^'(zy) = o , so fUirt diese Uebertragung in das System uv uns zu 
keinem bestimmten Ausdrucke. Denn da wir alsdann eigentlich den zwischen den Gurren 
9(xy) = o und ^'(xy) = o stattfindenden Zusammenhang betrachten, welcher nach $• 175. 
unbestimmt ist und irgend eine der unendHch vielen residtirenden Verwandtschafton r(z]fx^y^)aaai 
f^OEfkY) =s o darstellt, so erhalten wir flir den dieser Ver¥randtsehaR im Systeme mv wm^ 
kommenden Ausdruck nicht gerade das System der beiden Gleichungen fCuvu'V)s=o, f (uvuV)aaoi 
sondern Oberhaupt dasjenige irgend zweier anderer CHeichnngen r(^iraV)ss;o,f''(uvuV)aaOi 
welche man aus den beiden vorigen und aus den GMchongen der Corven 9(xy) s ¥<^)==^ 
und 9'(xy) ^ V^'fnv} a= o ableiten kann, so daas es uns nach erlaubt ist^ die Grössen v uad 
V oder u und u mttlelsl ^ und fr' zu eliminiren und also die Verwandlackaft unter der Form 



OMD Bnter HhtiliBill 9it A CnMHküM Sj^iHwin «y, lY^ uf ^ UV. 



f^(taiO=03 F"(vt')=o daniistdien. Wam wir s. B. die VerwmdiBeiMft 30; ss= 1, yy^s 1 
aidht an and für sich betrachten, sondern als zwischen der Gerade az+by+l =3 Q und iwt- 
iMhfn der ttypedMl hx^§rj.^i^its^ iMMiiidcai, /se «dasi iie <äch n der jfBMin finw* 4er 
Tenchiedenen, Mischen ^diesen beiden Corven bestehenden Yerwandtschaften ansdehnt, so wird 
'sie beim Uebergli%e in das System nr nicht nnr durch die deichongen nr +n'v s=s o^ 
^4a4H«Kv'4-V) sfc3 «, ieder ^mdi JifHid :iw«i uäam UoMs .nbrabüiftde fileifhmfgni n. Sb 

¥ = ■ ^ ^ :^' =ss ■ ^^ dargestellt, sondern auch durch co viele andere aus dem blos- 

SOI Systeme der l>eiden yorigen Gleichungen nicht ahülüilendd ^flUiiihaBUfii^ liJB. dnaoh im 

System der beiden Gleicliuiigen - + -7 s= o und — + r^ = o. 

S* ^7& DtihifaflB unr/zweitens niM geimsev in Byahia xy ansgedsMla Iterwandtociafl 
ddKjBTf') a o, f'(^yD JBs« aiHA im Bf^mmJa Ms^ m fcohimiw mk .m itl elst 4er V«- 
meln von f. I. rin %plHn minmer üleicfcui^Q, ladohe im JUigenieiMn OSfferenlidHaii» 
chungen 

fQx, t, r, r, jj, jj') = 0, F^x, t, x, t, ^^ , j^) = o 

riai. Es dal ■» uMami :im «eAndil« dm* yynseiHge VethMu« haUer flTiaiimi^f 
d«i einen 4er beiden DifferentiaM^notienten , so wie auch zwei der vier Grössen X, T, X, T 
ra elimininB^ .midiaJso das System der eihältenen Gleichungen T( )^0| FC )s=a durch 
mm Sfmmk mmAernm 4em vorigen Systeme abgdeiteter Gleichungen 

sn epühwi, Bei zweite PiBnrential Qootienl Imnn aber im Allgemeinen niclil zngleicii ver- 
schwinden., m ijhss die gefrime Terwandtscliaft f(zyxY) = 0, fCxyxY) s=s o , so lange 
dn «und Br sich^traehtel wird, taiSyalBmeXT ImAUgrariian sieht 4«rii «mdlMlieaii. 
MnngflB dmqgeatdt wmt4en kann. 

Wenn ee dagegen nidit die Verwandtschaft f(xp^Y) == 0, tXxpij") s=s o mtimk U^ 
«elohe in 4ns Syi t un XT ibefftragen wier4an soll« iendem blas die iwieakett swei 

r<-»J-**- oder !:<S?""' •«»« fi = '"^>* 

besldieiide Tuwandlsdiaft fCxjx'y') s o, f (zj^f) s o, m iat cf «as cfiwdit, das lidi 
0frtan VOB INSareatid-CaeidMiifW 

4T 4T 

unbination mit ^ = j^^'CX) nnd ^^ s /(^ ««tf ^ System endlicher C 

/(XIXT) am 0» rcXIXT) tm^m ie4Mir«n. Wir erhallen anf diese Wi 
I gegehene YenrandtsAalt, wei aie in Bemig anf awei bi iiiimmhi Cnrven f(Bf|cmn 
Bf^^e gedaeht wnr4e, taiS|steme XT durch endüche Cieichmigen mayidfttiihf, km^ 
tgB je4och 4nreh ein einzig«» hssthnmlmi System endlicher GWchnngen, jendera 4Mah 
belkbiges der nnendlieh viehn SfSleme von Gleichnngen 

f tf Tx-r) « ^, raiJT) ^ o, f^omcry « o, . 



iwfei Qmmm . llt 

««Mh» «• gügiwätlg^ itiMHMtiHi des OtfihMgtft-ffMiM /|[XTXr)s90| TCXTIT) c^ # 
mit deaiGl«MBliiiiyeii-Paarev<X3r)=o, ^/(XY}=iO uns liefert Unter diesen nnendlich Tielei^ 
i^yiteniM von Skichmigen wird sich tSso im Allgemeinen «uoh ein gewisses System beSndeil, 
dessen Oeidrangen von swei der vier CrSsseii X, T, X*, T befreit worden sind und daher 
die specielle Form jT'cXX') sn o, F'^cTT) = o bekommen haben. 

Wenn snütsfc das emmapmrr dtsaa» fs (p a n ssi ,ii ge BeaiehMC «■«< ab den Aimdiiefc 
4er n tberlnrgfaidea TeranandlKhaft f(xyiY> » »9 <P^(^7^) »» o» heknahlat^ etoanderai 
isl^ m B. dflsfenige des Gntven ip^Cajysaa O' nid ^tOof) seo« sm hat man, nm die aiml i eheü 
iwei CDeichnngen fivp^f^ = o , tixptfy = o in die Sprache des Systemes XT an Aber- 
setaen, die Wahl swischen einer andere&CIasse von nnendlich viden Paaren von Gleichungen 
ACXTXT) = 0, rCXTXT) :^ o, /L'^CXTXT) = o, 

A'(XixT) = o, A"önrxT)=ro, /;nxTXT)=:o, 

wdehe man bekommt dnrch die CMohangam. 

f(xt, rr, ^, S) = o, r (XI, rr, g, ^) =. o, 

mit den Diffeeential-Gleichnngen iwt v^i(XT) == o , V^|'(XT) = o nnd diese weiter mit den 

V^i(XT) s= 0, V^t'CXT) =s selbst zu combiniren. 
Ifehmen whr an, am die Stehe dnrch ein Bebpiel zn erlintai% daaa die in übeskragendi 
Yerwandtadmll» yAe in f. 177.9 ^ Verwandlsehaft zz ass 1, yy" ss 1 nsi, so bekoounen wir^ 
wtmt wir die gegebenen Olcfehnngen xz ss 1, j^ =s 1 nncii f.'7. Inmatenuien^ dneA ani 
iwei DUferential-Gleichvngen 



bestehenden Ausdruck^ welchen wir sieht an! endMehe Beim briagnn kinnte^. so^ iug» die 
iwei Corven, zwischen denen die Verwandtschaft bestehen soll, nnbesümmt bleiben, d. h. Wk 
lange wir dieYe^wandlschaftan und filr sich betrachten. Wenn dagegen die gegebene Verwandt» 
sdiaft diefenfge ist, wdehe die Glefehnngen zz' a= I und yy' as 1 awisd^n nwsi hnntimmiat 
Cnrven darstellen, s. B. zwischen den beiden im Systeme XT dnrch die Gleichmmmi> 

öjc-,).,-oT-i). = cxY+1. (jx -«iHc)- (wi^mziy =cXY+(?!^y 

d a r gest eBten Cnrven, d. h, zwieehen zwei gleiehseüigen Hypmrbein, deren Asymptoten mll 
den Geevdloaten-Azen XOX nnd TOT paralld Innfen, so bekommen wuv wenn wir letztaM 

dY 

beiden Gleichungen differenziren und den erhaltenen Werth des Differential-Qaotienten ^ ift 

die GHddiangen 



(X-Tgj- -(t-xS)' 



re Vcfwandtschnft »ndi im Systeme XT dnrch endlieho Gtekhonge« ans^ir* 
d elcK . Babel eihilt man aber nieht ein einnigee hceiimmtne Paar von «eiehnngen, sondesi» 
dm «MBdlish vieisn Gleidimigen-Paaren, weiche bei beliebiger Beattounnng iler Unhfl^ 
C ans dem nnbesttaunten Ansdmeke 

ttX T 



X = r7:rr^ 25 ^ , T = 



(^^)+(hT-jX)+C(hX-jT) ' (^^)+(ht-jX)+C(1iX.jT) 



15» Bnter AbMkiiitt. Die 4 CoOTtewteiHfijiliMu rj; XV; ut, UV. 

icrrorfelieii^ kann man ein beBekigesPMur taiwiUeD» Dmkea wir im d agf die BiaMie 
Terwandtochafl. s^' =? 1, yy'=sl als zwischen den Cnnren aX+bT=l ondf -K44 r ir==l, 

d. h. zwischen den Puncten z=a, y=:b und x=- , y s=ig stattfindend, so ist das in das 

S^m XT m Oebe itiagen de der iwischen diesen beiden Fanden statdlndende ZManunen- 
hang, d.h. eine andere dasse Ton Yerwandtschaften ab im vorigen FaUe^ wesshalb aan tmA 
heim Uebergang snm Systeme XY iigepd eino beliebige der TevschiMenen Verwandtschnften 

TT ^— aST Y* _~!i"^ 

* -Ä. — n A, A =3 o^^ 9 

oder ^^^ __ etc. 

Y — b«T r — j^^t" 

bekommt, welche sowohl von einander als Ton den AnsdrAcken 

(^^)+(hTr-jX) + C(hX«jT)' (^5t:^)+ChT-jX) + C(hX-jY) 

der Torigen dasse Terschieden sind. Und swar können wir ims von der Nothwendigknt 
dieser Yerschiedenheil nfiher tbeneugea durch die Betrachtung , dass der iwischen diesen 
heiden Foncten stattfindende Zosammenhang im Systeme zy dnrch gewisse Paare von Glciidmegen 

\ od«r ^ etc. 

«WfeMckt wM, wdche towobl Ton euMuider als tm Htm Aosdnche 

der den gegenseitigen Znsamntenhang der beiden Hyperbeln im Systeaie xy andeutet, ver- 
adiieden sind. 

S« 179. Durch Yergleichung nun des in $. 177. Ausgesagten mit dem in g. 178. Ter- 
Kandelten lässt sich weiter folgern, in welcher Weise die gegebene Verwandtschaft f(zyxy)G=so, 
f (zyx'y) 8=s o auch im Systeme UV ausiudrftcken ist , so wie AberiiaJBpt , ui welcher Weise 
eine gewisse in irgend einem der vier Coordinaten - Systeme zy, XY, nv, UV ansgedrfickte 
Verwandtschaft auch in den drei übrigen Systemen auszudrQcken ist. Da dieses jedodi blos 
Wiederholungen der vorigen Argumentationen geben wfirde , wollen wir uns hiermit nidit 
ling» beschäftigen, sondern uns lieber folgende Frage stellen: 

^ sei eine gewisse Verwandtschaft gegeben, so wie auch eine primitive Gurre. Wel- 
ches ist die Gurre, die der primitiven gemäss der gegebaien Verwandtschaft analog ist?« 

So lange die primitive Curve in dem nfimlichen Coordinaten-Systeme ausgedrikckt ist, in welchem 
euch die Verwandtschaft gegeben ist, ist, wenn man sich §berdiess damit begnigt, aush die gcgnchte 
€urve in dem ntalich» Coordinaten-Systeme ausgedrecki n erhalten, die Sache gans leicht;» 
Wenn aber die Verwandtschaft s. B. im Systeme zy gegeben ist, wihrend dagegen die ge- 
gebene primitive Curve so wie die gesuchte analoge im Coordinaten «Spteme uv ausgediockl. 
sein sollen, so wird die Sache etwas complicirter. Es gibt alsdann iwei verscliiedene Wege, 
um nur Beantwortung der Frage zu gelangen ; sie sind folgende : 

1) Man ersetzt die gegebene Gleichung ^fQäY) as o der primitiven Curve mittelst der 
Formeln von $.11. durch diejenige^ Gleichung yCzy) = 0, welche die primitive Curve im 
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fijiflmur zf ansdfickl; tms letaterer Glddmng leite naH alsdann uiltlekl der gegebenen 
Vorwandtekshafts-Gleichuigen f(xyj^y) = o, f'(zp:Y} =s o die die gesachte Cnrve im Sy- 
steme xy aosdrflckende Gleichung 9 (zy) c=s ab , welche man endlich mittelst der Formeln 
Ton g. 11. in den Ansdrack v^'Cuv) = o der nimlichen Cnrve transfonnirt ; 

3) Man drücke die gegebene Verwandtschaft f(zyx'y ) =: 0, fcxyx'y') = nach g. 177. 
im Systeme nv ans durch die Gleichungen /^uvnV) = o , fXuniw'^ = , mittelst welcher 
man alsdann die gegebene Gleichung der gegebenen Cunre y/iüv^ =: unmittelbar in den 
gesuchten Ausdradt der gesachten Curve v^'(ut) = abftndert. 

g. 180. Nehm«i wir sweitens an, es sei diejenige Curve V^'CXY) = su finden, wel^ 
che der primitiven Curve tp(XYy = nach der im Systeme xy ausgedröckten Verwandt- 
schaft f(zyxY) S3 0, fcxyx'y') = analog ist. Wir können uns alsdann erstens der Me- 
fhode Nro. 1. von $. 179. bedienen : Wir können nämlich die gegebene Gleichung V'(XT)=o 
der primitiven Curve mittelst der Formeln von §. 7. durch dne die nSmIiche Curve im Sy- 
steme xy ausdrQckende Gleichung ^Cxy) s= ersetzen, liieraus mittelst der g^ebeneu Ver- 
wandtschafts-Gleichungen f(xyxY) = 0, fcxyx'y) = den Ausdruck ^C^Y) ^ 7'(xy) = 
der gesuchten Curve ableiten und diesen endlich mittelst der Formeln von $. 7. in den ge- 
suchten Ausdruck V^'cXT) ^ der nämlichen Curve transformiren. 

Erlfiutem wir das Gesagte durch ein Beispiel. Die primitive Curve sei durch die 
Gleichung 

ChX-rl)^+dY-l)^-cXT = 1 
ausgedrückt, d. h. sie sei eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten mit den Coordina- 
ten-Axen XOX* und TOT parallel laufen, und die Verwandtschaft sei die schon mehrmals be- 
trachtete xx^ = 1, jf ss: 1. Man entwickele nun die gegebene Gleichung der primitiven 
Curve und flbertrage die sich ergebende Gleichung 

h2X2+j2T»-cXT-2hX-2jT+l = o, 
mittelst der Formeln von g. 135. in die Sprache des Systemes xy. Wir bekommen also, wenn 
wir den Factor 2)y+c fortlassen, die primitive Curve im Systeme xy ausgedrückt durch 

. , 2hj-c 
xy-jx-.hy+-^^ = o, 

woraus vrir aut Berücksichtigung der gegebenen Verwandtschafts-Gleichungen x =-, y=- 



erkennen, dass die analoge Curve im nämlichen Systeme durch 

«^-«xv hx i.1,-« 
— *5 — xy-hx-jy+1 = 

ausgedrückt werden muss. Aus dieser letiteren Gleichung bekommen wir durch nochmalige 
Benutzung der Formeln von g. 135. die Gleichung 

fX^+h«T^.cXT-:^C8lij-c)X- ^C2hj-C)T+(?^J = 0, 
oder, nach Bntwickelung, die CDeichung 

welche die gesuchte, die analoge Curve im Systeme XT ausdrückende Gleichung ist. 

$• 181. Man sieht, dass bei der Methode von g. 180. zweimal hinter einander vom 
Systeme xy oder XT zum Systeme XT oder xy übergegangen werden muss, und dass also, 
den q^dellen Fall aasgenommen, inwdchem die primitive Curve, wie in unserem Beispiele, 
ein Kggelschnitt ist, so dass wir zu diesem Uebergange von xy oder XT zu XT oder xy uns 
nicht der Formeln von g. 7. zu bedienen brauchen, sondern diejenigen von g. 135. benutzen 

20 
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kdOB^, zweimal integfrirt werden miu» und zwar ao , dasa man jedeaoMd nadi f. & ttaa 
singfoldre Integral nehmen muas. Diese zwei Integrationen reduciren sich anf eine ülmlgi, 
wenn wir die Methode Uro. 2. von $. 179. anwenden. 

Man drücke nftmlich die gegebene Verwandtschaft f(xyxY) ss o, f(xyacY) =^ ^ ntNdi 
$• 178. am Systeme XT aus, eliminire aas den sich ergebenden Gleichungen 

F(x,Y,X',r,j^, j5j)=o, F'|x,T,X,r,^, jj^j= 0, 

einen der zwei Differential- Quotienten, und bringe dadurch den Ausdiuek der f ^g thcttc n 
Verwandtschaft auf die Form : 

x=.(xTg). r=.(x»«). 

Wir erlangen alsdann aus 4er gegebenen Gleichung der primitiven Gorve V(XT} sa • 
unmittelbar die Differential-Gleichung 

der analogen Curve ; aus ihr erhalt man man die analoge Curve V/'(XY) = o selber , wenQ 

man die Differential-Gleicbang '' ( ^^ Jy ) ^== ^ inlegirirt und das singulare Integral ntettiL 

Erläutern wir auch diese Methode durch ein Beispiel : Die Verwandtschaft sei also wie^ 
derum xz' = 1, yy' = 1 und die primitive Curve sei wiederum eine gleichseitige Hyperbel, 
deren Asymptoten mit XOX' und YOT parallel laufen , diese Hyperbel durchstreiche aber jetzt 
ausserdem den Coordinaten-Punct und ihre Gleichung ^XY) =: o besitze also die einfa--^ 

chere Form : 

^/EX+^ = 1. 
Die Differential-Gleichung der analogen Curve ist alsdann 




und besitzt daher die Form 

«. Tax "*" Y z^ — ^' 

so dass ihr allgemeines Integral 

^X+^h == C(/Y+/j) , 

die verschiedenen Hyperbeln darstellt, welche die Coordinaten - Axen XOX' und YOY* in den 
Pttncten x = j--, y = o und x = o, y = *- berühren, während ihr singuläres Integral, d. h. 

die gesuchte, der primitiven Byperbel analoge Curve, das Element X = h, Y = j ist, d. h. die 
Vereinigungs-Gerade der beiden Puncte, welche allen den verschiedenen , bei verschiedenarti- 
ger Bestimmung der Unbestimmten C aus dem allgemeinen Integral hervorgdiendeB Hypt> " 
behi gemehischaftlich sind. 

$. 182. Wenngleich bei der Methode von §. 181. Hos eine Integration vorkommt, macht 
dennoch diese auszuführende Integration di^ Methode bisweilen nicht ganz leicht^ weil die 

zu integrirende DifferenliaUGIeichung F'| XY-^^ | = o zwat immer eine Differential - Glei- 
chung erster Ordnung, meistens aber eine höheren Grades und also schwierig zu integriieit 
ist Es ist daher oft besser, sich folgender anderen Methode zu bedienen, bei welcher. inalfc 
gar keine Integration zu voÜfilhren braucht: 
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Da die 9e9d>ene Verwandtschaft f(xyx y ) = o , f (tyr y ) = o der Annahme zufolge 
diabeid€aiCiirtan ^XY)s=o und v^'(XY>?=o als primitive und analoge Curve verbinden soll, so 
mi sie nach $.175. nic^ mehr die an und färsieh betrachtete Verwandtschaft f(xyx'y)=:o, 
f (Syx'y) Bso, sondern sie hal sich ausgedehnt za der ganzen Gruppe von allen den zwischen 
den Curven V^(XT) =s o und y/ (XY) = o bestehenden unendlich vielen Verwandtschaften; 
lYir brauchen also nach $. 178. nicht bei den DiffiaareBtial-Gleichungett 



^•=^(^S-)> ^=''(^^S) 



stehen au Ucaben, welche die an und für sich betrachtete Verwandtschaft f(xyx y )r=o, f (xyxY):so 
im Systeme XT ausdräcken, sondern wir dürfen in diesem speciellen Falle, in welchem die primitive 
Curve die Curve VC^^) = o ^j ^^ obigen beiden Differential-Gleichungen den Differential- 

Quotienten ^^^ mittelst der Differential - Gleichung ^=r;^"(X) der primitiven Curve V'(XY)=o 

fbrtschaffen und dadurch obiges Paar von Differential-Gleichungen aur ein Paar endlicher Glei- 
chungen f(XYXYy=o^ ^'(XYXTjsro reduciren. Wir sind also zu dem am Anfange von 
f. 179. betrachteten einfachsten Falle zurückgekehrt, in welchem sowohl die primitive als auch die 
analoge Curve und auch die Verwandtschaft selbst sftmmtlich in dem nSmfichen Coordinaten«- 
Systeme durch endliche Gleichungen ausgedrückt waren, so dass wir aus den Gleichungen 

V^(XY) = o, AXYXT) = o, r(XYXr) = o 

durch blosse Elimination und Substitution unmittelbar den gesuchten Ausdruck der gesuchten 
Curve V'(XT) = V^'CXY) = o in endlicher Form bekommen. 

Briftutem wir auch diese Methode durch ein Beispiel : Die Verwandtschaft sei also wie- 
derum (fie fMhere xx'sl, yy' = l und die primitive Curve sei die Hyperbel 4XY=z=b. Da 

XdY 

QWidteDIBneoliaMleiGhiiBgderpriiutiveBCiBrve —1 besitzt, ao i»- 

dudren sich hierdurch die Differential-Gleichungen 

(^••XdT/ (."Tax/ 

vdebadie gegebene Verwandtschaft, sa^ lange mt. auiundiflr sich hetrachtei wird, im Systeme XY 
miaMcken, auf die en4UGhe)FQrm 4X'X ss 1, 4TY = 1, mittelst wekh^r GMchuBge^ man 

unmittelbar als Ausdruck der analogen Hyperbel bekommt 4XY' = ^. Nehmen wir noch ein 

zwdtes Beispiel unserer Jetzigen Methode, und zwar das ntoiliobe Befspiel wie in $. 181.: 
Die Verwandtschaft sei idso die mehrmals betracJitete xx, ss. 1 „ yy' s;:= 1 und die primitive 
Curve sei die Hyperbel ^^^±^J^ = i und habe also zur Differential-Gleichung 

dY \/S? . • XdY \m 

Mittelst dieaor IMfferential . Gleichung nun^erkaltmi wwr die gignben« Venrandlschaft 
fOr den Fall unserer Hyperbel imiSysteme XY ausgedrückt durch : 

0a also die die gegebene Varwandtsahaft im Systeme XY ausdrückenden fileiehmige» 
die Coordinaten X und Y nicht enthalten^ so folgt, dass jede der beiden Coordinaten Xund Y' in 
den Gleichungen der Verwandtschaft und der Curven unseres Beispieles nur einen einzigen Werth 
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bekommea darf, so dass die gesuchte, die analoge Cnnre ansdrAckende Gleichmig tf/iXT'i =s o 
keinen eigenflicben Zusammenhang zwischen den Coordinaten X und T andeuten darf, son» 
dem einen solchen Ausdruck Xsh, Ts=3J, in welchem jede der Coordinaten X uädT den 
einzigen Werth besitzt, welcher ihr nach dem Obigen zukommen kann. Wir erhalten abo 
mit Unterdrückung der Äccente die schon in %. 181. geftmdene Elementar-Gerade X ss h, 
T = j als die gesuchte, der gegebenen Hyperbel analoge Cunre. 

Man erkennt aus diesen beiden Beispielen, dass die Methode von $. 182. bisweilen ganz 
leicht von Statten geht. Indessen kann es sich ereignen, dass die Benutzung obiger Methode 
uns oftmals mehr Schwierigkeiten macht , als in den angeführten Beispielen. Es sind niadich 

die aus der Substitution von ^^^z x" (X) in 

hervorgehenden Ausdrücke der gegebenen Verwandtschaft zwar immer algebraisch, mdstens 
jedoch zu complicirt, so dass sie bevor sie, können weiter benutzt werden, mittelst der primitiven 
Gleichung VC^^) = ^ vereinfacht werden müssen. Führt man nun diese Vereinfachung nicht 
mit gehörigem Tact aus, so schleppt man unnöthige Factoren überall in der Rechnung mit 
fort, so dass auch die als Resultat der Rechnung gewonnene Gleichung y/(Xi') = o solche 
Factoren enthält und daher nicht bloss die gesuchte analoge Curve allein , sondern überdies 
noch gewisse dieser Curve fremde Zweige ausdruckt. 

Ein anderer Nachtheil der Methode von §. 182. ist, dass die als Ausdruck d^ gegebe- 
nen Verwandtschaft f(xyx'y ) = o, f (zyx'y') = o sich ergebenden Gleichungen fcXYXT) = o, 
f(XYX!T)=o nur für den speciellen Fdl gelten, in welchem die primitive Curve die Curve v<XT>=:0 
ist, so dass, sobald eine andere primitive Curve angenommen wird, die Rechnung aufs Neue 
vorgenommen werden muss, während dagegen die mittelst der Methode von $. 181. erhalte- 
nen Ausdrücke 

so lange die zu übertragende Verwandtschaft die nämliche bleibt, stets benutzt werden dür- 
fen, wie auch die primitive Curve sich ändern mag. 

$. 183. Es gibt endlich noch eine Methode, welche dann zu Statten kommt, wenn die 
die gegebene Verwandtschaft f(xyxy') = o, f'(xyxY} = o ausdrückenden Differential -Glei- 
chungen des Syst^nes XT 

f(xY,XT,J4,3|)=:o. F(xY,XT,g,g)=o 

eine gewisse einfache und zur Differential-Gleichung F XT -r=^ ) =; o der primitiven Curve 

V<XY) = in gewisser Beziehung stehende Form besitzen. Denn wir können alsdann mit- 
telst dieser Gleichungen F( } s o und F'( ) »b o aus der Differential-Gleichung der primiti- 
ven Curve die Differential-Gleichung F' ( XT ^ ] » o der analogen Curve und hieraus weiter 

durch Integration die analoge Curve V'tXT) » o selbst ableiten. Nur ist zu bemerken^ dass 
allhier nicht, wie bei den Methoden von f. 180» und 181. , das singulare Integral der zu in- 

(dY \ 
XT ,=^js o genommen werden muss, sondern dass» 

da die primitive Curve ^XT) » o im Allgemeinen ein particuUbres Integral der Differential- 

(dT V 
XT^ 1 » ist, auch die gesuchte analoge Curve v'CXT) » o im AOgemdnen 
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ein paiticuUres Integral der Differential - Gleichung ^'C^aVJ'^^ ^^^^ masa^ so dass bei 

Benntanng miserer jetngen Methode noch eine dorch die Integration henrorgenifene , mibe, 
stimmte Constante C in der Gleicfanng der analogen Crnnre in bestimmen Abrig bleibl» 

Als Beispiel dieser Methode wollen wir unsere bekannte Verwandtschaft xz' « 1, yy' » ^ 
flBr denjenigen Fall , in welchem die primitive Gurre eine Parabel höherer Ordnung X* » V» ist, 
sur Erlangung der analogen Curve anwenden. Da wir aus den gegebenen Verwandtschafts- 
Gleichungen xz' » 1 , yy' » 1 durch Differentiation die Gleichung ^3=r= ^-r ableiten, wel- 

che wir nach $. 7. auch unter der Form «^^ = «^ schreiben können , so erkennen wir, 

dass die Coordinaten-Function ^-^ beim Uebergang von der primitiven zur [analogen Curve 

sich nicht ändert, und dass daher die Differential-Gleichung »^ s +- der primitiven Curve 

zugleich die Differentiat-Gleichung der analogen Curve darstellt, so dass die analoge Curve 

(b\ten 
- j Ordnung ist , wie die 

primitive Parabel 

§. 184. Wir sind in den Beispielen der letzteren Paragraphen der Verwandtschaft xz' « 1 » 
yy' =: 1 mehrmals begegnet. Untersuchen wir diese Verwandtschaft oder fiberhaupt die aUU 
gemeinere Verwandtschaft |^ = 1, ^' = 1 etwas genauer. Es ist dieses die nämliche V^- 
wandtschaft, welche der Verfasser in seiner Inaugural - Dissertation (De quibusdam figurarum 
affinitatibus. 1847.) behandelte, wesshalb er sich erlauben wird, allhier kurz zu sein und we- 
gen der ausfiUirlicheren Entwickelung der Eigenschaften dieser Verwandtschaft auf seine 
Inaugural-Dissertation zu verweisen« 

Zur Verdeutlichung der Eigenschaften der vier ans der allgemeinen Verwandtschaft 
g' = l, 17^' = 1 beim Uebergange zu unseren vier Coordinaten -Systemen hervorgehenden 
speciellen Verwandtschaften 

D =1, XX' = 1, utf = 1, UlT = 1, 

yy' = 1, TT = 1, w '= 1, W = 1 

möge uns Fig. 30. dienen, woselbst Ccund CcC'c' zwei einander durch irgend eine der obigen 
vier Verwandtschaften verwandte Figuren bedeuten mögen; und zwar mögen c und c zwei 
Puncto dieser Figuren bedeuten, welche durch die erste oder. dritte Verwandtschaft einander 
analog sind, während dagegen CG und CG' zwei Tangenten dieser Figuren bedeuten mögen, 
welche durch die zweite oder vierte der obigen vier Verwandtschaften mit einander corres-> 
pondiren. Es sind zwar die Figuren Cc und CcCc" bei der gezeichneten Form und Lage 
keineswegs einander durch irgend eine unserer vier Verwandtschaften analog, viel weniger 
durch alle vier zugleich ; hidessen dient die Annahme eines solchen zwischen den l>dden Fi- 
guren stattfindenden Zusammeidianges blos zur Verdeutlichung des in den folgenden Para- 
graphen Ausgesagten. 

$. 185. Die Grundgleichungen 

^ i ,1 

unserer vier Verwandtschaften sagen uns , dass bei allen vier Verwandtschaften jedes belie- 
bige Element S » n, 17 » b mit einem einzigen bestimmten Elemente S* ~ -> ^' "" C ^^ 
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analogen Figur correspondirt, wtlirend dagegen eine beliebige Kette eisten Grades aS+b]|r»l 
im Aügemeinen mit einer Kette zweiten Grades hS+9Lf/ ^tn correspondirt Bei der ersten 
odav dritten «sever Yier Verwandtsehafleft also ooiresponiiH jeder Punct o oder C» etc. dar 
primitives Kgqr mit einem gewissen Fmela^ c' oder c", etc. der analogen» Pigw , keineswegs 
dagegen jede prindtiYe Gerade Ta sM» mit einer analogen 6eraden> Fm, soadcrn . im Allge- 
peinen nnl einer gewissen HyperbeL Bie swiseben den Puicten c md c bei diesen beides 
VevwttndtaAaAan slattilndMde Analogie darf uns also keineswegs verleiten , auch die in den 
analogen Poncten an die analogea Carven gezogenen Tangenten geh und hVg* als einander ana- 
log zu betrachten, sondern es ist im Gegentheil die Tangente geh bei diesen beiden Ver- 
wandtschaften keiner einzigen Tangente der analogen Curve analog. Bei der zweiten und 
vierten Verwandtschaft ist jede in der primitiven Figur voriLommende Gerade CFa und daher 
auch jede Tangente CG oder cg der primitiven Figur mit einer gewissen Geraden r'a oder 
mit einer gewissen Tangente CG' oder (TG" der analogen Tlgur respective analog, während 
dagegren die Berührungspuncte G und c, so wie überhaupt jeder andere in der primitiven Fir 
gur vorkommende Pund r, im Allgemeinen keineswegs mit einem Puncte, sondern mit einem 
gewisseit Kegelschnill correspondireUi 

$. 186« Wenn wir von den analogen Puncten c und o' die Perpendikel x ^? ce und 
}r=c'e' auf die Axe TOT und* die Perpendikel y=cd und y ==c'd' auf die Axe XOX' fällen, 
und so auch in den drei fibrigen unserer vier Verwandtschaften die in den Grandgfciiihnnges 
ST =3 1 , ffrj ^s \ vorkemmendea Coordinaten nach $. 3 — 5. geometrisch interpretiren , so 
eskemien wir, dass bei jedMi PMure andoger Pmele e und c' und bei jedem Paare anrieg« 
Tangental C6 und C'0 in unseren vier Verwandtschaften respective ist: 

cdxc'tfKAO)SOPxOF«(AO)S<5CcAB+<;c'AB«(Ö0ood.27()ö),<lAB+^ 
cexcV«(AO)SO6xOG'KAO)S<5;cBA+<Jc'BA«(Q0ood.270o),<[3lBA+<^ 

^ Aus den Grundgleichungen können wir die Gleichung 



a)x© 



+1 



ableiten, deren geometrische Interpretation nach g. 16., $. 17., $. 19. und %. 20» uns sagt^ 
dass bei den analogen Puncten oder Tangenten in unseren vier Verwandtschaften respective 
stets ist: 

<äl^cöX + <c'OX-(90o od. 270°), <CGX + <C'G'X=(90o od. 270»), Od + Od'=o, 0G+ OG'=o. 
Aus der Betrachtung, dass 

eagüAsich feaaM Mgenda ittsaseren vier Verwasdtochaftes stattfindende XMIbrential-ffleiehnig 

rdV _ ^ 

BeiebenfllchlioherBetmditmigBMMitataaua »eisen,. es:ael die* durch dies^fileidlung bei der 
eistaiiuaseffBii vier Verwandtsohaftfln) an^cdenleteBigenschafli nut der daeoh sie bei der zweiten 
Verwandtschaft angedeuteten identisch, weil, die bei irgend einer Curve fQsf)^^^ item Qne^ 

tienten -^ zukommende geometrische Bedeutung nach $• 66. die nämliche ist, wie diejenige, 

XdY 

welche dem Quotienten ^^ bei irgend einer Curve ^%Ti = o ankommt, nämlich der Quo- 
tient der Längen zweier, auf einer Tangente der Curve zwischen dem Berührungspuncte und 
den Puncten, wo diese Tangente die Axen XOX* und TOT durchschneidet, enthaltenen Seg- 
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mente. Bei näherer Betrachtung jedoch ergibt sich , dass die der Gleichung ^^ == S^ 

in den Syalemen Xf und XY mkoMnenden goomelriwhen Bedentnngen toü einuder yrtntM^ 
4en sind. Dem fan ersterenFaBe ntesen zwar die Segnento, deren LingMi eine Proportion 
bilden sollen, von analogen Berfihmngspnncten begrenzt werden, sie branciien aber nicht anf 
analogen Tangenten genonanen m werden , wMurend dagegen beim Systeme XT oder bei der 
zweiten Verwandtschaft diese Segmente auf analogen Tangenten enthalten sind swischen Bo- 
rährungspuncten, welche einander nicht analog sind. In ähnlicher Weise findet man zwar so- 

wohl die dem Qaotienten ^^, als auch die dem Qaotienten ^«-t|^ znkommende geometrische 

Bedentang nach $. 66., wenn man den Punct, wo die primitive Curre von irgend einer ihrer 
Tangenten berfihrt wird, mit dem Coordinaten-Pünete B vereinigt und sich alsdann diejenigen 
beiden Pnncte merkt, in welchen £ese Tangente und diese Vereinigungs-43erade die Axe A' AA" 

durchschneiden. Indessen ist auch hier die Bedeutung der Gleichung ^7^ = ^^ eine an- 
dere, jenaehden man unter $17 die Coordinaten uv oder UY versteht, so dass diese Gleichung 
in unseren vier Verwandtschaften respective bedeutet, dass stets sein muss: 

fc'_ fo FC'_FC r^h'_rh R'H'_RH 

P'~gc' 6^~?5C1' ÄF~XE' ÄIF~äB' 
So wie nun die durch obige Gleichung bei den beiden erSleren unserer vier VerwandU 
Schäften angedeuteten Eigmschaften nicht mit dnander oeinddiren, so ist auch die ans ob^ 
ger Gleidmng folgende Bigenscliaft, dass, sobald 

?J^=+1, auch ist ^ :^ +1, 

bei der ersten nnserer vier Verwandtschaften eine andere als bei der zweiten, bei der dritten 
eine andere als bei dw vierten. Wenngleich nämlich die Bedingung, dass in irgend einetti 

Elemente irgend einer Curve (pCiri) == o sein soll ^ = + 1, im Systeme uv die nämliche 

geometrische Bedeutung hat^ als im Systeme UV, da in beiden Coordinaten- Systemen naek 
(% 69. hierdurch angezeigt wird, dass die Cnrve im betrachteten Elemente entweder der Axe 
YOT parallel läuft oder die Axe XOX dnrdistreiefal , so isl dennoch bei der Bedingmg 

ttdv 

—^ = + 1 der allgemeine Fall der, dass die Curve mit YOT parallel läuft, da das Durchstreichen der 

Axe XOX' bei dieser Bedingung nur in dem specidlen Falte stattfindet, dass die im ABgemehMi 
endlichen Werthe der Coordinaten n und v den speciellen Werth od bdconmen, während 

UiiV 
dagegen eine Curve 9(UV)=:0 in denjenigen Elementen U=:a, V=b, in welchem ^^= + 1^ 

im Allgemeinen der Axe XOX' begegnet , da ein mit YOT' Parall^aufen durch diese Beding- 
ung nur dann wflrde angezeigt werden, wenn zufälligerweise a und b bdde oo wären. Wir 
bekommen also mit Rüduicht anf $• 68. und $*69. als die geometrische Bedentung der oben 
betrachteten Eigensehaft Fo^mides : So oft bei der ersten Verwandtschaft die Tangente der 
primitiven Cwe doreh den Coordinaten^Punct O geht , so oft bd der zweiten Verwandtschaft 
die primitive Curve eine Asymptote besitzt , so oft die primitive Curve bei der dritten Vei^ 
wandtschaft mit YOr paralld läuft oder bei der vierten Verwandtschaft die Axe XOX dunA^ 
schneidet; so oft hat respective die andoge Curve im analogen Elemente die nämliche Eigenschaftb 
Ans den Grundgleichnngen «nserer Verwandtsdwft erkennen wir unmittelbar, dass, je» 
naehdem 
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i^o^ 9^0, respecttre ist: ^%o, V^o. 

Wir können diese Uebereinstimmang zwischen den Zeichen + und — der analogen 
Coordinalen - Werthe noch verallgemeinern, wenn wir unsere im Systeme £9 ausgedrflekle 
Verwandtschaft nach $. 17& im Systeme ST ausdrAcken, d. h« wenn wir ans den Grund- 
gleichungen ^ = 1, j^V = 1 9 welche eine gewisse zwischai den vier Coordinaten £, 17, 
S*, 17' eines beliebigen Paares von analogen Cunrentheilen zweier analoger Cunren stets statt- 
findende Beziehung andeuten, eine Beziehung 

ableiten, welche zwischen den Coordinaten H, T, £*', T der nfimlichen zwei Curventheile 
stets stattfinde soll. Weil nämlich die Quadrate* l^ und 9j^ bei reellen Elementen stets po- 
sitiv sind und also auf die Zeichen ± der Grössen S^ und T^ keinen Einfiuss haben, so er- 
gibt sich, dass, jenachdem 

5^0, f^o, respective ist: S^^o^ l^^^o. 

Daalso sowohl die Coordinaten S und f als auch die Coordinaten S Q>^d 17 mit den analogen 
Coordinaten in Bezug auf die Zeichen ± übereinstimmen, so folgt hieraus nach $. 14., dass so- 
wohl bei der ersten als bei der zweiten unserer vier Verwandtschailen die analogen Figu- 
ren so zusammenhangen, dass diejenigen Theile der primitiven Figur , bei welchen sich Uire 
Puncto c oder C in irgend einem der vier Quadranten XOT, X'OT, X'OIT, XOT befinden^ mit 
Iheüen der analogen Figur correspondiren, welohe sich respective in den nimlichen Quadranten 
befinden, während zugleich deijenige Theil der primitiven Figur, beiwdchem dieDurchschnitts- 
puncte ihrer Tangenten mit den Axen XOX und TOT ein in rechtwinkliges Dreieck F06 oder 
fOg bilden, welches in dem einen oder anderen dieser vier Quadranten liegt, mit einem sol- 
dim Theil der analogen Figur corresponifot , bei dem die analogen Tangenten die ntadiche 
Eigenschaft respective besitzen. Wir erkennen weiter, dass, w«n irgend ein Theil der pii-* 
mitiven Figur sich 1) im Rechtecke A'ABB', oder aber 2) im Rechtecke A'ABB" oder 3) im 
Rechteck-Paare A'AX* und rBX, oder endlich 4) im Rechteck-Paare A"AX' und WBX be- 
findet, oder aber solche Tangenten CHIG beritzt, dass deten Durchschnitt^nncte H und I mit 
denCoordinaten-Puncten A und B 5) ein im Rechtecke A'ABB* liegendes Trapez bilden, oder 
aber 6) ein im Rechtecke A'^ABB^ liegendes Trapez, oder 7) ein Dreieck-F^ar, bei weldion 
das im Rechteck A'ABB' befindliche Dreieck seine Spitze in A hat, oder endlich 8) ein Drei- 
eck-Paar, bei welchem das im Rechtecke A'ABB* befindliche Dreieck seine Spitze in B hat, 
nMann der analoge Theil der analogen Figur sowohl bei der dritten als bm der vierten un- 
serer vier Verwandtschaften die nämliche von diesen acht Eigenschaften respective besitzen muss. 

Aus den Grundgleichungen unserer Verwandtschaft erhält man leicht folgende beiden an- 
deren Gleichungen 

Interpretiren wir nach f. 74. entere Gldchnng in den beiden Systemen zy und XT, 
letztere in den Systemoi uv und UV. Nehmen wur also in der analogen Figur einen dem pri- 
mitivenPuncte coder dem primitiven Pnncten- Paare c und y analogen Ponct oder ein analo- 
ges Puncten-Paar c' und y; oder nehmen wir in der analogen Figur eine Gerade CG' oder 
zwei Geraden CG' und CG", welche mit der Geraden CG oder mit den Geraden CG und cg 
respective analog sind. Und merken wir uns die Durchschnittspuncte b und b' der einander 
anidogen Paare von.6eraden, so wie auch die Puncte P und F, in welchen diejenigen Gera* 
den-F^are HPB und IPA, HT'B und ITA einander durchschneiden, welche die Coordinaten- 
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fmd^ B und A mit den Pimcleii H, I, H, t reMaigen^ in denen die Axea A'AA'' und BW 

Ton den analogen Geraden dnrclischnillen werden. Es gUil alsdann in unseren vier Yer- 

wandtscliaften respecttve folgende rier Winkelpaare, wdche einander in i80<* erglnsen: 

o(V und c'O/, Cbc wid Cb'G", AcB nnd Ac'B, APB nnd AFB. 

f. 187. Es hat bei unseren vier Yerwandtschaften eine beliebige Kette ersten Grades 

aC+bf =2 1 

im Allgemeinen die Kette bl+ai^ =3 $179 

d. h. eine Kette zweiten Grades zur Correspondirenden ; nur dann , wenn die Gleichung der 

lurimitiYen Kette eine von folgenden drei speciellen Formen besitit 

i 
3=a, ^=:b, ^ = «t 

wird die analoge Kette gleichfalls eine Kette ersten Grades nnd zwar ist sie dann durch eine 

der folgenden Gleichungen respectiye ausgedrückt 

1 1 17 

5--. 9=j-, |=c. 

Bei der ersten unserer vier Yerwandtschaften also hat jede Gerade CF oder CG oder 
€g im Allgemeinen eine durch gehende gleichseitige Hyperbel zum Correspondirenden, deren 
bdde Asymptoten mit den Axen XOX' und TOT respective parallel laufen. Nur dann, wenn 
die primitive Gerade selbst mit einer von diesen beiden Azen paraDel liuft, oder wenn sie 
selbst durch geht, hat sie eine Gerade zur Correspondirenden, und zwar läuft diese respective 
gleichfalls mit XOX' oder YOT parallel oder ist eine gleichfalls dnrch gehende Gerade. Bei der 
Zweiten Yerwandtschaft hat jeder Punct c oder C oder F im Allgemeinen eine die Azen 
XOX' und TOY berfihrende Parabel zur Correspondirenden; nur dann, wenn der Punct sich 
auf einer von diesen beiden Coordinaten-Azen befindet oder von unendlich entfernt isl^ 
reducirt die correspondirende Plvabel sich gleichfalls auf einen Punct und zwar auf einen 
die nSmliche specieDe Lage respective hetzenden PuncL Bd der dritten Yerwandtschaft 
hat jede Gerade CF oder CG oder cg im •Allgemeinen eine dutdk A und B gehende Oyper- 
liel zur Correspondirenden, welche eine zur Aze XOX' senkrechte Asymptote hat; nur dann^ 
-wenn die primitive Gerade gleichftdls durch A oder B geht oder zu XOX senkrecht stehl^ 
hat sie eine Gerade und zwar eine von Ähnlicher Lage znr Correspondirenden. Bei der vier- 
ten Yerwandtschaft endlich hat jeder Punct c oder C oder F im Allgemeinen einen die drei 
Azen A'AA", B'BB^ und XOX' in drei verschiedenen Punden beriUirenden Kegebchnitt zum 
correspondirenden ; nur dann , wenn der primitive Pund sich in einer von diesen drei Azen 
feefindet , hat er einen Punct nnd zwar einen auf der nfimUchen Aze befindHchen Punct zum 
eorrespondirenden. 

Denken wir uns also eine beliebige Curve F(XT) a FCOT) =s durch die Nacheinan- 

derfolge ihror verschiedenen Puncte dargestellt^ so ist diejenige Gnrve Ff^ , ^ j ss 0, weL. 

■Ae der gegebenen Curve durch die zweite unserer vier Yerwandtschaften analog ist , die 
SnhODungscurve der verschiedenen Parabehi , welche mit den verschiedenen Puncten der 
primitiven Curve respective correspondiren, wAhrend dagegen die nrit der gegebenen Oarvn 

nach der vierten Yerwandtschaft analoge Curve F^g , i-^ = o die Rinhflilungscurve dar- 

stdlt einer Reihe von snceessiven , mit den Puncten der primitiven Curve respective oorres- 

pondirenden, nnd die drei Azen XOX', A'AA", B'BB'' alle drei stets berthrenden Kegelschnitten. 

f. 188. Denken wir uns jetzt in der primitiven Figur statt eines einzigen Elementes 

eine Gnqipe von mehreren, z. B. von n solchen Elementen , so bekommen wir alsdann ehM 

31 



%9» Bntor Ahmhnitti Wm 4 Cowniiiiün» fif«w ly, XT, irr, UV. 

Onvpe Ton B ««logen Bknunl« der nti^gm Rgar inConpefpMdiffeBdeB. Be irt uf Hl 
swttr erianbty die n primittven Elemente nach $. 15. dorcli -x xn(n-l) Ketten ersten Gradeg 

n verbinden , desgleichen die analogen n Elemente durch ^ xn(n— 1) andere Ketten ersten 
Grades xn vereinigen. Indessen dftrfen wir ans 4er zwischen den n and n Elementen statt- 
indenden Analogie keineswegs schliessen, dass auch die sie vereinigenden -x x nCn—t) und 

o X n(n— 1) Ketten ersten Grades je zwei und aswei einander analog sind, denn es hat eine 

beliebige Kette ersten Grades bei unseren Verwandtschaften nach S« 185. im Allgemeinen 
/UAe Kette zweiten Grades zur Correspondirenden. Denken wir uns z. B. bei der ersten wmi 
dritten unserer vier Verwandtschaften eine Gruppe von drM Ponoten c, C , y nad bei dar 
zweiten und vierten Verwandtschaft eine Gruppe von drei Geraden CG, cg, Ta. Wir erhal- 
len alsdann im ersteren Falle die drei Puncte c , o ' , / , im letzteren Falle die drei Geraden 
CGj C"G% r'a zu coireqpoDdürenden. Vereinigen wir uam die drei Puncte c, C, y dundi drei 
Geraden cC, <y, Cy^ deigldkb&ik die drei analogen Puncte durch drei Geraden cV\ df\ cy, 
und m^ken wir uns die sechs Durchschnittspuncte C^ a, b, «, a', b', worin die dr^ primitiv 
ven oder die drei anaiagen Geraden einander durohschnrtdea. Wir dürfen alsdann ans disr 
zwischen den beiden Gruppen von drei Ponoten oder aus der zwischen den beiden Gruppen 
von drei Geraden stattfindenden gegebenen Analogie keineswegs folgern, dass auch die 
Dreiecke selbst cG/ und Gab mit den Dreiecken c'c'y und aab' respectiv« analog 
lind. Denn bei der ersten und dritten unserer vier Verwandtschaften sind mv die Schei- 
tel c und c', C nad c'\ y und / der eriiattenen zwei Dretecko analog, wahrend dagegen 
die Seiten des Breieckes c'cV bei der dem Drucke tCy analogen Figur durch gewisse 
Zweige verschiedener H|perbehi im Allgemeinen ersetzt werden mflssen. So auch sind bei 
der zweiten und vierten Verwandtschaft nur die Seiten CG imd CG', ab und ab\ Ca nnd «a' 
der erhaltenen zwei Dreiecke einander analog, keincMregs «ber ihre Scheitd C, a, b nnd 
n^a', V} es mflssen viehnehr letztere drei Puncte o, a', b' damit das zweite Dreieck in eine dem 
ersteren Drdiecke analoge Kgur öbergehe, durch Zwe^ gewiaser Parabeln oder anderer Eegdr 
schnitte im Allgemeinen f isetzt ir^den , so dass 4cni Dreiecke Gab bei letztgenannten bei- 
den Verwandtschaften, «in» durch sechs.Gurvcn begnnzte Figur entapricJit, welche abwechsebid 
ans Geraden und Kegelscbnittsbqgen bestehen. 

Es gibt indeaaen nucb hei naaffW vier Verwandtschaften i^ewisse Dreiecke, bei wekten^ 
wie dies bei den Gollineations- oder Reciprocitits-Verwandtschaften im Allgemeinen ianner statt* 
findet» 4em primitiven Dreiecfse ein neues Dreieck entupriobt» und zwar ein solches, mit wel- 
diem es im gewöhnlichen, nämlich im doppelten Sinne correspondirt, d. h. so, dass die Schei- 
tt3 den Scheifehi nnd zugleich d!e Seiten den Seiten analog sind. Es sind diese Dreiecke 
Jiei der ersten luserer vier Verwandtschaften solche, bei denen jede Seite des Dreiedis enl* 
weder mit XOX' oder mit YQT paaallel ist oder endlieh den Pipct durchslneicht, bei der 
vierten Verwandtschaft wlcbfs^ bei denen die Coordinaton^Anen XOXV A'AA% B'BV alte drei 
Scheitel des Dreiecks enthalten, und so auch bei der zweiten und dritten Verwandtschaft sol- 
che, bei wddien die sie darstelle vdaf Ketten ersten Grades wegen ihrer speciellen Glei- 
chnqgsform nach $. 187* mit neoen Ketten ersten GradM oonrespendiren. Und zwar ist 4ia 
zwischen aolchen Paaren von nnakigen Dreiecken stattfindende Andogie nach $. 74. vad 
und S« 186. bei 4en beiden ersteren unserer vier Verwandtschaften eine sUldie, daas bei der 
Verwandtschaft n =s 1, yy' = l die Wmkel, unter wdchfin die analOffmi Saiten 4er DreU 
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ecke TOB PoBcIe aus geseheD werden , bei der Yerwandtscliaft XX' e» t, TT sa 1 
analogen Winkel der Dreiecke aebsl einander za 180<> ergiuen. 

§. 189. Diejenigen Ketten enlen Gradei, welcbe durch fileichnigen von der einen oder 
der anderen der folgenden Arei Foraen 

«■gedentel werden, correspondiren nach $. 187* mit Ketten, welche gleichMte Tom ersten 
Gffftde aind, und welche durch Gleichangen von Ähnlicher Fenn angedentel werden« Wenn 
ako anieerdem die in ihnien vorkommenden Constanten a, b, c, einen durch die Tranaformih» 
tion llS zs i^ ipi* zss i adi nicht indemden Werth, d. h- einen der beiden Werthe 4-1 
nnd —1 beeüBen, so werden anch die Ketten sdbet beim Udpeigange rar analogen Figor ih« 
ftn Ort nashi wecfasehi. Es sind aiM» folgende sedhs Ketten 

Mq^ective »it dim Ketten 

iienlisck Und hierans ergibt sieb weünr, ^^M anch die vier Blem^nte 

g=:+l, $=«+1, g=-l, 5=-.l, 

^=+1, ^ s=s -1, ^=+1, ^as-^l 

mit den in der analogen Figur ihnen entsprechenden Blementen comddhren , so dass die 
anchs , beim Ueb^rgange zur analogen Figur nnTerftnderlich bleibenden Ketten ersten Grades 
diejenigen sind, welche man bekommt, wenn man die vier beim nlmüchen Uebeigange slA 
Qichl ändernden Elemente je zwei und xwei durch Ketten ersten Grades yereinigi. 

Zar Yerdeotlichnng dieser Beaiehangen möge ans Fig. 1. dienen, wo die adit Geraden 



y=5+2, y=+l. 


y= -1, 


yt=-2, 


Xss +1, Xss -1, 


x-y Ä 0, 


x+y SS 


respecUve durch die BachcUdken 




• 


YU, TW, 


TW, 


VIT, 


B'Br, AAA\ 


LOL', 


Kor 



angedeutet worden sind. Wir erkennen alsdann unmittelbar, dass die bei unseren yimr Ver- 
wandtschaften respeciive mit ihren analogen Pnncten oder Geraden coincidirenden Puncte und 
Geraden folgende sind: 

Bei der ersten Yerwandtschafl die Yier Puncto 

0, 0', F, r 

Mri die sedM Geraden 

Vmi\ AAA", TW, TW, LOl/, KOK; 

Ba der zweiten Verwandtschaft die vier Geraden 

VMB, VTXB, UMA, UHA 

und dia saaha Punete 

B, A, M, N, KK', LL-; 

Bei der dritten Verwnndtishsll die Tier Panete 

ir, LL', DT, N 

nnd die flmf Geraden 

UMA, ÜTJA, VMB, TNB, YOT, 

weiJdien fetzteren sich noch die entweder als KL' oder als K^L nn betrachtende und im Sf- 
aleaie xj doreb x &= ± od angedentela Gerade beigeseüt ; 

Bei der vierten Yerwandtsdiaft endlich die Yier Geraden 

Vü, ÜOV, irOV, VIT 



ftM Bnter AbMhutt. tte 4 CowÜMlmHSfrtMBrxy, XT, ur, UV. 
4to tmkB Itaole 



ü, IT, V, 1\ 0, XX'. 

$. 190. Cäbl et «IfO uter im BleaieBleB der pruiiliTeB Figur Mdehe, wekke erit di 
einen oder den anderen von obigen vier unTerAnderKclMn Elementen coineidiren, oder aber m^ 
ehe, wdche n der einen oder der anderen Ton obigen sechs nnTerinderlichen Ketten gehören, 
io werden anch die analogen Elenenle der analogen Figur in den nftmlichoi Blemenlen oder 
li den nindidken Ketten sich respecttTo befinden. Wenn anMerdem die t^elrachtetenBIenMnte 
der prifluiiTen Flgnr solche sind, weldie nichl nur n den betrachtelen nnTorinderiichen Kei- 
len gehfeen, sondern bei welchen snglach die primitiTe Figur diese Kette znr Tangential- 
Kette hall so wird, wie leicht ersichtlich, die analoge Flgnr die nämliche Kette gleichfidls in 
ihrem analogen Stanente war Tangential. Kette haben. Darans ergibt sidi, dass, wenn bei 
irgend einer Ton unseren vier Yerwandtsehaften die primitiTe Cnnre irgend einen der vier 
oder sechs nnTerinderlichen Pnncte dnrchstreichl, oder aber irgend dne der vier oder sechs 
nnTcrinderlidien Geraden berflhrl, die analoge Conre gleichfalls den nimii(^«n Fand durch- 
streichen und die nimliche Gerade berfthren muss. Und iwar, weil bei algebraischen Cur- 
Ten das Durchstreichen eines in einer gewissen Richtung unendlidi von entfernten Fandes im 
AUgemeinen nur dann stattfindet, wenn die CSnnre eine in dieser Richinng laufende Asymptote 
besitst, das Berihroi einer unendlich von entfernten Geraden nur dann, wenn die Gurre dne mit 
dieser Geraden parallde, parabolische Asymptote besilst, so folgt hieraus weiter, dass, sobald 
die primitiTe CurTO bei der sweiten oder dritten Verwandtsdaft eine mit LOL' oder KOK' 
pardMegewttnliche Asymptote besitst, und diensobald sie bei dtf dritten Verwandtschaft eine mit 
TOT' parallele, parabolische Asymptote odar bei der Tiorten YerwandlwAaft eine mit XOX' 
parallele, gewöhnliche Asymptote besilit, die analoge CurTO im Allgeattinen eine Asymptote 
besitien muss, welche respectiTo die nimliche Natur und Bichtung hat 

g. 191. Wenn die primitiTe Cunre irgend an ElesMUt besilit. In dem 

5 = 0, 5s=sa, {=<», 5 = a, 5 = 0, 5==oo, 

^sssb, ^äo, 9=:b, 17= «>9 ^=Of ^=0D, 

seist, wie man kiehl sieht, das analoge EksMul der analogen CurTO ein sdches, dass rcspeeüre ist 

P = ao, ? = {, P = o, P=;, ? = «, ^ = 0, 

^ = 5> n' = ^9 ^ —^y ^ = 0» ^ = «>» ^ = 0. 

Bs findet also nach g. 43—^08. swisiAen den Bgenschaften sweier, einander nadi irgend ei- 
ner Ton unseren Tier Yerwandtsehaften Terwandten Gurren respecÜTe folgende Analogie stall: 

Wenn bei der ersten Verwandtsdaft die priautiTe oder analoge Gurre eine lur Aze 
TOT' s enhr ech le oder eine war Aze XOX' senhrechte oder eine sn heincr Ton beiden senk- 
lechle, gewöhnliche, d. k nidit paraboKsche Asymptote besilit, so b^gegnd die analoge oder 
prinüliTe Gurre mit ihrem entsprechenden Funde reqiediTe der Aze TOT' oder der Aza 
ZOX'oder dem Finde 0; 

Wenn bd der zweiten Yerwandlsdmft die eine Gurre die Aze TOT' oder XOX' beröhrt, 
oder aber eine diesen Azen nicht paraUdei, parabolische Asymptote besilit, so id die analoge 
Tangente der anderen Gurre req^ecthre nr Aze TOT' oder XOX' senhrechl oder dnrchsirdoht 
den Funkt 0; 

Wenn bd der dritten Yerwnndtschaft die dne GurTO den Fand A oder B in einer 
weder n TOT' senkreiAlen WKk aniA mit TOT' parallelen K<Alung durchstreicht, oder aber 
eine tu XOX' sadorechte Asymptote hat, so b^ jcg n d die andere Gurre reqiediTe der Aze 
MB" oder 4'AA" oder XOX'; 
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Wem M dar Tierton Yermmdii^ift die fäme Cnrve die Aze A'AA'^ eder BVBf^ oder 
ZOX' berflhrt, go irt die analoge Tangente der anderen CSnnre req^i?e eine dorcli B oder 
dvch A geilende, oder sie i^ n XOX' senkrecht. 

Es ist uns nnn im Allgemeinen erlaubt , obige Correqpondenz Ton Eigenschaften auch 
nmrakduren nnd x. B. ra folgern, dass, wenn die eine Curve der Axe TOT' oder XOX' oder 
dem Pwcte begegnel, die ihr nach der ersten Verwandtschaft rerwandte CnrTe alsdaui 
eine Asyn^te besitien mnss, welche respective zur Axe TOT' oder XOX' oder m kemer 
von beiden smkreeht ist. Indessen sind bei einer solchen Umkehmng von Eigenschafi»- 

Analogieen einige , ans dem Nichtstattfinden der Gleichung ^ =%i| entspringende nnd in 

des Verfassers Inaugnral - Dissertation n&her erdrterte AnsnahmsfUle n betrachten. Mit Be- 
seitigung der nämlichen AnsnahmsfUle gibt uns auch die Correspondenz, worin die Elemente 

^ = ^^ nnd ^ ~ "^^ m den Elementen '^ — "^^ und ^' — ^* 

respectiye stehen , an dem Schlosse Veranlassung, dass , wenn die Axe XOX' oder TOT' eine 
Asynqitote der primitiven Cunre ist, die analoge Cnrve bei den beiden ersten imserer vier 
Verwandtschaftm im Allgemeinen die andere Axe TOT' oder XOX' zur Asymptote besitzen 
wird, und dass bei den beiden letzten der vier Verwandtschaften, wenn die eine Curve ent- 
weder die Aze A'AA" im Puncto A, oder aber die Aze B'BB" im Puncto B berährt, die anp- 
dere Curve im Allgemeinen die Axe B'BB" in B oder die Axe A'AA" in A respective b^ 
rAhren wird. 

f. 192. Eine beliebige Kette zweiten Grades 

hat bei unseren vier Verwandtschaften im Allgemeinen eine Kette vierten Grades zw Cor* 
respondirenden umI zwar folgende: 

Indessen gibt es unter den Ketten zweiten Grades auch einige^ denen gleichfalls Ketten 
zweiten Grades entsprechen. Es sind diese diejenigen Ketten, bei denen die Gleichungen der 
ipimitiven und analogen Kettai respective eine von folgenden drei Formen besitzen: 

rS^y+l+siy+C =: o, C5V+«5'+'y+y — o, 

«5*+r5«y4-<l+«7 = 0, *5'*+d$Y+y5'+«9' = o, 

bterpretiren wir dTese einander analogen Ketten zweiten Grades nach {• i47. und $. 160. 
geometrisch. 

Es sei also bei der ersten unserer vier Verwandtschaften die primitive Curve eine ge- 
wisse gldchseitige IIyperi>el, deren Asymptoten mit den Azen XOX^ und TOT' parallel seien^ 
oder aber durch eine durch gdiende Hyperbel, bei welcher bloss eine ihrer beiden 
Asymptoten mit der Aze XOX' oder TOT' parallel sei. Es sei bei der zweiten Verwandt- 
schaft die primitive Corvo ein die Azen XOX' und TOT' berührender Kegelschnitt oder eine 
bloss einevon diesen zwei Azen borAhrende Parabel. Es sei bei der dritten Verwandtschaft die 
primitive Curve ein durch die beiden Coordinaten-Pnncte A und B gehender Kegelschnitt, oder 
aber ein durch bloss einen von diesen Puncten gehender Kegelschnitt, welcher aber in letzte- 
rem Falle noch eine zur Aze XOX' senkrechte Asymptote besitzen muss. Es sei bei der vier- 
len Verwandtschaft die primitive Curve ein die beide Azen A'AA" und B'BB" berOhrender, 
oder aber ein bloss eine von. diesen zwei Azen und alsdann zugleich auch die Aze XOX' be- 
rfthrender Kegelschnitt. In jedem dieser (4x3s= 12) Fflle wird die analoge Curve ein Ke- 
gelschnitt sein, welchem respective die n&mliche Eigenschaft zukommt, wie dem primitiven. 
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f. 193. Es irerden ferner bei msereii tier YerwflmdtiehaflM die den pi i mütw« Ketten 

S^* = b vnd a^P^^bi;' ss 1 

analogen Kelten dvrch die Gleichungen 

g-j7« = g nnd b?+aij' = piT» 

respeelire angedeotet. Es sind also die beiden ersteren miserer jetnigatt i4er Yerwandt^ 
sehaften in Bezug auf diese Ketten der nach $• 92. awisclien den darren f(i7) =; o und 
ItXT) = o statCfindendev Terwwdischafl einigennassen ihiäich. Die Cffiridiungen ninriiah 
der drei einer primüivett Cunre 

ax'^.byP = 1, 
durch die Are» Yerwandtschaften 

nf = 1, 3r = r, XX' =: I, 

yy- == 1, y = T, TT = 1 

analogen Cmren sind alle drei im gemeinschaftlichen Ausdrucl[e 

ex«+dy^ =s 1 
enthalten, und zwar ergeben sie sich bei niherer Betrachlung als durch 4ie Gleichungen 



ax^-fby^»=l, itai^" + By^*=l, «^-^ + ftr*^^ =s 1 
nspective angedeutet. Bei den durch folgende Gleichungen 

m 

xy = p, X = py^, y = pz^ und allgemein x =: py» 
ausgedr&chten Curven sind obige drei Verwandtschaften noch mehr tbereinsUmmend, da als- 
dann die analogen Gleichungen yon den primitiTen Gleichungen bei alloi drei Verwandtschaf- 
ten nur durdi die Constanle p Terschieden sind , so dass eine die Axen XOX' und YOT 
zu Asymptoten habende gleichseitige Hyperbel , oder aber eine Parabel erster oder hAherer 

Ofdnnng) welche (so lange wenigstens ^^ o) durch geht , nnd deren Asyny^toten mit 

XOX^ oder YOT pandld sind), bei jeder der genannten drri Verwandtschaften mit einer gleid^ 
seitigen Hyperbel oder mit einer Parabel der nimlichen <hiitaung respective andeg ist 

$. 194. Obige drei Verwandtschaften also, so wie ttterhai^t fie sechs zwischen irgend 
zwei der yier Gurren 

f(xy) =» 0, f(i, J) = 0, f(XT) = 0, f(i, J) = 

statffindenden Verwandtschaften sind, wenngleich im Allgemeinen yon einander yerschiedeil^ 
bei den die ^rfge Lage besitzenden Hyperbeln und PUrab€ln arit ehmnder ttvereinstimmeiid, 
so weit dies wenigstens die Ordnung der Parabeln , d. h. so weit es die Form der ainauder 
analogen Gunren anbetrifft Zugleich jedoch sind sie In Bezug auf die Grisee der einander 
aoMilogen Gurren yon einander yerschieden. Nimmt man nimlich die flnf zwisohen folgenden 
ftnf Hjpei bebi^Paaves 

xy =s b, xy s b, XT s b, xy ss b^ ' XY s» b, 

axi)--. «='■ a)(j)=Mi"/(j)=Mi)(j)='' 

respectiye bestehenden Verwandtschaften, und drSohl man alsdann die im Systeme XY ausge^ 
drfickten Cunren nach $. 134. im Systeme xy aus, so erkennt man^ das obige fiinf Yerwundl- 
schalten di^nlgen sind, welche zwischen den finf Gmrven-Paaren 

xy=b, xy = b, xy = ^, xy = b, ^^jgf 



' l 
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1 1 b b 1 

xy«,^, XF = jj^, xy = 5, ^ xy =|, «7=1 

leqiecliTe rtüftiilOT nd daher duroh dw Auf Pana tob GleicibiiogM 

h'=*1, :an' = l, 4n'=:l. x' = 2x, xT ==^, 

y,':*:!, 2y/ = 1, 4yy = 1, i' = 2j, /=| 

MVeüiTt «wgadrtiftt imrden, ind dM8 daher «bj^a ifftaf VarwjAdtochaileB bei dieeeii Hy» 
feifeete fceneawi^i mil einuider ideatifch aind. 

§. 195» Bine beUebi^e in Syatene xy aogfedrftokle YerwandtecJaft f(xyx'y ) 8= o^ 
jTCtyzy'VsA hat naeh §. 178., sa lange sie «b uad fftr fich betrachtet wird und nicht bloss ia 
■aiag «af aw« gewisse millelst dieser Yormndtsahatt einander verwandle Cunren 9)(xy)s=sO 
ind 9(kY) s 9'<zy) SS o, im Systeme XY im AUgearinen ein System von avei Diffenential- 
f^ehangoa 

gm» Ausdmeke. £s gib! indessen miter den im Systeme xy ausgedräckten Terwandtschaften 
Mflh (einige , wokhe wegen einer gewissen qieciellen Natnr der Fonctionen f und f, anoh 
mmm sie an mid fOr eieh betoachtei worden, im Systeme XT dennodi durch endliche Gleichmigeii 
ausgediOaU werden. Stellen wir nimlich , da die Ftanctienen f und f im Allgemeinen Ter- 
sehiedene bestimmte Consfanten a, b, c, d, e, f, g, h, . . • etc. enthalten , die gegebene tan 
Systeme xy unsgedrAckte Yerwandtscbaft durch die Gleichungen 

f(x,y,3^,y) ffi/iCx,y, x',y,a,¥re,T;-..)=o, f(x,y,x',y') s f(X,y,x^,y',t5,d,g,h, ••>« 
▼or, und stellen wir den der gegebenen Yerwandtscbaft im Systeme XT anhoaimenden Aus^ 
^bmek vor dnnsli 

PtX, T, X% T, e, O+ag+b^ = o, F(X, T, r,r, g, h)+cJj+d^«D 

oder allgemeiner durch 

f(x, T, y , T, e, f, a JJ, bg) = o, f(x, T, T, T, g, h, cg, d^)=:0. 

Es werden alsdann ngter den reissehiedenen kn Ansdrwke 

Ax, y, x', y', et 1^ ^ A . • .) « % Tä y» A l\ e, d, g. h, . . •) = o 
bei Yerschicdenartiger Bestimmung der Constanten enthaltenen Verwandtschaften, die meistei^ 
d. h. diejenigen, bei denen a,l», c, d^o sind, im Systeme XT durch Differential-Gleichun- 
gen ausgedruckt; einige wenige dag^n, und nwar äie durch 

/tx,y,]^,y',o,o,e^^ . . .)aKx,y,3t',y',e,f,. ..)=o, r(x,y,x',y,o,o,g>,. . *)e/<x,y^;y',g4v...)s=99 
ausgedrflckten, werden im Systeme XT durch endHehe Gleichungen 

F(X,T, X',T',e,f, 0, o) fe JtX,T,X,T,e,f)==o, r(JiT,r,r,g,li, o,o)s F'cX,T,r,T,g,h>aO 
ausgedrückt. ' , 

S* 196. Unter didben FuncSonen x» /> F» ^\ weleie yonsofcher specieller Natur sind, dass eine 
mittelst derselben imSysteifie £7 durch endliche49eichuqgen ausgedrackteYerwandtschaR mA 
im Systeme fit durch endHehe Gleichungen dargestellt wird, ist ^dne der inleressaMeMil 
Cbssen diejenige, bei welcher in diesen Functionen von keiner der vier Coordinaten ig, n^ t^ H 
eine(>l)te Potena vorkommt, und bei welcher amgleich weder die $ und 17 ndt ^inwder, libd^ 
auch die t und tf mit einante in diasmi Fnwtionen multiplicirt sind , d. h. bei welcher die 
Verwandtschaft , wenn whr aie mittelsl resuKirender Gleichungen darstellen , welche die lg 
und 7 oder die |f und 17' gesondert enthalten, durch Gleichungen von der Foim 
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dttgeBleDt wird. Die ferste der ia dieser Wdse eriiilleBeB Tier VerwmdtiiilMlIf 

. _ &c+ay+« -. _ CX+*T+ir , _ Cu+^4-« -. _ CÜ+*?+« 

y — S+5y+T • ■ — «+.T+1 » ^ ~ dii+«T+l ' ~ «J+fV+r 

drAckt bduimflieh die Cirilineatioiis-TarwaiidtBeiuifl a». Aüeia anefc die dni ihr%cs ▼< 
wandtsckaften stefleii CoDineatioiieii dar, wie mtm erkeimt, wem mn wmk diese drei Ti 
wudtschafteii in der ^nche des SysteoMS xj nsdridtl, da Buni alsdami Aasdrieke eiUll^ 
welche Ton oiHgem Ausdrucke imserer ersten Ycrwaadtsdufl bloss dadvch ^sncUeden siad^ 
dass die acht Constanten o, ß^ f , J, «, i;, ^, » in acki andere Conslanlea tbergegangoi 
Wenngleich nnn jede dieser Tier Yerwandischaften eine CoOineaiioa nnsdrtckt nnd 
wdl sie acht Unbestimmte enthill, den aügemdnen Ansdmck der allgemeinen Colünralioni 
▼erwandtschaft darstellt, so sind dennodi obige Tier Verwandtsch af len Ton einander tci^ 
s^^edo, da die sie im Systeme xj ansdräckenden Faare Ton Gleichaagen, wie wir den sih- 
hen, in Bezog aaf die in ihnen Torkommenden adit Unbulimmlui Ton einander TenscUeden 
sind. Um also irgmid eine und dieselbe CoDineation in unseren TierCootdinaten-gyslen i en aaa- 
sadrficken, wollen wir, wie in $. 1S&, TcrscbiedeneBnchstaben beaatiea, aad sie daher dvch 
. _ ax-fby-hc ^ _ AX+BT+C . _ •ra-f/^r+y ^ _ AV+Bf^C 

* "dx+cy+l » -*^"~^+BT+l» ^ — Äi+«T+1» ^ — «J+JW+l » 
^. _. &+gy-fh y _ FX+GT+H . gn+^+g ^ _ JP-f flV4-ü 

^ ~ dx+cy+1 • * ~ DX+BT+1 » ^ =»^+fv+i » ^ ~ IW+JBV+l 

re^ectire ansdrtdran. 

Untersachen wir jeiit, wie in $• 12»— 13& , den g^Mseiligen yniammtahant dieact 
Tier Ckappen Ton CoeBdenten , nnd bngen wir dabei mit der JMersadapg deja c« |g e n der 
beiden ersten Grippen an. Ans den YerwandtsAaHsgicidiaagen 

, _ ax-fby-fc . _ fc-fgy+h 

_ dx+ey+i^ ^ dx+ey+1 

ladet ama darch DüTereatiation : 

dy _ (fdK-hgdyKdx4-ey+l)->(ddg+edirXfc4-gy4-h) 
IS (adc+bdy)(dz+ey4-l)-CddK+edyXaz+by+e) 
SibstitBiit man dieses in den Ansdiaek 

1 _ , .dy _ &+gy-fh _ an^-by-hc 4f 
T -~^ "^ff — dx+ey+l dx+ey+1 »• 
so bdLOBBal maa aadi Batwickehnig 

^ Cig-Mj(y-x2) + (bh-cg)(gj+(ah-cO 
^~Cie-bd)/y -xJ) + (b-oe) (S)+(e-cd) ' 

aabstüairl man hierin fir T-<2 "^ £ ^ "^ ^^"^ ""^ <* ^* 



y (ce->b)X+C^-gJ)T4-Cee->bd) . 
* ~ (cg-bh)X+(ah-eOT+(ag-bQ ' 
in ihnücter Weise bekoamrt maa: 
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«, (he-g)X+(f-M)Y+(fe--8d) 
^ ~ (bh-cg)X+(cf-ali)T+(bf-ag) • 
Was ferner die Weise betrilR , in welcher die ersHe Gnippe ?on Coeffidenten mit der 
drittaider obigen vierGnippen ztummmenliängt, so ergibi sich mittelst der Formeln Tonj.!!. 
vnmitteBiar, dass die Verwandtschaft 

ax+by-fe _ fic+gy+h 

^ dx+cy-hl * ^ dx+ey+1 

die nimliche ist, wie die Verwandtschaft 

[(c-H)+(>-fd)la+[(c+l)-C>+d)]v-h2(b+e) 

^ *^ (h+f)u+(h-f)v+2g ^ 

^ _ [(o-l)+Ca-^d)ln+(Cc-^t)-(a^d)]T+2cb--e) 

(h+0a+(h-f)v+8g • 

wihrend dagegen die Verwandtschaft 

^+iv+l ' dn+cT-hl ' 

HB Systeme xy ansgedrachl wird dnrch: 

[(a-jg)-(C-»)lx+(y->)y+[(a+ft-(C+^)l 
~ [(«-/^+CC-^)lx+(y+*)y+[(a+Ä>+(?+*)] ' 

. (J-g)x+(^+g)4'y 

^ [(«~/y)+(C-*)lx+(y+x3y+[C«+/f)+(C+^3l * 
Dnrch gegenseitige CombinaÜon dieser beiden Ueberginge von xy ^n XY und ron xy zn 
n? ergibt sich weiter dieÄrtimd Weise in welcher eine im Systeme xy ansgedrfiekte CoDt- 
neation im Systeme UV anszudräcicen ist , so wie (kberhaupt , in welcher Weise eine in ir- 
gend einem unserer vier Coordinaten - Systeme xy , XT , nv, UV ausgedrückte ColUneations- 
Verwandtschaft auch in den drei fibrigen Systemen anzudeuten ist, so dass wir flbr den yer- 
langtän Coefficienten-Zusammenhang folgendes System von Gleichungen bdi:ommen : 

he-g _ HB-6 (c+l)+(a+d) ^ _ (a-/?)-(C-») 

^—W^' "^-^ roiTJfff' • 2g ' ^"~C«+/^+CS+^3* ^ 

Eine Specialisirung der allgemeinen C!olIineations-Verwandtschaft ist die, bei welcher die 
swdie der einandw coüinear verwandten Gnrven aus der ersten entsteht, wenn man die Lage 
der Coordinaten-Puncte und Goordinaten-Axen verludert, während dagegen die geometrische 
Bedeutung der Coordinaten ^, d. h. die Art, in welcher diese Coordinaten von den Coordi- 
naten - Pmicten abhängen, sich nicht ändert , so wie auch die Function f in der die gegebene 
Curve andeutenden CHeichung tlifj') =: o sich nicht ändert, Ss bedeutet dieses nach S*^^*» 
dass die primitive Curve mit Beibehaltung ihrer Form eine andere Grosse und Lage bekommt* 
Bine solche mit Vergrösserung oder Verkleinerung gepaarte Versetzung nun wird im Systeme 
xy bekannflich durch die Formeln 

x' = ax-hby+c, y' = — bx+ay+h 

angedeutet , so dass man mit Berflcksichtiguhg des zwischen den vier Gruppen von CoelB- 
denten oben gefundenen Zusammenhanges eine Aendemng^ der Coordinaten-Puncte A und B 
in unseren vier Systemen respective durch Formeln von folgender Form 

^Ktr^n Y- A'X+FT , (a'+ l)u+or+t)v+(/->ir') ,« iy(V-U)+g+(V+U) 

■*"^^'*"'^*='^x+DTfr''*^' — yu+d-v-ca^/f) — ' ^^(iy-irKV-ü)-((J'-Ay 

V— bx+av4.h v^ -B'X+AT («--l)u+or^l)v+(y'-d') y 0(V--U)+jy+(V-hU) 

angedeutet erhälL Kur ist zu bemerken , dass die allhier vorkommende Buchstaben o, A, 
A, . . . etc. von den nämlichen, in den GSdchungen der allgemeinen Collineation vorkommen- 

22 
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den Baehstaben TcrsiAiedeii and und daher deotttchkeitshalber alUiier acoenbiiit weiw 
den sind. 

Die betraohtata Specialiaitiiiig det aUgeneiBea Collnieatton hatte mt Firige , diu die 
Nenner der die allgemeine Collineation im Systona xy ausdrCkckeaden CäBichnnyan veiBchwi»» 
den. Wir können eben dieselbe analytische Specialisining aaeh bei den drei andams Am^ 
drflcken unserer allgemeinen CoUineaUon yomehmen« Ba sind aber die also erhaltenen ond 
dnrch die Gleichnngenpaare 

dsso, D==o, '«Pf J>=a«, 

ecsso, Bsco, f = o, E ISS o 

respective angedeuteten vier Specmlisinnigini p wenngleich in analydscher Hinsicht überein- 
stimmend , dennoch geometrisch ypn einander yerschiaden » so dass auch die in dieser Wdse 
ans unserer allgemeinen Collineation erhaltenen vier speciellen Collineationen 

X = ax+by+c, X' = AX+BT+C, ir = au^ßv+y^ ü' » ÄV+BV^C^ 

y = fc+gy+h, T an FX+GT+H, V = Cu+^^^x, V =s FÜ+OV+fl, 

Terschiedene geometrische Bedeutung haben. Es ergibt sich dies niher durch die Bonerkung, 

dass die betrachteten vier Specialisirungen auch betrachtet werden fctanen eis die ^Miali» 

sirungen 

Cs=0| = 0, C=o, f = o, 

H == 0, h =^ 0, F = 0, X =s 0, 

so dass die aus ihnen hervoigehenden oben betrachteten vier speciellen CoQineattonen in 
den Systemen XJ^ xy, UV, uv respective dnrch die Gleichungen 

y^ ^ AX-fB Y ^, _ ax+by „, _ Jü+BY . _ «u-f-^ 

^ — DX+BY+l» * ~ dx+ey+1 ' • " Dü+ÄV+l» '* — Ai+av^t' 
y _ FX-fGY . fic+gyl •^_ Fü-hCV > _ £u+»r 

, — ©X+EY+l^ 7 ^ dx+ey-hl* ^ " Dü+JEV+l' ^ — Ä+ir+i 
angedeutet werdeiL Denn man erkennt jetat sogleich » dasa die beiden erateren obiger vier 
Yerwandtschaften von einander verachieden sind ^ da die erste Verwandtschaft den allgemd- 
nen Ausdruck der AffinUtts^Yerwandtsdiaft darstellt, wfthrend dagegen die cweRe zwar eine 
Collineation ist, sich aber nicht xu einer AfiDnitit specialisirt 

Um den Unterschied awischen den beiden ersteren dieser vier specieUen Collineationan 
deutlicher einzusehen, wollen wir sie niher «peciaUsiren, bis sie dnrch die Gleifihngra 

X = x+c, y = y+h und X «= X+C, T ä Y+E 

re3pective ausgedrflekt werden uiid also anch, wenn man diese in ^ und XY auisigedrfieklen 
Yerwandtschaften in XY und igr respective anadrftokV dnrch üß frWfhmgi^; 

* = hX+cT+r ^ = J»Jf+cY+i ^ **~ac+Cy+l' ^ = Bx+Öj+i 
respective angedeutet werden. Die erstere dieser beiden Yerwsuadtachaften stdlt atoditttt den* 
jenigen Zusammenhang nweier Cnrven dar^ bei dem die primitive Curve eine Translation ohne 
Befcitien und ohne Aenderung ihrer Grösse oder Form erlitten hat, wfthrend bd der swmten 
Verwandtschaft die Curven nicht bloss coUinear verwandt sind^ sondern auch oellinear liegen 
und den Coordinaten-^qnet zum CoUineationfr-Gentrum haben» Specialisireii wir in fthnlioher 
Weise i^ch die dritte der oben betrachteten vier speciellen Collineationen, so gehngen wir zu 
der in up^ereii vi^ Cqordiiialen-^Systeqien reqreclive dorch foltg^de vier Paare von Gleichungen 

11 2=r U+y, V s£s Vt ^ 'tf « I * SS -^ — --^ — r-^» AT = A, 
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aHtiirtekMiYfnrMibnlMft» «w Aar WiAit nüB w n ft^Bani isl^, wMi^ äe tarn 4ir die 
Yerwandlsclitft IT = U+<7, T = Y+H in den drei Systemeii nv, XT» zy awdvMDMie» 
Gteickimgeii ist 

Eine andere Spedafiiining der allgemeinen ConineittoA ist diejenige YerwandUicIiaft, bei 
fmlAer die imaloge Carre ans der primithren lief t o r g cü durek eine tMi<!ooMinaCeahPinele ^ 
als Yf >i |f*aww iingn-Centram Msgekende Vei|;f Maeranf oder Yerkkfanerang; in WeMienf FMkl 
Yerwandlschaft in unseren vier Coordinaten^yslemen respective som AMdmeke hat: 



G) 






Sine andere ^eeialiwmng endUok ist diejanige» bei der die awei anaiege« Fignren ei»*> 
ander affin verwandt sind and die Axen XOX and TOT m Sitaatiena- Axen der Afiaüit 
beben 9 wobei alsdann dio die Yttrwandtsohail aasdrückenden Gleichaag« lalgende Foaai 
annebnien; 

x=x, y«:X, a-=(i)a^ V=:aü, 

y=ay, T = (!)t, V =.(1>, r = aY. 

$. 196.«. Weait wir nach 4ar Methode dei TWigwi PirayrafhcB iiß Ycrwaadlaohaft 

in Coordhiaten-Syfteii« xy anasadrtckeB ventckM} bekoamoi w^ 
M dasB wir die gegebene YerwandUobafI darph die Pomidn 

1 + X . l-'Z 

ansgedrflckt erhalten« Die Yenrandtschaft dae, wiriahe swiseiMi 4» prUHven Pigar ICnr>89B0 
and der analogen Figur f(xY) s£: o besteht , ergibt sieh naah dem Yorigen als mit derjeni- 
gen, wodnrch die beiden Figuran ICUY> ss o and ^(XT) ^ o verbanden sfaid, in geometri- 
aeher Hinsicht tUwrdnstfamnend. Und der Utttanrinad , wdAen wir in g^ 13. and g. 35. 
aariaohen diesen beiden CoDineationen bestehend an» dnditen^ eigttit sidi als ein Mass aaaif-' 
tisdieri d. h.. ab bloss in dem Unterseldede sweier tWNdiiedencr ▲nsdsaehsweisen der niniM* 
liehen Colünealion bestehend. 

g. 196. b. Es ist diese Colünealion, wie aum aas ibtem AasdraelEe 

1+x . 1— X 

leicht erkennt, keineswegs eine von collineirer Lage, sohd^n es liegt das Collineations-Gen- 
tnm des primitiven Systemes xy im fanete x = o, y =s — 1, diss Collineations-Centram des 
analogen' Systemes x^y^ im Poncte x =: «-1, y = — 1; die mit anendlich entfenlen Pnnelen 
den Systeaws xY earrespondirende Gegen -Axe des Systemca xy ist die Goordinaten-Axe 
7 ä=3 e, die Gegen-A» dagegen des Systemes xY hat x+y aes o aar' Gleiehtmg and maehl 
mit der vorfgen Gegen«Axe etaien Winkel von 46o. 



m Bnter AhichMtt IKe 4 CMrdiMtan-SfilMM xy, )(¥, ur, W. 

Bf eifiM tfeh UMmw, dtff jede bdiaMfe, 4 h. ail ooiliiieinr Lig» mtM 
GoBiMaliM 

^. __ ax-fby+c . _ fa+gy-t-h 

dz+ey4-l ' dx+ey+1 • 

dnrdi gehörige Aenderaiig der Iitge imd CSrösae der primitiTeii oder der aaelageB Flgv 
eine sokhe TenraadtiekAft wird , da« sie dvrch die einftieheB Poraeln der bloeeeB •Coof « 



^ oder -, «' 
y = V T S3 V 

ansdrflcklMur ist Drehen wir n&mlich das analoge Sysiem x'y', bis ihre Geg<Hif-Axe mit der- 

jenigeq des primitiyen Systenes. dnen VHakel yon 45* macht, legen wir die €o<Nrdinaten- 

Axe XOX* in die Gegen-Axe des primitiTon Systemes , nnd lassen wir die Coordinaten - Axe 

TOT das Coffineattons-Ceataum dieses Systemes dnrchstreichea so wird die 6egen-Axe des 

aMlogen Systemes alsdann, nach gehöriger Yergrössening dieses Systraies, den Coordina« 

ten-Pnnct O dnrehstreichen, so dass die beiden Figuren alsdann diejenige Lage besitsen, bei 

welcher ihre gegenseitige Verwandtschaft^ wie eben geAind^ wnrde, durch die Formebi 

• 1+x 1— X 

X a= — ^ SB, y := S T 

ansgedrflckt wird, d. h. den Uebergang yon irgend einer primitiven Figor f(nv) = o oder 
f(DY) = zur analogen Figur fCxY) = o oder f(XT) = o darstellt« 

f. 197. Die Tier in dieser Schrift l>isher benutzten Coordinaten - Systeme xy, XT, 
n?, UY haben einige Aehnlichkeit mit drei yon Flücker (Analytische Entwickelangen. 
1831. VoL n.), yon Sommer (Die WinkeUCoordinaten. Iß48.) und yom Verfiisser selbst 
(De quibusdam curyarum affinitatibus 1847.) behandelten Coordinaten-Systemen. 
Untersuchen wir diesen Znsammenhang etwas nfther. 

Es ist erstens das in dieser Schrift yorkommende System uy eineriei mit dem yom 
Yerfasser im yierten Capitel seiner Inaugund-Dissertatic« bebandelten Systeme uy, nur dass 
dort die Entfernung der Coordinaten -Puncto A und B nicht als Längeneinheit, sondern als 
a Längeneinheiten enthaltend betrachtet wird , wihrend dberdies die Tangenten der Winkd 
CAB und CBA dort, statt deren Cotangenten , als Coordinaten benutzt werden , so dass du 
dortige System uy mit dem jetzigen , wenn die Coordinaten-Puncte A und B als beiden Sy- 
stemen gemeinschaftlick angenonunen werden, durch die Formeln 

nur =s 1, yy* = 1, 

d. h. durch die dritte der f. 184^194. behanddten yier Verwandtschaften zusammrahingt 

Es betrachtet femer PlAcker am angefiUkrten Orte pag. 2. die Coastaaten A, B, C der 
Geradtti Ay+Bx+C s= o ab y^iaderiiche Grössen and deutet sie durdi u, y, w respecHye 
an. Von diesen drei Coordinaten jedoch wird im zweiten Bande der Ftficker^schen EnW 
Wickelungen gewöhnlich die u gleich 1 gesetzt, so dass die Coordinaten y nndw des^ dor« 
tigen Systemes in unseren yier CoordinatenF^9ystcmen durch 

respectfare angedeutet werden. 

Es bestimmt femer SomaMr am angefBhrten Orte pag. 3. die Lage eines heliebigea Po»- 
des M durch die beiden Winkel MOX nnd MPX, welche die beiden, den Pinet mit zwei fe- 
sten Puncten nnd P yereinigenden Geraden mil der YereinigungsgenMleii Of der beidsai 
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IMen Finde mtclia; mid zwar ist bei Sonuner die Cotangenle des Wial^els MOX die enb 
Coordinate n, die fiiHbrens (cotg. MOX -- cotg. MPX) der Cotangenteii beider Winliel dfe 
sweite Coordinate y, so dass die Somnier*'8clien Coordinaten n nnd y in nnsoren Tier Cooff» 
dinaten-SjfSlemen, wtMkn wir He Sommer'aclien festen Poncte und P in unsere festen Pnncle 
nnd B yeriegen, nnd daher die bei Sommer s Lingeneinlieiten entlialtende Bntfemnnf 
•OP xnr Lingen-BiiAeil nelmen) dnrch folgende Formeln 

X dT 1 , ^ 1 dV+dü 

1 « «dl 1^ ^ 1 dY-dü 

respectiTo angedeutet werden. 

Es ergibt sich liieraus , dass die nficlLer'sche Cnnre fCvw) =: o nnd die Sonuner'söhe 
Cnnre f(ny) = o die Polarfignren respectiye yon einander sind. Und zwar wird die zwi- 
schen diesen beiden Figuren bei der angenommenen Lage der Coordinaten-Poncte stattfindende 
Reciprocitäts-Yerwandtscliaft mittelst der Coordinaten unserer Systeme durch die Formeln 

y+l^"»' d.h. »+2ü; = o, 

x+X =s 0, T+2r = o 

«ugedr&ckt and ist daher die nämliche, welche zwischen anseren Conren 

f(zy) so and f(XY) gb o 

stattfindet, wenn die eine Figur rieh um 180*> am den Ponct gedreht hat. 

Wenn nun zwei Coordinaten-Systeme ftj nnd 9^ mit einander darch die Formeln 

* = P(l-9). C = PG+7) 

verbanden sind, so. sind ihre Differential-Qaotienten dorch die Formebt 

dg 

d»_ dS~diy _ a]^ ~ 

d5 - aiij:;^ - dg . 

yerbunden, so dass die yiar Bedingungen 

d^ ^ d^ d^ , d^ , 

gj. = o, ig = «» ^ = +^' 3? = ""^ 

mit den yier Bedingungen 

dS , dS , dS df 

^=+^' d^"^""' dij^*'' a^ = ^ 

respectiye identisch sind. Und es ist überdies das zweien Elementen 

in Bezog auf das System ^ zukommende Mittel^Blement 

i ™* 1 

d. h. mit . dem den ntaüchen beid« Elemenlen in Bezug auf das System £17 zukommende 
MitteUBlemente identisch* Weil nun das PIflcker'sche System yw und das Sommer'sche System 

uy, wenn p erstens gleich (-1), zweitens gleichf + ^ jgesetzt wird , mit unseren Systemen UY 

und uy in der so eben angegebenen Weise zusammenhingen, 00 sind die yier PlAcker'schett 
und die yier Sommersachen Bedingungen 



IH Zweiter AbMhntt. Die 6 Ciimliiiil» njriemii 9f, M, ^x» ^®> V- 

*r dr dv . dr , *i ^ d> da . . di . 

respeclive identisek, wihrend flberdiM die fei S*S3— 26. — featotan Big— ectoftw des I6ll*> 
BlenMites vaatutn Systone UY and er «ach bei den FlAckef'fchMi and dem Sonmer'MlieB 
Systeme req»ecti«e staMbideii. 



Zweiter Absclmltt. 



Die 5 Coordinaten- Systeme i^, R$, ^X9 ^®9 V* 

XII. IMe ■ysteme Wf unä tiO. 

$. 196. Ans dem Systeme der orthogonalen CMtdiaalen jj Miet ma» kekmntlioh Aach 
die Formeln 

r = V**+yS 9 == «fc- ^8(x) 

das System der sogenannten Polar-Goordinaten ab, in welchem dieLage eines beliebi- 
gen Ponctes C (Fig. 10.) bestimmt wird dnrch dessen Entfernung CO Tom fesien Poncte 
nnd durch den Winkel » welcher awiaehen der den Fand C mit dem festen Puote Ytreint» 
genden Geraden CO nnd iwisehen einer gewissen Anfangageraden XOX' enthalten ist , d. h« 
durch die Grösse der Undbrehnng wn den Punct 0, welche die Gerade OC hat beschreiben mfissen, 
om , Yon der Anfangslage XOX' ausgehend, aua Pnnote C n gelai^ien, Bs hat als* dkaea 
System, wenn wir, wie in $. 6. die z und y, auch hier die r und 9 durch Zahlen ausdrilfc- 
ken , zu seinen Coerdinaten die Anzahl r der in der Entfernung 0C enthaltenen Lingraein- 
heiten OA und die Anzahl 9 der im durchlaufenen Winkel, oder in der yoUendeten Umdreh- 
ung enthaltenen Winkeletnheiten oder Umdrehungseinheiten. 

Ja ibiilichar Weise kAnnnn wiv ans unaeaem Systeme XT mitlelsl der Formeln 

R=V3P+Tf, . a) = arc. tg.(I^ 

iia zweites System von Polar - Coerdinaten ableiten, in welchem die Lage einer beliebigen 
<}eiMeü^FeQ (Fig. 10.) bestiauoit wird dmreh ihre BmfeBwng OT vom fasten Ptaete and 
durch den Winkel, oder die Umdrehung , welche die betnahtet« Gtiide «m 4m Pimct G hal 
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Itirlütlbee ariteon^ «a ftii Anr Asingriige XOX a» Intal Ligt PCS n gdtagM. b 
hrt alN^itteie« wtftrflyniiM nach f. 74. m wämm CMrdlMiai dio tec^ke AuaU B *i» 
üi derfitffanivif OT — tfcaMaaen lAganriaheilan AO «od dieAuaU 1» der i» dureWwrfiMi 
Winkelyoder in der vdtenMen BmdiehnnyaiilhnlteiienWfateleinhetlgn, odnr «üdrelMUigwjInhBilBa, 
S* 199. So lange nun die Winkel f nnd O an und fBr aich betrachtet werden, ist tM woU 
am Nalörliidiaten , ab Ansahl det Umdrehnngseinheiten die Anzahl der Umdrefaangen selbsl 
ga nehmen , so dasa die Umdrehnngseinheit eine einzige ganae UmdrehHg nnd die Wln^ 
keleinheit 360 Grade enthiit. Da jedoch bei dieser Anni^me die Einheit AO der Coordi- 
naten ^ nnd R von der Einheit der 9 nnd nicht nur TersöUeden, sondern ganz nnabhUngig 
sein wflrde, ist es zweckmissiger, die Länge AO bei der Bestimmung der BnheHen aller wk/t 
unserer Coordinaten zu Grunde zu legen. Man besduneibe also mit dem Radius AO einai 
Kreis ABJ, man trage die Linge AO = BJ auf dem Umfange des Kreises ab, wobei man 
Tom Durchscfanittspuncte B des Kreises nnd der Anfangsrichtung OX anfange, und inan nehme 
Ae Grösse des so erhaltenen Winkels 

BOJ s: — SS etarca 67<«' 

n 

als Einheit der Coordinalen y nnd d), wihrend die Einheit der r «ad SL, wie frfiher, imdk 
AO selbst dargestellt werde. 

$. 200. Aus der Form der Gleidungen, dnrah wdche die Coordinaten rj» und HO aus 
den Coordinaten zy und XT respectiTe abgeleitet wurden^ ist ersichtlich» dass die Curven 

(itf) =s und UJBiO) » o 

Polar-Figuren von einander sind und zwar solche | welche durch die eine oder die midere 
der zwei dnrch die Gl eichunge n 

Vx«+y« s=:dVX«+Y% x» = X«, 

y Y d. h. y Y 

i ~ X^ - X X 

dargestellten Reciprodtftts-Yerwandtschaften mit einander yerbunden sind, woraus man jedodi 
kdneswegs sclAesse | dass einer jeden primitiTen Cunro f(r9) s=s oder f(R<I>) = durch 
gegenseitige Verwechselung yon ry und JkO zwei in Form und Lage yerschiedene Cunren 
entsprechen. Es besteht n&mlich wegen des in den Formeh r=s±«^x*+y* und R=iVXH-Y« 
befindlichen Doppebeichens ±, jede der beiden Cnnren fCry) == und f(R<D3 s= o aus zwei 
symmetrisch Hegenden, in Form und Grösse fibereinstimmenden Zweigen, so dass einer ein- 
zigen primitiyen Conre f (r^) = oder tCHO) = zwar nur eine einzige analoge Cmnre 
f(Rd>) SS oder fO^) = entspricht, aber in doppdter ffinsicht, jenachdem man den ersten 
Ufti zweite» Zw^ der pi^tiwen Gurre dem erstos oder iwdten^ odnraber dem zweitem nml 
emlen Zweigo der analogen Cunre entapfftfhfmd siek denk«. Wenn wir jedoch die im Sys temn 
Tf gewöhnlich angenommene Bescbrftnkung', dass di« Bnttamnag 9C und ddier noch dio 
Coordinate r stets als positiy betrachtet werden soll, onf das System B/t> übertragen und da- 
her die Entfernung OT und die Coordhule R stets als positir annehmen, besteht eine jede der 
l^elraehletM Cnmaa nur in 4m #eeieUaa MI0, dass diesdben dnroh die eine oder tmd&m 
der spfwWhin Gleiohangafoimen 

f(rS7) = 0, f(R%<D) = 0, fCr, cos. 9) == o, f(R, cos. 4^ «0 olc. 

dargesteflt werden, aus zwei synuneirisdli liegenden Zweifenv wihrend dagegen im allgemein 
nn RaVe nariscben den Cumen Kjpf))»? o und t(fi0} astm die nindifche Yerwandtanhaft !•« 
siebi, wie iwisdMi don Onrftn f(xy) «t o und KJLT) n o, niadioh die diireh die flieicbMM 
gm z &=: X, f sa T daigerta Dtn, fiir welche einer ebnagen primiihrett Oarm nur eine 
analoge, und nur in einfacher flfinsicht, enlsprichL 
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f» SOI. Di idflo bei dieMr AnMhme die g€|geiiieilige BeiidiiDig' dar Sfrteflie' tf nd 
■i9 die Bimliche ist, wie diigenige der SystoBe zy und XY, ktanen wir tUe Femielli dee 
SyitaMB Tf immittelbar in das System Kd> iiiertngeDy wem wir Uess z md 7 mit X nd 
T terleesdkeo» Aas der bekamtn F4iniiel s. B.^ gemiss weleiier im System r^ ist 

r^= ig. OCG== -ig. (C06+CG0) = -tg. [trc. lg. ^J) +arc. lg. (jY^ 
leitmi wir die analoge Formel ab 

RjJ = -tg. [arc. tg. (^Y) + ^^' *»• Cl)] — "^^ (CFO+COF) = lg. OCF, 

woraus weiter folgt 

doD ndd> 

SO dass der in einem beliebigen Ponete r = a, 9 = b einer beliebigen Qirve fCry) = o 

swischen LeitstraU und Tangente enthaltene Winkel 0C6 das Supplement des im analogem 

Elemente R =: a, d> = b der analogen Cnnre fCRCl^ = befindlichen Winkels 0G6 ist 

Aus der angegebenen geometrischen Bedeutung der Coordinaten r und R und der Coor- 

d<s d0 

dSnaten-Functionenr^ vid R ^ erkennen wir leiehti dass das Bedingungenpaar 

~ SS Oy r = endlich mit ^ =s= o, R =s endlidi 

in geometriscner Bedeutung identisch ist, da in beiden Fällen dadurch angezeigt wird, dass 
die Tangente der Cunre im betrachteten Elemente auf dem Leitstrahl OC senkrecht stehen soIL 
Wenn dagegen irgend eine derjenigen fünf Bedingungen stattfindet, welche in der Sjprache 
des Systemes rtp und in derjenigen des Systemes R<D respecti?e durch folgende Gruppen ron 
CSeichungen 

r = ao, R = co, g = o, JJ = o, 

rssQo, R=s endlich, ^ = ^> ^ ~ ^' 

r = endlich, R = oc , -J^ = 0, ^^ z=s o^ 



OD 



R s=s 0, ^ SS 0, SIT =^ endlich, 



rsso, RssoD, T^^^ endlich, -^ :s= . 

angedeutet werden, so hat die Cunre respective: i) Efaie durch gehende Asymptote; t) Eine 
gewöhnliche Asymptote; 3) Eine durch O gehende Tangente; 4) Eine parabolische Asymptote ; 
wAhrend endlich 5} die Cunre sdbst dmrch geht 
S* 208. Wenn in den QleichungM 

fOr^) SS o, t(R0) SS o 

die Coordinaten r und R nicht vorkommen , rednciren sich liekanntUeh diese Gleidiungeii, 
wenn die Function f eine algebraische ist, auf ein Froduct von 1 oder (m>l) GleidoDiigeB 
von der Form 

y aesa, 0Ba A, 

welche respeetiYe eine beliebige, dureh gehende Gerade und einen beliebigen unendlich vom 
entfernten Pnnct bedeuten, so dass in diesemFalle durch die belraehteten Gleichungen alge- 
hraische Curven ansgedrddct werden rei^ecüve m^ Ordnung und wf» Glasse, welche aas 
einem Systeme mehrerer Geraden oder PÜicIe bestehen. 
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f. 803. Wenn dagfefen in den gegebenen 

ftry) = o, t(M» = 0, 

wie es im ADgemeitten der Fall sein wird, niclil nnr die Coordinaten 9 nnd <D, sondern aach 
die r nnd R yorkommen, so werden durch diese Gleichungen, wenngleich die Function f eine 
algebraische istj transcendente Cunren dargestellt, wie z. B. durch die einfache Gleichung 
r =s ay die transcendente Cunre der Archimedischen Spirale ausgedrflckt wird. 

S* 204. Es können indessen Gleichungen yorkommen, in welchen die algebraische Fun- 
ction f, statt dass sie die beiden Coordinaten r und 9 selbst enthält, bloss die eine Coordi- 
nate r unmittelbar enthält , die andere Coordinate 9 nur unter der Form eines Sinuses oder 
iigend einer anderen circulären Function yon 9 , oder wenn die Function f bloss die 9 un- 
mittelbar enthält, die r nur unter der Form yon arc. tg. r oder irgend einer anderen inyerso- 
circulären Function yon r, oder wenn endlich das Nämliche bei den Coordinaten R und O 
stattfindet. In allen diesen Fällen haben die durch solche Gleichungen 

fCr, sin. 9) =s 0, f(R, sin. <D) == 0, f(9, arc. sin. r) =s 0, f(<D, arc* sin. R) = 
ausgedrückten Curyen die Form algebraischer Curyen, woraus man jedoch keineswegs schliesse, 
dass sie wirklich algebraische Curyen sind. Denn da z. B. die Gleichung r= a. cos. 9 nur 
ein specieller Fall der allgemeineren Gleichung r = b9+a. cos. 9 ist, welche an der Grenze, 
wenn die Grösse b unendlich klein geworden, aus der yorigen Gleichung heryorgeht, so bleibt die 
durch die Gleichung rs=s b9+a. cos. 9 ausgedrückte Cunre, wenn sich die Constante b auf 
redueirt , zwar noch stets transcendent , ändert aber ihre Form so , dass ihre unendlich 
yielen, yon einander yorher in Form verschiedenen Zweige jetzt mit einander und mit dem 
Kreise z^+y^ &= ax coincidiren, so dass dieser Kreis keineswegs die Cunre r =: a. cos. 9 
selbst darstellt, sondern bloss einen einzigen Zweig dieser Cunre, aus welchem durch unend» 
Uchyielmalige Bedeckung seiner selbst die ganze Curye r. := a cos. 9 heryorgeht. 

$. 205. So auch wird zwar durch die Gleichungen 

r = a und ^ ^= « * 

so lange sie als Gleichungen der Coordinaten-Systeme rx und RX oder als Gleichungen der 
Systeme zy und XT betrachte werden , d. h. so lange z und X als die in diesen Gleichun- 
gen nicht yoiiLommenden und daher unbestimmt bleibende Coordinaten betrachtet werden, 
der in den Systemen zy und XT durch die Gleichungen 

x2+y«=a, X«+T« = - 

a 

ausgedrückte Kreis angedeutet. Wenn dagegen die nämlichen Gleichungen in den Coordina- 

ten-Systemen r9 und Rd> interpretirt werden , d« h. wenn die Coordinaten 9 und O als die 

in ihnen nicht yorkommenden Grössen betrachtet werden , welche alle möglichen zwischen o 

und OD enthaltenen Werthe annehmen dürfen bei constant bleibendem r und R , so ist die 

durch die betrachteten Gleichungen ausgedrückte Cunre eine solche, bei welcher der die Cunre 

beschreibende Punct oder die sie beschreibende Tangente sich unendlichyielmal um den Fund 

oder G dreht, d. h. es ist die in den Systemen zy und XT durch die Gleichungen 

Cz^+y*-a)»=:o, ^X^+T^-j^'^t^o 

dargestellte, aus unendlich yielen einander bedeckenden Ezemplaren des yorigen Kreises be- 
stehende transcendente Curye« 

S* 206. Aus der Form derjenigen Gleichungen des Systemes zy oder XT, welche, wie 
Mher gefunden ward, der Geraden^ dem Pnncte, dem Kreise und überhaupt dem Kegelschnitte 
in gewissen Lagen zukam , ergibt sich , dass Ae durch folgende Gleichungen des Systemes 

23 
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ry oder R<D aosgedracklen IraiiflceBdciAeB Ganren soiebe slni, wcMm dendi eine «neidlieli- 
yielmalige Wiederholoog folgender algebraischen Cnnren retpeoÜTe entilelien: 

r BS a. aeo« (9«^b) . » » . Bine beliebige Gerade. 

Rs= A« 8ec.(d>-^B) .... Hn beliebiger PBet 
l 



w/ g)8. y \ ^ / — ^\ I gj^^ EUipae oder Hyperbel » welche 
^ \ • /^ \ ^ / l XOX und TOT au ihren Axen hat. 



R = ' 



VC>. C06.<D)^4-(b. sin. 0>)< 

l COS. O Eine Parabel» welche O zmi Seheitd 

'*-»>*tSV:' '^''"^iffi:^ «d xor «r iü» tot 

r =5 a. COS« 7, R s:-j — — — ^ Bin durch gehender Kreis. 

a D A #n ^^^ Parabel, welche sufn Breimpancle 

' ~ l+cos.^' R Jte A COS. q> ^j j^y ^ ^^ ^^ 



xin« Die srstoMM ^x «n« ve^ 

S. 207. Bs wurden in den CoordinaleiHSy^tonien ut und UV nach S- 170. «ad f. 165. 
ein durch die beiden Coordinaten - Puncto A und B gehender Kreis , eine durch beide Coor- 
dinalen-Puncte gehende und ihr Centrum in habende gleichseitige Hyperbel und ein beide 
Coordinaten - Axen A'AA" und B'BB" bei gewisser Lage seiner Brennpuncte berflhrender Ke- 
gelsehniti durcb folgende Gleichmgen 

erc. tg. u± arc Ig. v szs k^ arc. Ig. U± arc. Ig. V s= k 

respectiye angedeutet. Wenn wir die Wii^Kel GAB, CBA, lAB, HBA, deren Cotaagenten odit 
Tangenten wir respective durch u, v, U, V angedeutet haben, durch die Buchstaben 

V', X, "Pj 9 

respective andeuten, so nehmen genansle vier Gieichüngen folgende einCschere Form an : 

;t+V =a 1800-.K =«', x-*^^f V+© = «, y^© = «. 

Jedoch nicht nur die Summe oder die Differeni zweier solcher Winkel , sondern fiber» 
haupt eine beliebige Ftanction f dersdben kinnen wir gleich o setien und die sich erg^ 
benden Gleichungen 

f(M^;f)«o, f(y©)=3 

als den Ausdruck gewisser Cur^n in den Coordinaten - Systemen y^x ™d VQ respective 
betrachten. 

$. 208. Man nehme also zwei feste Puncto A und B zu Coordinaten-Punclen, und zwei 
in diesen Püncten zu ihrer Vereinignngsgeraden AB senkrecht gezogene Gerade .A'AA* und 
B'BB'' zu Coordinaten - Axen , man bestimme die Lage eines beliebigen HemealarpnnoleB 
G im Systeme i/jx durch den Durchschnitt zweier verftnderlicher, durch die CoerdiMten-Puncte 
gemgener Geraden AG und BC, die Lage einer beliebigen Etementargeraden HCl iaa Systeme 
76 durch die Vereinigung der beiden PuncleH undl, in welchen zwei verinderliehe durob die 
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Coordiiiaten-Piiiicle geiogvne Geraden BH und Aldie Azen B'BB" und A'AA" respedive treSea^ und 
man bestimme die vier Terinderlichen Gertden AG, BC, AI, BH selbst durch den Winkel^ 
oder die Umdrehung, welche die betreffende Gerade nm den Punct A oder B hat beschreiben 
mflssen» um ^on der Anfangslage BAX oder ABX zur Unalen Lage zu gelangen« Wenn wir 
also, wie f. 6. die Coordinaten zy, XT, uv, UV, so auch unsere jetzigen Goordinaten yfXj 
9B durch Zahlen ausdrficken, so sind diese Coordinaten die Anzahlen der Ton den Tier ver^ 
inderfichen Geraden AC, BC, AI, BH Tollendeten Umdrehungseinheiten. 

S. 209. Die Wahl solcher Einheiten unserer Goordinaten ipx^ ^® ^'^^ ^ohl am Zweck- 
massigsten eingerichtet , wenn wir eine allen vier Coordinaten gemeinschaftliche und aus der 
Natur der Coordinaten-Systeme selbst hervorgehende Einheit wählen. Die natfirlichste Umdre- 
hungseinheit nun, welche sich sogleich darbietet, ist diejenige, bei welcher nach Vollendung einer 
Umdrehung Alles in den früheren Zustand zurückkehrt. So lange man die verschiedenen Puncto 
• irgend einer veränderlichen Geraden AG an und für sich betrachtet, ist dazu eine ganze Umdrehung 
dieser Puncte um den Punct A, d.h. ein Winkel von 360^ erforderlich. Da jedoch die Umdrehung 
dieser Geraden hier bloss dazu dient, den Durchschnittspunct C dieser als ein Ganzes b^ 
trachteten Geraden mit' einer zweiten Geraden BC zu bestimmen, so bietet diese Gerade AC schon 
nach Vollendung einer halben Umdrehung, wenngleich sie eine in einer Punctenverwechse- 
lung bestehende innerliche Aenderung erlitten hat, keine äusserliche Aenderung mehr d#f 
und bestimmt daher alsdann den nämlichen Punct C , wie vorher, wesshalb wir als die uns^ 
ren vier Goordinaten v^ , ;^ , V; 6 gemeinschaftliche Einheit eine Umdrehung von ISO^ neb» 
wmt wollen. 

S, 210. Die Coordinaten-Systeme t/zx und 90 stimmen mit den Systemen uv und Uf 
darin überein , dass die Lage jedes beliebigen Punctes C oder jeder beliebigen Geraden HO 
durch die Grösse der Umdrehungen bestimmt wird , welche die veränderlichen Geraden AO 
und BC oder AI und BH um die Puncto A und B beschrieben haben, und dass daher durdi 
jedes bestimmte Element 

u = a, U = c, ip =z e, 9^ = g^ 

v = b, V = d, x = U = h, 

in den Systemen uv und y/x ein einziger bestimmter Punct, in den Systemen UV und VQ eine 
einzige bestimmte Gerade angedeutet wird. Während aber in den Systemen tpx ^^^ ^0 die 
Grösse dieser Umdrehungen unmittelbar selbst die Lage des Punctes C oder der Geraden 
HCl beslimmt, hat die Grösse dieser Umdrehungen in den Systemen uv und UV nur vermit-* 
tebt ihrer Cotangente oder Tangente auf die Lage des zu bestimmenden Punctes oder der n 
^bestimmenden Geraden Einfluss. Es ändert nnn aber die von einer beliebigen der vier ver« 
äMkrltohen Geraden , z. B. die von der Geraden AG oder v == o eingenommene Stelle sich 
nicht, wenn diese Gerade einige Haie sich um den Punct A ganz oder halb umdreht, d. h* 
wenn die Anzahl e ihrer vollendeten halben Umdrehungen um eine beliebige ganze Anzahl 
B von neuen halben Umdrehungen sich vermehrt oder vermindert. Während daher in den 
Systemen uv und UV aueh umgekehrt jeder beliebige Punct C und jede beliebige Gerade HCl 
nur durch ein, einziges bestimmtes Element 

u = a, ü = c, 

v = b, V = d 

respective angedeutet werden , wird dagegen im Systeme ipx jeder bestimmte Punct C nicht 
durch ein einziges Element 

V' = e, x = U ^' 

sondern auch durch eine ganze Gruppe unendlichvieler unserer Elemente 
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jmd überdies noch durch unendlichviele andere Grappen solcher Elemente 

angedeatet. Ebenso wird nach im Systeme !P6 eine einzige bestimmte Gerade dardb die 
(cd X od} vielen Elemente angedeatet» deren Ausdruck aus dem anbestimmten Ansdracke !R=g+m, 
O = h+n durch die Bestimmung der unbestimmten positiven oder negativen ganzen Zahlen 
m und n hervorgeht , woraus weiter folgt , dass zwar in allen vier Coordinaten-Systemen uv, 
^> ^Xi ^® ^^^^ j^^^ beliebige bestimmte Kette £(^17) =0 nur eine einzige bestimmte Curve 
andeutet, dass dagegen jede bestimmte Curve bloss in den Systemen uv und UY auch umge- 
kehrt nur durch eine einzige bestimmte Kette angedeutet wird, wfihrend dagegen in den Sy* 
stemen tpx ^"id, 76 jede beliebige Curve durch unendlich viele im unbestimmten Ausdrucke 
f(S+m, 17 +n) =: enthaltene Ketten ausgedrückt wird. Es ist uns daher eriaubt, in den 
Systemen y/x ^^^ ^® die gegebene Gleichung fQi) = einer Curve dadurch zu vereinfachen, 
dass wir bei schicklicher Wahl der Zahlen m und n die Coordinaten 1^ und 17 durch |+m 
und 17 +n respective ersetzen. So können wir z. B. die Gleichung der Curve 

Op-^by+Cx-^^y = 49 zur Gleichung tp^+x^ = 49 
▼ereinfachen. 

$. 211. Aus der in S* 14. angegebenen geometrischen Bestimmung der Zeichen + und — 

der Coordinaten uv, UV, so wie aus dem Zusammenhange, welcher nach den Elementen der 
Goniometrie zwischen dem Zeichen + oder «- einer Tangente oder Cotangente und zwisdiea 
der Grösse und dem Zdchra + oder — des zu dieser Tangente oder Cotangente gehörigen 
Bogens stattfindet, erkennt man leicht, dass die Coordinaten ipx^ ^® dann positiv sein wer- 
den, wenn die Richtung, in welcher, von ihrer Anfangslage an, die Geraden AC und AI sicli 
«m den Pnnct A, die Geraden BC und BH sich um den Punct B gedreht haben, die in der 
ersteren der nebenstehenden zwei Figuren 





durch die Pfeile angedeutete ist, negativ dagegen, wenn die nach dem Verlassen der Anfangs^ 
tage vollendeten Umdrehungen in der Richtung, wie sie durch die Pfeile der zweiten des Fi- 
guren angedeutet wird, stattgeflmden haben. Da nun die Tangente eines, z. B. von + x 360^ bis zu , 
+ 10x360® sich unaufhörlich vergrösserenden Winkels abwechselnd >o und <o ist, so sieht 
man, dass die verschiedenen Werthe, welche beim Positivbleiben der Coordinate V der Coor- 
dinate U =: tg. V in den verschiedenen Elementen der Ketle 6 = b , d. h. eines in der 
Aze A'AA" liegenden Punctes, zukommen, abwechselnd >o und <o sind, so dass das Posi- 
livsein der Coordinate V keineswegs diejenige geometrische Bedeutung hat, welche nadi 
$. 14. dem Positivsein von U zukommt , d. h. dass die Tangente der Curve die halbe Axe 
BV treiTen soll. In ähnlicher Weise eri[«nt man, dass im Coordinaten-Systeme ^x ^ Panel, 
fBrden V'>o,j:>o keineswegs im Rechtecke A'ABB* zu liegen braucht, in welchem nach $A4. 
stets u>o, v>o ist, sondern dass, wenn die Coordinaten tp Xf V, 9 >o oder <o sind, kdne 
geometrische Bedeutung einer bestimmten Lage des betreffenden Punctes oder der betreffen- 
den Tangente , sondern bloss eine ideale , aus der Wahl der Anfangsumdrehung hervoige- 
hende Bedeutng sich ergibt. 
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S« 218. Avi dem ZasamHieiiluuige, in welchem die Syiteme tpx ™d V8 n den Syil^ 
men uv und UV respecÜTe stellen, ist leicht ersichtlich, dass die Cunren tO/zx) = o ond 
r(!P6) =s die Pokur-Fignren Ton einander sind und zwar solche, swischen denen die nim- 

Hche Reciprocitäts- Verwandtschaft besteht, wie zwischen den Figvren ff -, - j =s o und 

f(Uy)=so, oder zwischen f(uv)s=onnd fj^ij-, ^)=^ o. 

$• 813« Die Disoossion der durch eine beliebige Kette fC^iy) = o ausgedruckten Cunre 
gründete sich nach S* 80. bei den Systemen zy, XT, uy, UT darauf, dass wir diejenigen 
Elemente der Cunre suchten, bei welchen den Coordinaten oder Coordinaten-Functionen | , 17, 

If ^9 ®^* gewisse specielle Werthe 0, go, 4-» — 1 zukamen. Bei unseren jetzigen Coor» 

dinaten-Systemen y^x ^"^^ ^^ dagegen ist die Discussion einer Cunre fCSi;) = in anderer 

Weise Torzunehmen. Weil nfimlich die Coordinaten | und 17 nach $. 210. in den Systemai 

fpX ^>nd '^ 0^^ Aenderung des von der Curve eingenommene Ortes durch S + m und 

17+n ersetzt w^den dflrfen, erkennt man leicht, dass die den drei Bedingungen S == — 1» 

S = 0^ S s:s 4- 1 zukommenden drei geometrischen Bedeutungen allhier mit einander und mit 

derjenigen der allgemeineren Bedingung | = m eoincidiren, wie auch die drei Specialisirun- 

gen 17=;— 1, 17 = 0, $1 z=s +i keine besondere Untersuchung erfordern , sondern durch 

diejenige der allgemeineren Annahme 17 = n zu ersetzen sind. Ausser diesen beiden 6pe- 

dalisirungen S = m und 17 ss n ist es alsdann zweckmfissig, in den Systemen y/x und W9 

1 1 

auch noch die beiden Specialisirungen § = ai + - und i7r=:n+ q ^ discutiren. Die Unter- 

suchung femer der beiden Specialisirungen 3 = ±1 muss allhier , da die diesen beiden Spe- 



daUsimngen zukomm«den geometrischen Bedeutungen keine anderen sind als diejenigen der 

beiden allgemeineren Specialisirungen | = ±1 » durch die Untersuchung letzterer , d. h« 

der beiden SpeciaUsfarungen i7±S = m' ersetzt werden« 

$. 814. Was dagegen die Untersuchnng der vier Spedalisirungen 

dj — ^' Tg-*'» d|-+*' ag — ^ 

anbetrifft, so braucht diese allhier, da man hat ,^ ^"^ ss ^ , nicht durch diejenige allge» 

meinerer Specialisirungen ersetzt zu werden, sondern es sind diese Specialisirungen, wie bei 
den Systemen zy, XT, ut, UY, so auch hier besonders zu untersuchen. Es ergibt sich dies 



niher, wenn wir die geometrische Bedeutung der Diflbrential-Qnotienten —- und ^ betraoh« 

ten und daher aus den Gleichnngen 

u = cotg. V, ▼ = cotg. Xj ü = tg. V, V = tg. e, 

mittelst wdeher die Systeme ^ßx i>Bd V8 mit den Systemen wr und UV zusammenhingen , 
die Diffierential-CHeichungen 

dn d^ /sin. ;tY dU dV Zoos. ©V 

ableiten und hierdnreh die geometrische Bedentug der Difliereiitial-Quotienten -r ^d n tnf 
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die in $. 65. betrachtete Bedeutang der DifferentiaL-Quotienten -p and ^ rednciren. Es zeigt 

sich alsdann, dass wir -p entweder als das Product (Fig. 2.) 

dv/ _ sin. CAB sin. ACH 

dx ~ srnTCBÄ ^ sin. BCH 
der Quotienten der Sinnsse der Winkel darstellen können, welche die yeränderlichen Geraden 
AC und BC mit der Geraden XOX and der Tangente CIHG der Gorve einsehliessen , oder 

aber als den Quotienten -p = ^ der Lfingen der beiden Segmente, welche die in A and B 

auf AC und BC respective errichteten Perpendikel Ax and BJl von der jedesmaligen Normale 

CAx der Curve abschneiden. Und in ähnlicher Weise können wir auch den Differential-Quo- 

iV 
tienten -rg leicht geometrisch deuten. 

« 

$. 216. Aas den geometrischen Bigenschaften, welche nach §. 41 — 62.. der Cunre fCuY>=30 
oder fCUY) = o beim Besitze selcher speclelier Elemente zukamen , in wdchm die Coordi- 
Baten av, UV gewisse specielle Werthe besessen , l^ten wir mittelst des zwischen einem be- 
liebige Winkel and seiner Tangente oder Cotangente stattfindenden gooiometrischen Zosam* 
menhanges leicht ab , dass die Curve tOl/x^ = ^ ^^^^ '( ^®) = o in denjenigen specieUen 
Elementen, in welchen respective ist 

durch den Pnnct B geht ; 

A 

eine durch B gehende Tangente hat; 

» » -A » 9 9 9 

der Axe A'AA" begegnet; 

9 9 B'BB" 9 5 

die Axe A'AA" berflhrt; 

9 9 B'BB" ^ ; 
sich unendlich von entfernt; 
der Axe TOT begegnet; 
eine durch gehende Tangente hat; 
mit^XOX' parallel läuft; 
der Axe XOX' begegnet; 
die ,, 9 berfihrt; 
ä> [ eine zu XOX' senkrechte Asymptote hat ; 
« » » 9 Tangente , ; 
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V/ =s m+l. 



X — ^ 
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X SS n+i, 
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9 s= m+l, © = b, 
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il/+X — ^ 
y/-X = m, 
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!P=in, 
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O ^ OD, 
O =: G, 

U= 0, 

U=: C, 
U SS 0, 
U SS C, 



©= n+i, 

V-X = b, 

^+X = «. 
?P-©=b, 

?F+0= a, 
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X = B + J» 
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ü = 00, 

'ü = c. 



Sc 
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ü = OD, Y = 

hierbei sollen m .und n beliebige positive oder negative, ebene oder unebene, allein stets 
reelle und ganze Zahlen bedeuten^ a und b dagegen mögen beliebige reelle gebrochene Zah- 
len vorstellen, während c und d endlich ganz oder gebrochen sein können. 

$. 216. Aus den beiden Gleichungen ferner, mittelst welcher nach $. 214. die Diffe- 



rentiaUQaolieBten -p und -t» mit 



-X and -^ raapodfcre v^bunden sind , erkeonan wir, dais 

eine Curve (Cy^x^ == o ^^^^ ti9&) = o in denjenigen Elementen, in welchen sie der einen 
oder der anderen voa folgenden vier Bergungen 

dv/ &ip AV dV 

_"?i'^''' ix"^"^' de^""' <f5' = 

unterworfen ist, im Allgemeinen zugleich , so lange wenigstens nicht der specielle Fall ein- 



QO 
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ttWt^ dass die CoordiMle y/ t^ff jp in ditsen Etemenlen du ipedeliM Wcrlii tagmA eiaaT 

gansen Zahl m, die Coordinate V oder 9 einen Weiih von der specieOen Art m -f ^ W 

riliti der analogen Bedingung nnlenrorte aein wird, daaa reapeotive iai 

dn ^ da dU dU 

a^ = o, av^"^» dv = ^' dv^'^' 

d« 1l daaa die Tangente der Corye im eraten Falle dmrcfa A j im sweiton Falle daroh B gehft| 
daaa die Corvo im dritten Falle der Axe ff BB" , im vierten Falle der Aze A'AA" begegnet 
Ana den nämlichen beiden Gleichnngen erkennen wir, daaa die vier Bedingungen 

im AUgemeinen Iteineawega die vier Bedingungen 

dv ~ '*'^' dv — ""^' dV — ^^' dV — ""*' 
d. h. ifie vier Bedingungen 

V-^e se m, V-e sc: m, ^-h;t «* «, ^-jr BÄ3 m 

l ea p ee Uve zur Folge haben werden, sondern daaa aua den vier erateren diaaer acht Bedingungen 
■nr dann die vier letaleren reapeettve folgen, wenn an den beiden erateren nodi die siebente oder 
achte und au der dritten und vierten Bedingung noch die fQnfte oder^echsto hinnkeannt, weil aontf 

die Quadrate ( . - ' ^ 1 und ( — ^—i^ einen von +1 verschiedenen Werth besitzen würden. 

V^ain. Vy \cos» WJ 

f. 817» Sehen wir jetat, wie sich aus dem VoriiergeheBden die aUgemeinen Eigenach«^ 
ten ableiten lasaen deqenigen Clasaen von Cnrven 

fp(V9f)aB0 und fp(!P») = o, 

wckhe im Sfsleme ^ oder BV durch eine algebraiache Gleictang (py^ Grades nttgoi* 
druckt werden. 

Die Kette (p)^ Grades fp(^x)=<> hat mit der Kette ersten Grades v^ s=: o im Allge- 
meinen p reelle oder imaginflre Elemente 

^ a= 0, V = o, V/ = o, ^ = 0, 

gemein ; und zwar wird es sich nur zufSlligerweise bisweilen ereignen , dass die eine oder 
die andere der Grössen e, e', e", ete. eine ganze Zahl beträgt.. Wenn wir dies nach 
S- 215. geometrisdi interpretiren , so folgt, dass die Gurve fp(V^;t> = o im Allgemeinen p 
reeUe oder imaginäre durdi den Fund B gehende Zweige besitzen wird. Weil aber die Kette 
|p(V';|f)=o ausserdem mit jeder der unendlich vielen Ketten y/z=iJ^t^ ^s= — 1, v^^^^+S, 
^ tt= ..3, ete. p reelle oder imaginäre Elemente gemein hat, deren geonutriaehe Bedeutung 
nach g. 813. die nämliche ist, wie diejenige der p Hemente, welche ihr mit der Kette ^=3x# 
gemeinschafUich sind, so hat unsere Cnrve im Allgemeinen unendlich viele verschiedene durch 
den Pänct B gehende reelle oder imaginäre Zweige. In ähnlicher Weise erkennen wir, dasa 
unsere Curve, weil sie mit jedem der unendlich vielen Ausdräcke von d^ Form 

p reeite oder imaginäre Elemente gemein hat, im Allgemeinen auch entweder mit reellen 
oder mit imaginären Zweigen unendlichoftmals durch A gehen, unendlidiofimala den Anen A'AA", 
B'BB" und TOT begegnen und unendlich viele Asymptoten besÜEon oder wenigstens unendlichmal 
sich unendlich von O entfernen wird. In ähnlicher Weuie erkennen wir, dass die Curve 
t^9Sy s: e unendlich viele durch A, unendKch viele durch B, unendich viele durch ge» 
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hende Tangenten betilil , nnendUch oft jede der beiden Azen A' AA" nnd VBV berOhrty 
nnendlich oft mit XOX* parallel iai. 

Wenn wir unter fp nicht mehr die aOgemeine Function (py«« Grades verstehen, sondern 
eine gewisse specielle» so können wir diese Specialisining Ton solcher Art ims denken, dass in 
d«6Ieichangen fp(^x)=o ^^^ fp(!Fd) =0 die (p)^ Potenz der Coordinate ^ oder x eder 
!F oder 6 nicht mdir Torkommt In diesen Fftllen liesitzen die durch diese Gleichungen an^ 
gedruckten Curven respective ein Elem^t von folgender specieller Art: 

Es wird alsdann die Cunre fp(V^/) = im ersten Falle eine solche specielle Form be- 
sitsen, dass sie mit unendlich vielen Zweigen , welche der durch den Punct B gehenden Ge- 
raden X ^=^ immer mehr parallel werden, sich dieser Geraden als Asymptote immer mehr 
nihert , und so auch im sweiten Falle eine solche speciale Form , dass eine gewisse be- 
stimmte, dureh A gehende Gerade tpz=b ihre Asymptote ist, keineswegs jedoch eine im ge- 
wöhnlichen Sinne des Wortes, wie deren bei algebraischen Curven vorkommen, sondern eine, 
lu deren Erreichung unendlich viele Zweige erforderlich sind, während dieCurve fp(¥^9)=o 
im dritten und vierten Falle sich respective dem in der Axe A'AA' oder VBK' Uegendeii 
Poncte 6 = b oder !P = b als Asymptoten-Ponot mit unendlich vielen unendlich kleinen 
Windungen immer mehr nahem wird. 

Die den Zusammenhang zwischen zwei veränderlichen Grössen ^ und x darstellenden 
algebraischen Gleichungen ersten oder höheren Grades f(}px) = zerfallen, wie aus den 
Elementen der Zahlenlehre bekannt ist, in zwei Classen: in s<llche, wddie in ganzen Zahlen 
lösbar sind, und in solche , welche keine solche Lösungai von der speddlen Form fff ss n^ 
jjfBm zulassen^ sondern nur Lösungen, bei denen ^ und x gebrochene oder irrationale Wv- 
flie bekommen. Wenn also die Function f von solcher specieller Natur ist , dass irgend eine 
von folgend« vi^ Gleichungen 

f(V/;t) = o, f(v+5,X+J)=o, f:TO) = o, f(y+5,Ö+|)=o 

in ganzen Zahlen lösbar ist, so besitzen unsere Curven f(^x>=o ™^ f(!P9)=o nach f. 816. 
die specielle Eigenschaft, dass sie ein, oder mehr als ein, Element besitzen respective von der 
speoiellen Form 

u=iao, u =s o, U =: 0, U 3= OD, 

v = aD, v=o, Y = 0, Vs=sao, 

woraus folgt, dass alsdann die Cmrve f(^jr) =s o im ersten Falle im Allgemeinen eine solche 
specielle Form besitzen wird, dass sie der Axe XOX' irgendwo ausseriialb der Puncto A und 
B begegnet , im zweiten Falle eine solche specielle Form , dass sie eine oder mehr als eine 
zur Axe XOX senkrechte Asymptote besitzt, während die Curve fC ^^ = im dritten oder 
vierten Falle eine solche specieDe Form besitzen wird, dass sie die Axe XOX* berührt , oder 
aber mit TOT paraDel läuft. Wenn dagegen die Function f solcher specieller Art ist , dass 
irgend eine von folgenden vier Gleichungen 

f(v^+|,;c)=o, f(!F+*,©)=:o, f(v^,;c+J) = o, f(y, ©+i)=o 

jn ganzen Zahlen y^ und x ^^^ ^ «nd 9 lösbar ist, so wird die Curve ein oder mdff als 
ein spedelles Element besitzen von der Form 

UssO, Usssoo» Ossao, Us=0, 

Vsaoo, ¥=9 0, V=sO, ¥:=«, 

woraus nach S« 60. folgt, dass die Curve im Allgemeinen in den beiden erster« FäBen die 
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Aze A'AA' in A, in den^ beiden letzteren FUlen die Axe VBV in B berühren wird. Dage* 
gen darf, wenn genannte acht Gleichungen in ganzen Zahlen nicht lösbar rind, die Carye ato- 
a«nn der Axe XOX' nirgendwo anders als in den Poncten A und B begegnen , so wie sie 
auch keine der sieben anderen Ton obigen acht specieOen Eigenschaften alsdann besitzen darf. 
" $. 218. Zar Verdeutlichung dessen, was wir bisher fiber die irgend einer Curve f(^;^>s=o 
oder f(V9) = o zukommenden geometrischen Eigenschaften mitgetheilt haben, wollen wir 
uns eine gewisse dieser Gleichungen zur specielleren Discussion Torlegen. Nehmen wir z. B: 
die Discussion der Gleichung 

Tor, wobei C vorläufig unbestimmt bleiben mag. Durch diese Gleichung wird alsdann eine 
ganze Menge von Curven von sehr verschiedener Form und Natur ausgedrAckt. Wenngleich 
nämlich in den Coordinatra - Systemen zy und XT efaie Aenderung der Constante C die Form 
der Kreise x^+7^ = C^ vnd X^+T^ s=s C^ ungeändert lässt und bloss ihre Grösse ändert, 
während die in den > Systemen uv und UV durch eine Aendenmg der C bewiritte Formänder- 
ung der Curven u^+t^ = C^ und U^+V^ =3 C^ sich nach $. 162. darauf beschränkte, dass 
der Asymptoten-Winkel dieser Hyperbeln sich änderte, so hat dagegen im Systeme y/x eine Aen- 
derung der C eine gänzliche Aenderung der Natur der Curve ^^+;^^ = C^ zur Folge, da 
nicht nur die Richtung ihrer Asymptoten , sondern auch die Anzahl ihrer Asymptoten , ihrer 
Doppelpuncte , etc. sich hierbei ändert. Es besitzt z. B. die Curve y^^+x^ = C^, so lange 
C< 1 , nur zwei reelle Asymptoten , sechs reelle dagegen , wenn C zwisdien 1. und 8. ent« 
halten ist , und zehn, wenn C zwischen 8. und 3. enthalten ist; fiberfaaupt, wenn wir mih- 
ter C die grösste ganze Zahl verstehen , welche in der irrationalen oder gebroch»en ZaU 
C enflialten ist, gibt es SC + 1 Ketten von der Form v^<-;t=m, von denen jede zwei Elemente 
mit der Kette y^^+x^ = ^^ gemeinschaftlich hat , so dass die Anzahl der reellen Asymptoten 
unserer Curve die veränderliche und von C abhängige Grösse 8(2C+1) beträgt So gibt es 
auch in Bezug auf die Durchschneidungen der Axe XOX' eine grosse Yersohiedenheit zwi- 
schen den verschiedenen durch die Gleichung y^+x^ = C^ dargestellten Curven. So lange 
nämlich C eine irrationale oder gebrochene Zahl bedeutet, besitzt unsere Curve, wie leicht 
ersichtlich, keine Elemente von der Form 9 ss m, ;(f = n und begegnet also der Axe XOX 
nirgendwo, als in A und B; und zwar sind die in diesen Pnncten statündenden gegenseitigeii 
Begegnungen der Curve und der Axe XOX' alsdann stets gegenseitige Durchschnddungen, 

niemals Berfihrungen, da in diesen Elementen niemals -^ s= oder ^ = go ist. Wenn 

dagegen C eine ganze ZaU bedeutet, so besttiEl unsere Curve vier Elemente von der Fora 
^ = m, ;if s= n und zwar folgende vier 

V = 0, V = 0, V' == +C, y^ = -C, 

;c = +c, ;f =3 -c, jf = 0, X — ^^ 

dnrch welche nichts destoweniger keineswegs eine ausserhalb der Puncte A und B stattfin- 
dende gegenseitige Durchschneidung der Curve und der Axe XOX' angezeigt wird, wie man 
nach $• 317. schliessen möchte; denn es ist in diesen Eiemaiten zugldch respective 

ootg> yf 00^ cotg. y/ cd cotg. ^ _ ? coig* V^ * — . 

oolg. X «o ~ ^' ^^nr öo ^* cotg. X « °° ' co*8f' X « ^ 
so dass die beiden ersteren dieser vier Durchschneidnngen der Axe XOX* im Puncte A, die 
beiden letzteren im Ptancte B stattfinden mflssen; und zwar reduciren sich diese vier Durdi* 
^hneidungen der Axe XOX' auf vier Berührungen dieser Axe, weil in diesen Elementen 
gidch respeetive ist: 

34 



Zweiter Abadmitt. . Die 5 CoardinaUn-Systenie rf , R«, ^x^ 96, Xfu 

Af, i^ '^^ ^ d^ « 

■v wen die Crastaite C mae Micha guie ZaU bedevlet, d^^ die Saune iweier 

Oiedrate ist, beaW die Gurre y^-hx^ = C^ mehrere Bemeiite tob der Form ^=3«» 
X SS B, wo m^ o imd b ^ o, so dasi die Gurre dsdana die Axe XOX nehnuds auser- 
halb A imd B durchachneidel. So dnrchsdineidel 1^ B« die Conre v*^ + jt^ = 25 in den 
(Sx4=|B) Etementen, wekhe ans den zwei Anadracfcen 

* = ±^ imd ^ = ±^ 

durch gegeaseitve ComhinalioB der Zeichen + uid — henrorgehiN^ die Axe XOX aditmaL 

f. 8i9. Wcnngldch ahM> die dvch die Omchmiiir V^^+Jt^ = C^ dargealeDten Corrett 
m Ben; aif die mdsten ihrer Bifeaaehafleii n gani Yerachiedeacfi Oasa« von Gurren ge- 
hftrcB, 80 gibt es dennoiA einige wenige, ana der Nainr der Caesehnng selber hervor g ehende 
Bigensduüen, weUbe der gaoBB Arnppe aller dieser Gorren gemeinsAaflüch sind« 

Erstens nimlichk hat dadnrdi , daes die allgemeine Gleichmig tOPx') = e sich nur Finrm 
^+;t' = G^ specialisiii hat, die in der aügeaMinen Gleichnng Torkonunende nmctiiA f fei- 
gende beide i^eoidte Eigenschaften bekomnmn: 

Und wenn wir diese analytischen Eigenschaften geometrisch interpretiren, so sagt nns ifie 
cratere dieser bdden Caeichmgen, dass ns eine gegenseitige Yertansdinng der Geerdinateo 
iß nnd X sflanbt iat nd daher andi eine solche der Goordinaten-foncte A vnd B und daher 
aftdUdi auA ehm der links nnd rechts von der Coordinaten - Axe TOT bdindlieheii Theüa 
■asarer Gonre, wihrend die iweile Gleichnng nns erlaubt, das positive mid negative ZtUbmi dee 
Cleerdinnte v^ gegenseitig nYertaoschen nnd desgleichen dieZeichai± des Goordinüenwcrthen 
TimjrinTrvmanindarn. Wenngleieh mm dies, dass diese GoordinatengrSsaer als osind, anmidflr 
aiah behrachtet nach $.211. keine geometrische Bedentnng hat, ao hat dennoch die nns aUhier 
ge g chcne Erfambnias einer gegenseitige VeitaBachmig ihrer Zeichen + «ad - aDerdings 
eine Bedentnng nnd xwar die, dass wir dielkhtnng, in welcher die die Tenchiedenen Fmuia 
C unserer Gonre besiAreftenden Geraden AG nnd BC TOn 4et Lage XOX ans sich gedieht 
haben , von der Bichlnif der enlen Kgnr Ton $. 211. in diqenige der awetten Fignr Ton 
$.211. driMem dfirfen, d. k dass wir den (riKsiWh oder miteilmlb der Axe XOX hmkne^ 
benen Thdl unserer Gonre respecthre nntOThalb oder oberhalb dieser Axe XOX* anlegen 
dfirfen. Und wir erkennen also ans obige beiden Gleichongen, dass unsere Gonre ^H^;^'^^^ 
sowohl dnreh XOT ak dnreh TOT stete in aw« symmetrische Timle halbirt wird. 

Eine andoe allen misoren Gurren gemmnschaMiche Bigenschnfl eifibt sidk ans der 
Betrachtnng, dass die gegdienen GSeichungea unserer Gmrven auch in folgenden bddmi Formen 



geaohriehen werden Ukmen, so daaa nnsece Gurren die nämliche Eigenschaft beaftnen, wel- 
che nanh §. 162. na A4ge des in den foramfai 

coordinirt vnrtimnninden Dof^elaeichens ± d» dortigen Hyperbeln ankam, nnr dass dmse Bh 
gensdmft aDUer noch einigermassen Teinllgemmnat w«den muas, wefl fan Systeme t/^z "^^ 
S. 2101 mn einalgerPenct tech nmhrere Blemeite angedentel wird. Die yenddedenan Pancte 
C^ Ott C^9 Ca» C^ C|M elG. alw, in welchen eine belifhjge durch A geMgene Garade, und 
die Tcrachiedenen Pende C^» G^, G,, G^ etc., in welchen eine bdmbige durch B geiogene 
Gerade irgend einer der Gurren Hf^+x^ = C^ begegnen , ordnen sich in soldber W4 
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dBiqB,:4iW die durch di0 VereiOigvng des Fimolei B «der A aü dm sncceiaveD Pitren hatfr 
fforgielieiid^n Winkel ClBC,« C^BC^, Cl9Bf!io> «te^/CaAC«, ByACs* ete., tBe vm der GeradM XQX 
halbirt werden. 

$• 230. Wir wollen Jetei die in der Gleiclnng v^+x^ = ("^ bisher unbestinimt gelas- 
sene Constante C speciafisken , wobei wir uns jedoch zor Yenneidnng von Woitlänfigkeil 
auf das einzige Beispiel der Specialisining C = 2 beschränken woUen. Wir erhalten alsdann 
die in Fig. 31. gezeichnete und dnrch die Gleichung 

angedeutete Cunre. Diese Gleichung kommt indessen unserer Cunre nur bei der in $. 209. an- 
genommenen Winkeleinheit unseres Syslemes v^ zn, da sie, wenn wir'z. B. die in $. 199. 
f&r das System rg» angenommene, d. h. die in der Goniometrie tibliche Winkeleinheit von 

180 

i — Graden zu Grunde legen, in folgende andere Gleichung übergeht: . 

Da unsere Curve , wie aus Fig. 31« etaaahtlich , so viele einander durchschneidende 
Kw^ige bat, ist es anfangs etwas sehwierig, dem fichtiget Laafe eines ^ Cnrve dntch elte 
400tttiiMnrliche FortscbreiCang beschfeibendien fimcles zu folgen, ohne dabei anf fiilsche Zwei^ 
hinüberzuspringen, deren Aufeinanderfolge eine discontinuirliche Reihe von Elementen dar«* 
stellen würde. Wir haben also deutlichkeitshalber die verschiedenen auf einander folgenden 
Elementarpuncte der Curve durch die Buchstaben 

a, b, c, d, e, f, g, h, k, 1, /w, X, «, *, ^ C, s, *, y, ft «, B» C, D, B, F, 6, H, 

K, L, M, L, i; jB, 0, i; £, I», C, £»«a 
respective angedeutet , wobei wir vom Elemente a oder V' s=: + 1» ;t == ^ anfangen und als- 
dann zu denjenigen Elementen fortschreiten, in welchen ^ nd x beide poeitiv sind) d. h, ta 
wekhen der Winkel x ^^ CrfiiaBe znnimrat, wfiirend dagegen der Winkd y/ an CMtose 
abnimmt. 

Betrachten wir nun erstens diejenigen vier Elemente, welche respective den Bedingungen 

v^+;: = +i, v+;r=-if, v^+;r=-i> v+/=+i 

unterworfen sind, und in welchen daher die Coordinaten v^ und x folgende Werthe respe- 
ctive besitzen 

tiß = -- *(-l4./7) — -0,82..., V = -M2 V = +0^2 V = +1,82 

,.^= +|(+l+/7)=? +1,82./., , ;t= +0,82 ;c=. -1,82 ;C= -0,82 

iL kiiwelin wir die UndrehmlgwdnheiteD in ftraden a nad f cke^ nnd die.lfiniilen venadk» 

Ussigen, die WcrtN 

V/ = -1480, V' = -328S fp = +148*^, V' = +328®, 

X = +328^, X = +148% X — -3280, ' x = -148o. 

Wir erkennen unmittelbar, dass die Curve in idmeen vier, ift ix» Hglr.dnnli die 

Buchstaben 

I jc , . y, • - ^* , 1/ , 

angedeuteten tlee denenttti. wefen inm dert sMtfiiideideB BiMinpttg J^M^orcK: Ja tier vviw 
schiedene Asymptoten besitzen mnss» und zwar van solcher Bichtnng, dass die der Curve in 
den ElementÄ x und K zukoiliiienden beiden Asymptoten den beiden Asymptoten von y und 
£ xeapectbtef parriM sein aMen^ wieü die Aendeiting, wiMw der Wetth der Coördinaln ^ 
oder X beim Uebergange von den Elementen » und K zu den Elementen f ^aA C / eii e W ei» 
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einbch dirm besteht , dess dendbe eich ain eine ffinhrit yemehrt oder TenrinderC, welciie 
Aendeniiig nach $• 210. in geometrischer Hinsicht als eine Nichtindening ni betrachten ist» so 
dass wir , wenn wir bloss auf die Lage der Asysq[»toten Rücksicht nehmen , fie Coordinates 
unserer vier Elemente x^ y^ K^ C auch betrachten können als : 

V^= -0,82= +320, ^ — -0,82= +32», ^= +0,82= -32o, v= +0,82= - 3*>, 
;k=+0,82=-82«, ;t=+0,82=-32o, ;f= -0,82=+32o, ;t=-0,32=+32o. 

Betrachten wir sweitens diejenigen beiden Elemente, in denen die Bedingung 

V/+jf = 
stattfindet, d. h. in denen die CSoordinaten respective folgende Werthe besitzen 

9 = -/2 = -1,41 = -2560, iff = +/2 = +1,41 = +256o, 
X = +/2 = +1,41 = +2560, X == -/2 = --1,41 = -256o, 

woselbst 2560 anf C256 - 180)o = 76o vereinfacht werden darf; wenn wir wiedemm bloss m[ 
die Lage der Asymptoten Rücksicht nehmen. Wir erkennen unmittelbar, dass die Gurre in 
diesen beiden in der Figur durch die Buchstaben 

C and F 

angedeuteten Elementen swei neue Asymptoten besitsen muss, und zwar zwei durch den Pfenct 
O gehende, weil die Gurre in diesen Elementen der Bedingung von $. 216. genügt, dass 
die Gleichungen 

j^ = +1 und v+JC = m 

in diesen Elementen zu gleicher Zeit stattfinden sollen. 

$• 221. In Ihnlicher Weise eAennen wir leicht, dass die durch die sechs Buchstaben 

c, f, k, C, F, K 

angedeuteten Elemmite, welche respecti?e den sechs Bedingungen 

v-;c«+i» V--«-o, tp'^x'^-U v^-x ^ -U v-x « Ot ¥^-x = +1 

unterworfen sind und daher folgende Coordinaten-Werthe respective besitsen 

V « + i (+1+/7) = +1,82 » +3280 mm -320, ^ « +^2 « +256o « +760, 

J etc., 

Xr^ + * (-1+/7) = +0,82 « +1480 - -320, x « +/* - +266o « +76o, 

solche sind, in denen die Curve die Aze TOT durchschneidet , so aber, dass die yriiat in den 
Blematen c und k, C und K stattfindenden Durchschneidungen der Axe TOT je zwei und 
zwei in den nfimlichen Puncten dieser Aze stattfinden und sich daher auf zwei in dieser Axid 
befindliche Doppelpuncte der Gunre reduciren, wihrend die zwei übrigen der sedis Durch- 
sehneidungen, d. h. die in den Elementen f und F stattfindenden, nach S- 316« senkredil zur 
Axe TOT stattfinden, weil in diesen beiden Elementen den beiden Bedingungen 

mi gleidier Zeit Genüge geMstel wird. 

Betrachten wir weiter die acht durch die Buchstaben 

e,l,l,a,E,L,L,E 
angedeuteten Elemente, in welchen die Coordinate v^ respectiye folgende Werthe 

.3 4.1 13 3 1 1 3 

2* 5' ""2* ""2* ""2* f y 2 

besitzt, so dass die Coordinaten-WerOie dies« acht Elemente dicijenigen sind, welche aus deft 
bdden Ansdrteken 
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V/ « ±-J= ± 900, V^ - ± I» ± 270« « ± 90O, 

X^± 5/15 « ±1,94 « ±349o-T HO, ;t - ± j/T - ± 1,32 = ± 237« - ±67«, 

dordi die (2x2 a 4)ftolie g^gfenseilig« Cknnbinatioii der Zeioken + und — henrergelMtt. 
Wir eriiemieii, daM dieie acht Elemente diejenigen sind, in wdchen die von xamenx Conre 
bei ihrem Lenfe ellnriHiHy ToUfUirteii acht Durchschneidnngen der Aze A'AA" ausseriialb dee 
Ponetea A stattfinden. Diese acht Durchsehneidongen aber finden je swei vnd zwei in den 
nämlichen Poncten statt und redociren sich daher anf yier in dieser Axe befindliche Diq»|i<elr 
ponete vnserer Cnrye. 

Weil femer die Coordinaten der durch die Buchstaben 

h, fl, U, ^ 

angedeuteten vier Elemente folgende Werthe respective besitzen 

^^«»4.1«. 180» « 0% v* +1 « oS ^«" -1 •■ <^S V'-" —1 « oS 

;t«+V'3« +1,73- +3100-^600, ;t«* -/3-+60», ;k«-/3-+60% ;t«+/3- -rSO«, 
§0 erkennen wir , dass durch diese Tier Elemente vier den Punot B durchstreichende Zweige 
der Cunre angedeutet werden und zwar vier von solcher Art , dass sie einander je zwei und 
zwei berOhrra, und dass der zwischen den beiden Paaren von einander borflhrenden Zwei<- 
gen enthaltene Winkel von der Geraden VBB" hälbirt wird. 

Da femer unsere Curve die nach $. 219. allen Curven von der Art V^^+;^^ «sC^ zukom- 
mende Eigenschaft besitzt , dass sie sich durch die Geraden XOX und TOT in vier gleiche 
Theile zertheilen Usst , so ist es uns erlaubt , in dem so eben in Betreff der Eigenschaften 
der (8+4 » 12} vorhergehenden Elemente Mitgetheilten die Puncto und Geraden A, B, 
A'AA", B'BB" mit B, A, B'BB", A'AA" respective zu verwechsein und hieraus uurntteDNur za 
schliessen , dass unsere Curve in acht gewissen Elementen b, /?, B, JB, g, 17, G, fif, vier in 
der Aze VBV befindliche Doppelpuncte besitzt , und dass sie in vier gewissen XlenMUten d» 
<, D , D vier einander im Puncte A je zwd und zwei berfihrende Zweige hat 

Weil endlich die Cönstante C in der Gleichung unserer Curve zwar eine ganze Zahl 
S. bedeutet , jedoch eine solche , deren Quadrat sich in keiner anderen Weise zur Summe 
von zwei neuen Quadratzahlen zerlegen lässt, als durch eine Reduction 2^ » 0^+2^, wobei 
das eine oder das andere der neuen Quadrate, den Werth o bekime, so ^kennen wir nach 
$. 218., dass unsere Curve die Aze XOX* nirgendwo ausserhalb der Poncte A und B durch- 
schneidet, dass es aber unter diesen in A und B stattfindenden Durehschnddupgen vier in den 
jvier; Elementen 

befindliche und in der Figur durch die vier Buchstaben 

jmgedeutete gibt, welche sieh auf BerOhningegn der Aze XOX radueiren. 

J. 222. Es wird nach (.217. durch die allgemeine algdmische 61achung(p)«»vGrp4es 
'fp(S9> °* <> sowohl im Systeme Sßx ^h m. Systeme VB im Allgmneineii eine transcendente 
Curve ausgedrfickt. Indessen kann der in %. 204. bei den Systemen, üy nnji &® .belracthtete 
Fall, dass <Ue unendlich viden Zweige der Curve einander decken und der Curve dadurch 
die Form einer algebrtisohen Cmrve geben, auch bei den Syirtemen ^x ™^ ^^ vorkommen. 
So z. B. gehen die beiden in %. 165. betrachteten Curven 

y+e «i arc tg. », y-e « arc. tg/it 

aus den beiden Kegelschnitten 
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mit welchen wir sie in $• 156. einfaeUieitohalber ab identisch betrachtet haben, dadorch, dass 

81» äch selber unendlich vielmal decken, hervor. 

S* 223. Es ist nun aber die Specialisimng, welche die algebraische Function fp erid- 

Arn BOMS, damit die tr^nseendeiAe Gonre t^T^} « o &e Form einer alg^ebraiscken wmmkm^ 
'eine andere in den Systemen r^ nnd RO, als in den Sfilemen ^ond 9B* Wikreai a. 1. 
:4ie Redteiton der allgemeinen PmMtf en fp anf eine Itmction enitea Gmdts im 8|ela»e ry 
«keineswegs dazu geiiigt,.um die Cnrre fp(ry)» o in der Verlangten Weise nmmrfermen, aondem 
Hkr die Fem dier Areiumedi^eheh* Spirale , d. L einer Inoiaemidenten Otrre gibi, isl dagegen 

in den Systemen ipx ^^^ ^® ^^^ ^^^>™ ^^^ durch die allgemeinen Gleiohnngen ei e Mm Gmdes 

av/+bx -• U ay4^be « 1 

ausgedrückten Curven algebraisch, so lange das Yerhiltniss ^ rational ist, d.h. so lange ent- 
weder die Coeffieienten e md' b selber der bdden ersten Glieder der gegebenen CSeiehm^en 
^nze Zahlen bedeuten oiek wenigstens in den aus den gegebenen Gleichnngen dnrdi IM. 
^Heiren mit irgend ebiem Taotor hierrorgehenden nenen fiieiehngen - 

iiiy/4.njt ^ e, m¥^-f n6 «• c 

die Coeffieienten der beiden ersten Gfieder die veriangle Bedeitang einer gauen Zahl be» 
kommen. Denn man hat nach einer bekannten goniometrisdien Fonnel 

tg.aupss , 

^ iii(m— 1) , j 

'«roNMtt imk die SUxtitatio* 

9 = are. tg. (x), oder Ig. 9 as z 

ibIgvMd» «Bdere Femel (clgt 

[ aKM-lKa^g) ni...0ii~4) »T 

"•" 1.2.3 — ^ * +£;TX4;^^'^^"*^'^ I 

In weloher ^ Bxpenentm ^ end M in solcher Weise von m abhlngen, daes 

wenn m gerade Ist, alsdann fi =£ m— t und M es m, 
Wi^nn nrnnj^nerade ist, alsdann /» 'i=i M =s: m^l. 
Wählen wir also eine Gleichung m!F+n6=: c, in welcher m und n zwei gerne Zahlen 
bedeuten mögen , -wetthe, wenn sie etwa einen gemeinsehattichen Pador gühabt hätten , ▼<» 
diesem vorher dnrdi Diviston befreit -worden sind. Drfidien wir diese CHeiehnng im Systeme 
VY aus, und formen wir diese Gleichttng ... 

m X arc. tg. U+n x «rc. tg. V-s^ c 
mittelst der eben betrachteten - FenuM um, so befeemmen wir, *wenii wir mis enf den VatH be- 
iKADrtfttken, womnnd n biiide nngeriftde sind^ «nd wenn^wirdfe vier «Hsriddedenenln unserer 
Wetehnng verkMftnendM Fun^öMen (m-^l)^« GMdes dettOiehkeÜlftdber durck Aeoenle vM 
'idttMder uirtersehiHden ,; ^ 



<i 



• «^^ »«^' I^ - fe^J +-• HT. [v >< fem] = <^ 



welche Gleichung sich, da man bekanmiicb hat 

ard. tg. X + arc. tg. y = arfe. ^firfT^wX 
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wiiter mfonuM UMt in 

80 dass man endlich nach Fortschaffking der Nenner eine Gleichnng bekommt von der Form: 

Wenn wir ebenso die allgemeine Gleichnng ersten Grades des Systemes xi^x m Systeme 
wr ansdrflcken und die so erhaltene Gleichung 

m X «rc. cotg. n+nxaro. cotg. t s raxare. Ig. ^- j^-nx^trc. lg. f-j = c 

in der angegdienen Weise umformen , bekommen wir eine Gleiehung' des Systemes uy, weU 
che den Cm+n)ten Grad nicht fkberschreitet Dabei ist inie&isen zn bemerken, dass die mit 
den Curven 

rnip-^nx = c, . my+n© = C 

in Form flbereinstimmenden algebraischen Curven zwar niemals Curven eines höheren als (m -f- n)ten 
Grades sind, bisweilen jedoch bloss zumCm+n— l)ten Grade steigen, jenachdem die Zahlenm und n 
beide oder eine von beiden gerade oder ungerade sind, so wie audi der Grad der algebraischen 

GurvesichumeineEinheitvefringertyweQndieConstaaiitecoderC+a sich zu einer ganzen Zahl 

spedaHsirt. ^ 

S. 224. Unter den Curven also , welche bei unendlichvieimafiger Deckung ihrer seiM 
dmrch eine Gleichung ersten Grades im Systeme ^px ^^^ ^^ ausgedrAckt werden, gibt ef 
Mr zwei Grvppen von Curven, welche zi^Ieich KegcJsdiniile sind : 

Erstens die Gruppe der unendlich vielen, aus den vi^ unbestimmten AisdrttdLen 

tet Bestimmung der Ünbestnnmien c und C hervo^henden Curven ; und zwar gehen Meh 
$. 170. aus der ersten dieser vier Gleichungen die verschiedenen , durch die Puncte A and 
B gehenden Hrdse hervor , aus der zweiten Gleichung die verschiedenen, dmrch Jk und B ge« 
henden und ihr Centrum in habenden gleichseiägen Hyperbeh, wfllnrend die dritte und viertt 
dieser Gleichungen nach $. 165. die verschiedenen, die Axen A'AA" und FBB" berührenden 
Kegelschnitte bedeuten, welche in einen reellen oder imaginären Brennpunct besitzen; 
Zweitens die Gruppe der durch folgende acht Gleichungen 

;f+2v/ = p, x-^^=Vj 0+2*^=^+1, ©-2y=P+i 
ausgedrAckten Curven, wo p und P zwei beliebige ganze Zahlen bedeuten mögen. Von die. 
mm acht Curven jedoch stimmm ^ ki dar unfaratai Zeile begndliehaii vier mit den vi« 
respeetive darAber steliendmi in Bonn aberan^ waA^ a^hald wir die Punete: und kxm A, Bi 
A'AA% VWr mit B, A, B'BB", A'AA" respective verlnnsche«, coincidife« 9^ nnch w 4«i! 
Lage mit ihnen. Besehifeihen wir «» risa auf die vier enleiw imienif acht Curvm, und 
kedenkeft wur, dnsa sfm im Systeme «v oder VY reapeoliv» dnch. : 

auwedrttckt wer^n, so «rfeenaan wir , dass disi «iurte dieear vierr Ommi eiMn durch B. ge«^ 
hende» Krcia M de tta t, dessen Geolnun sich in A befindet, die aireite mne durch B gehende 
^Mribsajlige Hyperhel, dwen Centrum in XOX Uc«t, und deren Asgmptetm mit JOX «iiiefi 
Winhal v#n 30 Gülden eiaicUieMea, wihrend die dritte und vierte Cur?» wlehe KegfiMteittt 
aind, weldhe die Axe A'AA' in A berühreB und in eincA reellen oder ima^^nfirm Biemir 
punct 
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f. 285. Wenngleich abo die durch eine Gleichung ersten Grades im Systeme i^x oÄer 
V9 msgedrückten Conren von sehr yerschiedener Natnr sind, gibt es dennoch dne ms der 
Natur der Gleiehmig selbst henrorgehende Eigenschaft, welche allen diesen Conren gemein- 
schaftlich ist Es bleibt nfimlich der Qootiettt ^ bei jeder Corve der ersteren Art, der 

Quotient ^ bei jeder Cmrye der sweiten Art constant für alle Pnncte einer solchen Cunrc^ 
welches wir weiter nach $. 214. geometrisch interpretiren können. Es ist also niemals 
"T ^^^' ISJ ^^ ^^ ^^^ ^^ ^ ^'"'^ wenigstens nicht die im Allgemeinen dreigliedrige 



( 



Gleichung sich durch Hinsutreten der neuen Specialisirung m = o oder n == o auf eine bloss 
eine der Coordinaten ^^ Xf ^9 ® enthaltende Gleichung redudrt Dies, geometrisch ge- 
deutet, heisst: Die Curve fiCv^jc) = o hat keine einzige durch A oder B gehende Tangente, 
ausgenommen in denjenigen Pmicten, in welchen auch die Gurre selbst durch A oder B geht 
$. 226. Ausser der in $. 223. betrachteten Specialisirung der allgemeinen Function f, bei 
welcher sie sich auf eine Function ersten Grades reducirte, gibt es noch andere Specialisirun- 
gen dieser Function, für die die Form der durch die Gleichung (OPx^ =o o^l^i* f(¥8) = o 
angedeuteten Curve diejenige einer algebraischen wird. Gleichwie nämlich nach {• 204. in 
den Systemen tgf und B0 dasn erforderlich war , dass die Function f bloss die Coordinate r 
oder R unmittelbar enthielt, die 9 oder O dagegen nur unter der Form eines Sinus oder ir- 
gend einer anderen circularen Function, so wird auch in den Systemen y/x und !FS eine 
solche VereinEichung der Form der Curve dargestellt, wenn die Function f die beidmi Coor- 
dinaten V und 6 unter der Form einer drcuUren Function enthält, so dass unsere Coordi- 

iiaten-*Systeme V9r ™d 9^ ^^^^ dan dienen, um verschiedene algdmische Curven, s.B. die 
durch folgende Glelehungen 

a. tg. v^+b. tg.;|r = 1, aCcos. t/fy^hCcas. ;t)'=s 1, (sin^ v^)x(sin. x) :== i>9 sin« v^ = b x (sin. xh 
etc. auSgedrAckten, in einfacher Weise n discutiren. 



XIV« Da» Systeni Xf^ 

S* 387. Nachdem wir nun die vier Coordinaten-Systeme zy , XT, uv, UV und die vier 
aus ihnen abgeleiteten r9,R<P,^x» ^^ untersudit haben, wollen wir ein neues Coordinaten-^ 
System betrncht« von folgender Natnr: 

Man nehme, wie bei den vorigen Coordinaten-Systemen, so auch hier swei feste Punde 
A und B (Fig. 1. und 4«) zu Coerdinatoi-nmclen. Weil nun swei beliebige, um A und B 
als Miltelpuncte beschriebene Kreise einander in twei in Besug auf XOX symmetrisch fiegm- 
den , reellen oder Imaginären Puncten durchsehneiden, ist umgdLdurt ein beliebiges soMies 
Punctenpaar C^ und q bestimmt durch die einander in demselben durchschneidenden und mn 
A und B beschriebenen Kreise. Es ist daher das nämliche Punctenpaar auch bestimmt durdi 
die MiaKe dieser beise und daher auch durch die Ansahl der in diesen Inhalten enttakenen 
Inhällseinheiten. Diese Zahlen mögen unsere jetiigen Coordinaten sein und durdi X und ft 
angedeutet wOTden. 



XIV. Die SytUme Aft. 19| 

• 

I« 8S8. So lange nioi das SyBlem A^ an und fOr sich belrachlel wird , iai es wohl einarieli 
<d» wir den Inhalt des auf der UUigeneinheit als Basis beschriebenen Quadrats, oder aber deA 
mnal grosseren Inhalt des mit der Längeneinheit als Radius beschriebenen Kreises als Ii^ 
haltseinheit betrachten, oder endlich diese Einheit in u^end einer anderen Weise bestimmen. 
Wenn dagegen das System Ifi mit den Systemen zy, XT, uv, UY gleichseitig benntit wird, 
ist es sweckmfissiger, den Inhalt des Kreises zur Einheit zu wthlen , da sich sonst beim Ue- 
bergange vom System Xfi zu den vier anderen Systemen der Factor n Oberall einschleiohen 
wflrde. Was die Längeneinheit betrifft, so könnten wir diese, wie in den yorigen Coordina- 
len-Systemen , als mit der halben Entfernung OA =s OB der Coordinaten-Puncte flbereinstin^ 
mend annehmen, ^tatt dessen werden wir doch den allgemeineren Fall betrachten, in welchem diese 

Längeneinheit unbestimmt bleibt, d» h. in welchem sie als einen unbestimmteni ^ Ken Theil der Ent- 
fernung AB enthaltend gedacht wird. 

f. 229. Diese Unbestimmtheit der Längeneinheit erlaubt uns nicht, die Coordinaten-Puncte 
A und B unseres jetzigen Systemes Xfi als stets in den Puncten A und B der Systeme xy, XT, 
UV , UV liegend uns zu denken ; bloss die Ptocte und die Axen XOX' unserer jetzigen imd 
firfiheren Systeme dürfen wir als coincidirend annehmen, bei welcher Annahme der Zusam* 
menhang zwischen unseren Systeme^ durch folgende Formeln ausgedrückt wird: 

X = *Z/1 u — 4a4-A-^ y _ 4a+/ti»A 

4ay =: ±V4Aitc-a+iU-4a^>=:±v^8a>CA+iU-2a2)-a-iu)» 

= ± ^i6a^X - (X - fi+^^y = ± Vl6o V - (/• - ;t+4a«)« , 

dX _ fr+«)dx+ydy « ^ dA+^— ,j.v*y ydY_/ dA+d^ iSLUi 
a^ — (x-a)dx+ydy' "* "^ dI=l^~*'*"^S' i3i — \5x=Ifi^X^fil * 
§. 230. Es ist unser System XfA von den vorhin benutzten Systemen unter Anderem in 
folgenden drei Hinsichten verschieden : 

1) Wenn wir im Systeme zy oder uv jeder Coordinate einen einzigen Werth zuerkei^ 

neu« so wird durch das so erhaltene Element ^' oder ^ ^' nach f. 2. und {• 4. ein 

' y = y V = y 

einziger Punct angedeutet, weil zwei Geraden einander im Allgemeinen nur in einem einzigen 
Puncto durchschneiden. Das Element X = /}, fi =i y unseres jetzigen Systemes dagegen be- 
deutet die den beiden Kreisen X ^=: ß und fi ^=sy gemeinschaftlichen Puncto , d. h. das Paar 
der beiden in Bezug auf XOX' synmietrisch liegenden Puncto 

. ^4ßy^iß^^4a^y V4^ y-tf+y-^üö^ 

^-+ 4i ' ^= 4i ' 

woraus weiter folgt, dass jede Kette tCXfO = ^ unseres jetzigen Systemes eine aus zwei 
gleichen und in Bezug auf XOX' symmetrisch liegenden Theilen bestehende Curve bedeutet 
Es ist folglich eine durch XOX' nicht symmetrisch halbirte Curve im Systeme Xf& nicht aus- 
druckbar , so lange nicht der primitiven Curve eine an der Gegenseite von XOX* befindliche 
ähnliche Curve als supplementärer Zweig hinzugedacht worden ist; 

2) In den Systemen zy,'7r, uv, UY gibt man Hen Coordinaten nach {. 14. positive oder 
negative Werthe je nach der verschiedenen Lage der betrachteten Elementarpuncte oder Ele- 
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WsüUargeraden. Dagegen ist es in nsere« Syslem Xfi Hiebt ^eriaubt, den CSoordinntea negn-» 
ttre 1f erthe ssnsaerkennen , will man nicht airf imaginire Zweige der Oonren geraflien. 8»» 
iMild ttftinficli der Coordinate X oder fi ein negativer; der ß oder X ein portüver Werlh 
fem wtard, bekonittit man für ^e Onftulte der befrachteten Pimote den imapniren Werth : 

Vtid wenn MdeVdMrdinalen^Werihe gleiduseffig negativ angenemmen werden, mrd die 

wiedcMm ufliiginir j « 

3) 0er ^nrdb ilaa fltement ^ ~ ^* ^iiet ^ ^ ^^ angedeutete Pancft wnr in 4en ^ngw 

Systemen reell oder imaginär , jenachdem die Coordinaten*Wei<he ß •ond 7 imI warea, #der 
nber lieiite, oder ^wenigstens cnner von beiden, imaginär war, wogegen im Systeme V die Be- 
«dtfigong, iass das Element A=/9, ^te = / ein Paar von reeHen Pncten bedeutet, «idit Hoai 
fordert, ttsM die Coordinaten-Werthe ß und y reell seien, sondern tterdies , dass die Ereiee 
1 = /9 and itt =: X einander wirldich dmrchschneiden. Dieses Letztere findet bdflanntficli-nmr 
dann statt, wenn die gegenseitige Entfernung AB = 2a ihrer Mittelpnncte zugleich Uemer 
als die Summe und grösser als die Differenz ihrer Radien ist. Die reellen Elemente also 
unseres jetzigen Systemes, d. h. diejenigen, bei welchen ß und y beide reell sind, haben Icei- 
neswegs audi stets die geometrische Bedeutung recffier Puncte, sondern theOen sich^ jenach- 
dem die beiden "firenfebedingnugen y/'X±y^i$, == So nach der einen oder nach der anderen 
Seite aberschritten werden, in drei vemdiiedene Gruppen, deren eine bloss reelle, die beiden 
anderen bloss imaginäre Ponctenpaare bedeuten. 

%. 331. Damit nun aber die Benutzung unseres Systemes Xp, uns vortheilhaft sei, mäs- 
sen wir irgend einen im Systeme Xi^ -ausgedr&ckten analytischen Satz und dalier «udb die 
vorzQglichsten Coordinaten-Functionen dieses Systemes gehörig geometrisch interpretiren kön- 
nen. Vereinigen wir also (Fig. 2.) einen beliebigen Panct C einer beliebigen Cnrve CCC 
oder Cc^) =30 mit den Coordinaten-Puncten A und B unseres Systemes Xii\ ziehen wir an-die 
Curve CCC" im Puncte C die Tangente CG und die Normale CG' ; fiBen wir vom Puncto C 
MKe SenkrecMen CD und CE auf die Ooordinaten - Azen XOX' und YOY ; ziehen wir durdi 
dieCoordinaten-Puncte A und B die Geraden A^ und Bc, welche auf der Tangente CG senkrechi 
stehen sollen und die Radien AC und BC in u und v respective schneiden mögen ; ziehen wb 
femer duroh A und B die Geraden Ad und Be , welche senkrecht auf der Nbrmde iJff , «18 
die Geraden KAx und LBA, welche seiäorecht auf den Strahlen AC und BC stehen mögen; 
merken wir uns endlich den in der Ajce YOIT befindlichen (in der Figur liicht angegelenett) 
Mittelpunct U des durch die drei .Puncto A, -B, C gehenden Kreises. Die ^omotrische Bedeu- 
tung der Coordinaten^Functionen des Systemes Xii wird alsdann durch folgende Formeln ans- 
gedrfickt, in welchen wir zur AUkärzung ^lie Wurzeln unserer Coordinaten X und /« durch 
besondere Buchstaben p und r angedeutet haben: 

/X = p = AC, /^ = r=TC, X+/ii Ä 2(OC«-hOA»), JL-f« s=s 2x'<IExAB, 

Off - 
«t_'W_;M_Aff m "^^ 
^ ^g ~Be ^BBT^^üCF » 

»0A "" 



^ >//A*\ *9 omAOG fia. ACC' 

i5i "^ VU i ~ *^ ~ «önrcB — ffimcr » 

i. S3S. So wie die Dismisiaii einer Kette f(Sf) =s o m den vorigen Coordinaten-Sy- 
ftonen ncli darauf gründete, daps wir diejenigen Blemaite der Kette «ncht^, in de^en die Fonctio- 



nen |» jf 9 ^p» ^^^' gewisse specielle Werthe 0, od, +I9 — 1 bekamen, so auch wollen 

wir hier diejenigen Fflie etwas näher betrachten, in wehAcai gewisse unserer Coordinaten-Fnn- 
etionen die genannten vier speciellen Werthe erlangw- 

Es finde also erstens bei einem Bemente einet gewissen Cnrve f(A^) = irgend eine 
Yon folgenden vier Bedingungen statt 

AI dX ix ^ iX ^ 

d;i = ^' 3;^==*^' ^==^--^^ JJi^-^^ 

io wird nach obigen Formeln in diesen Bemenlen respecHve sein 

06' ,06' « oe' Off 

d« h. es wird die Normale der Cnrve respective in den Pnncten 

A, B, 0, x = ±oo, 

' ' y = o 

der Alle XOX' begegnen, so dass die Cnrve in demletnten dieser vier FUIe senkrecht sor Aza 

ZOX lanfen wird; 

Es sei femer in irgend einem Elemente der betrachteten Cnrve 



(Ux(?)='- 



M wird in diesom Elemente stattfinden : 

^s Ann j- nnn a t entweder ^JACO a '^CßCO, 
CO». AC6 = ± CO». BCG. d. h. ^^ ^j^ ^ 180«-<BCG. 

Der geometrischen Bedentniig des letzteren FaUes honnen wir auch eine physikalische Be- 
deutung geben, indem wir uns vorstellen, dass ein vom Fnncte A od er B ausgehender und im Poncte C 
zur Cnrve f(l^)=o, als der 6rettse eines diehteren Uedinms^ gelangender UektatraU in dieae« 

PunctewegendesdaselbststattfindendenspeciellenWerthesderRuietionr-p j x[ r^jzumPmicte B 

oder A respective zurflckgeworfen wif d. 
Bs sei ferner 

iSii~ ^^' idS" " • 

so wird man respective haben (Fig. 2.>: 

CL=rCK, GL+GKnOw 

Zur besseren Binsichl in die geomeliische Bedentang beider lefcrterer Bedingungen wol- 
len wir uns den stets in der Axe YOT bollndlichen Uittripwcl U des durch die Paacte Ay 
B und C gehenden Kreises merken, so mrie auch den Dordischnittspunct Y der 6eraden KA» 
und LBL ; dabei wollen wir bedenken , dass der auf GV als Diameter beschriebene Kreis, 
w«a die Winkel GAY und CBY rechte sind, durch die Funde A nnd B gnU «ai 4abet 
U nun Mittelpuncte hat. Wir erkennen fslBl Mehl , da« der PnncI Y am ersttfen Falli 
sieh in der Tangente Gfi befinden wird und zwar in den alsdann coincidirenden Pnncten K 
nnd L, im JEweilen Mh in der Normale Cfi^ und zwar in den alsdann ioinädirenden Pnncten 
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u und A ; hieraus Mgij dass aech der Ponct U sich im ersten Falle in der Tangente, im swei- 
len FaOe in der Normale]sich befinden wird, nnd hieraus cr(pbt sich weiter dass im ersten Falle 
die Normale CG', im zweiten Falle die Tangente CG eine Tangente des durch A, B and C ge- 
henden Kreises sein wird, d. h. dass respecjtive sein wird : 

CG'3 = AG' X B6', CG^ = AG X BG. 

Es habe ferner der Differential-Qnotient in irgend einem Elemente einer Corve f(A^)=so 
einen solchen speciellen Werth, dass 

dX _ X-A<--2o» , dX _ A-^-4g« 



ts h. wenn wir uns des Systemes zy bedienen^ dass sei 

idk— +*• dx — ^' 

ie wird nach §• 68. im ersten Falle der betrachtete Ponct das Centmm desjenigen Kreises 

smn, welcher dorch geht und dnrch die Pincte F und G' (Fig. 10«)» in denen die Normale 

die Axen TOIT und XOX' durchschneidet, während im zweiten Falle die Gunre mit der Aze 

XOX im betrachteten Puncto parallel laufen wird. 

Nehmen wir jetzt die zwei Bedingungen 

du , dX ... , d*M ^ , da. ... . 

^=0, l,^j^endüch, 3]J = o, 1,^^ endlich, 

jo haben diese keineswegs , wie nach §. 76. die analogen analytischen Bedingungen in den 
Systemen zy mid qy, zur Bedeutung , dass die Curve in den dieser Bedingung untorwmrfeiien 
Elementen einen Wendungspunct besitzen solL Denn es besitzt z. B. die in Flg. 33. gezeicfc- 

■eto' Gurre verschiedene Wendungspuncte, wenngleich die Functionen ^-^ und ^ bei ih- 

dX * ■ 

Ben, so lange K fh t;. endlich bleiben, auch selber stets endlich bleiben. Es ist vidaefar 

die Bedeutung genannter Bedingungen diese , dass der Differential-Quotient j^ und daher im 

Allgemeinen auch die Subnormale 

dX+dfi dy ^^, 

MwUnt UeibeB Mm Ueboyange im nichsten Puiicte der Corve, dus also daseÜMt 



4 



^^^--(sr ->(£)=•. 



d. h. dass die Gurre im betrachteten Puncto die Eigenschaft besitzt, dass ihr Krthnmung»- 
ntte^unct sich in der Ajce XOX' befindet und ihre Byolute daher diese Aze durchsdkneideC 
f. 833. Die allgemeine Gleichung ersten Grades unseres jetzigen Systemes 

AX+Qf<+C = o 
ninmit beim Uebergnnge zum Systeme zy die Form an 

A(z«+y*+««+2«a[)+B(z»+y*+«*-2nz)-f.C =: o 
«Ml b ed eute t daher den reellen oder imaginiren beis 



/x4.«^-"\*-i.T«- - CCA+B)+4«^AB 
r + *ATB/ "*"^- CA+Bj» ' 



MÜM^unet sich in XOr befindet Wenn die gegdiene GMdnmg die spedeüe Form 
JüL-^Bß s o aMüannt, ledncirt sich der Kreis auf 



/ A^Bv* ^ 4n>AB / A-B \ / A-B V 



• XIV. Die Sjsteme Xfi. tMT 

d. h. er bekommt die spedelle Bigfeiwcliaft, dass die Lftnge seines Badhu dag geomelruMte 
Mitlel 18t xwiachen den BnlferaoiigeB seines Centmms von den beiden Coordinaten-Pnnoten A 
nnd B. Wenn dagegen die gegebne Gleichung durch die eine oder die andere derBedingangeat 

A =5 o, B :a 0, A— B = o, A+B = o 

die specielle Form bekommt 

^ = D, X = D, A+f* = B, X^fi = B, 

so nimmt der Kreis die sped^e Lage an, bei welcher sein Gentrum sich respective im Fände 



B, A, 0, » = ±«» 

* y =5 o 

befindet y so dass im lelsteren Fidle der Kreis sieh auf eine der Axe YOT pamllde Gerade 

redncirt 

g. 234. Der Kreis AX+B;i+G=ao und der mit ihm concentrische, durch dn beliebigen 

Pundenpaar X = li, a« = Mi gehende Kreis haben in den Systemen Xfi und zy respective 

mm Ausdrucke: 

Da nun das letite Glied der beiden im Systeme zy ausgedrflckten Gleichungen das Qundrat 
der im Radios des respectiven Kreises aithaltenen Längeneinheiten, d.h. nach $.228. dieAniahl 
der .im Inhalte des Krdses enthaltenen Inhaltseinheiten bedeutet, so wird durch die durch Sdi» 

fraction erhaltene Grösse ^ . ^"^ die Anzahl der Inhaltseinheiten des zwischen bei- 

A+B 

den Kreisen enthaltenen Raumes dargestdlt. So wie daher nach g. 72. im Systeme zy die 
Grösse A%+Byt+C, d. h. die allgemeine Function ersten Grade s der Coordinaten eines. be-^ 
liebigen Fundes z =: Z|, y s y^, die mit dem Factor ^A^+B» multiplicirte Anzahl der Lin» 
geneinheiten bedeutet, welche zwischen der Geraden Az+By+C = o und der durch den 
Funct zsszi, y = yi mit dieser Geraden parallel gezogenen Geraden enthalten sind, so auch 
bedeutd die allgemeine Fünetion ersten Grades AX^+B^^+C die mit dem Factor (A+B> mul- 
tiplidrte Anzahl der Inhaltseinheiten, welche zwischen dem Kreise AX+B^+C a o und dem 
mit diesem concentrisch durch das Punctenpaar X = 1^ , fi = ^^ gezogenen Kreise enthal- 
ten sind. 

g. 235. FOgen wir jetzt unserer Kette eisten Grades noch dne zweite beliebige hinzu» 
so bekommen wnr ein System zweier beliebiger Ketten ersten Grades 

d« .h.' ein System zwder Kreise, deren Radien beliebige Grösse haben mögen, und deren Gen» 
tren 0' und 0" dch in beliebigen Puncten der Aze XOX' befinden mögen. Dieses System 
ewder Ketten wollen wir jedoch , wie wir dies in ihnlicher Weise in $. 16. thaten , sogldch 
näher specialisiren durch die Annahme, dass es der dnen oder der anderen von folgen- 
den vier j Bedingungen 
' ß 9 ß t ß t \ ß i . 

unterworfen wi, Bs lassen dch nun aber diese Bedingungen, wenn wir die Bezei<Anung 

elnlttrai, dek unter der Fimn 

a s: b, a+b =: e, ah s +1, ab+i =s o 



Zweiter AbMhnitl. Die & CewiliaetMiBjililMii np^ M^ ^Xf ^ V* 

«kntt«B» woiMlB wiA f. 18. folfl 

c SS d, cd SS -^1, c-^d ^ 1^9 6d<4*l SB 0» 

gitOTi geottietrudi gedevtel, 

00' = 00% 00' X 00" =s A0% OO'+OO" xs e, OO'xOO'+AO^ s o, 
welches also aussagt, dass im eniea Falle die beiden Kreise conceiitriscli siaidy dhss im sireilen Patt» 
die Enlfemang des Fundes vom Coordinaten»Puncle A das geometrische UiUel zwischen den 
ÜAüuunngen. des ninlichen Fanctes ¥en den Cenlren der beiden Kreise ist, und daas im 
dritten Falle die gegenseitige Entfernung dieser beiden Centren in halbirt wird, im vierten 
Falle endlich die Geraden O'M und 0"M, welche die beiden Centren der Kreise mit dem in der 
Ale TOT belndlichen Puncte M oder N (F%. K) vireiitigen, «tf einander seidorechl stdieow 
Unterwerfen wir in ähnlicher Weise ein System sweier beliebiger Blemente 

d«h. ein System zweier beliebiger Punctenpaare C^Cj und C^c, (Fig. 4.) den vierBedingngen 

ß t ß * ^ ß * 4 ß * 4 

ys' ys ' y«' ys 

Zi^en wir alsdann durch Ci und c^ einen Kreis, dessen Radius OiC^ das geometrische 

Mittel zwischen den Entfernungen OiA und OiB seines Centrums von den Coordinaten-Puno- 

len seill möge^ und durch C« und o, einen aweiten Kreis , dessen Badini O2C2 <üe nimliche 

Bigenschaft besitzen soll, so folgen aus unseren vier Bedingnngen rcqpective die tteidhungeA 

OOt sm 00» 00| X 00^ 33 AOS OO1+OO2 aa o, 00| X 00,+ AO» s= 0, 
welche Gleichungen alsdann in ähnlicher Weise , wie die vier analogen vorher geftmdenen^ 
zu interpretiren sind. 

f. St36. Es ergibt sich nus dem Vorigen , dass, wenn eine bdieUge Otfve tClfO «=» ^ 
in irgemd einem beliebigen Elemente Cc die eine odet die andere der folgenden vier Bigei^ 
•ehaftmi besüil 



abdamldieievierBedingtmgen,vtedenenwir die beiden ersteran schon in f» 938. durah die GW*- 
ehnngen CL=CB und CL4- CKko i^apectiv« geometrisch interpretirl haben» audi nodi 10 felgendtf 
anderer Weise geometrisch zu deuten sind: Man ziehe durch den belraehleten Pund C zwei 
Kreise, welche beide der Bedingung unterworfen sein mögen, dass ihre Centren G' und O'* sich in 
irgend einemPeiicte der derCurvefi(A#i>&3ezurCoordlnalen*A»X0K' dienenden Geraden beünden 
mflssen, während der entere Kreis Abcrdief noch dar BediAguig unterworfen sein soll, dnss er die 
Curve ((Xfiy=o im Puncte C berAhrei der zweite der Bedingung^ dass die lAnge seines Badfau 
^s geometrische Mitlei sei iwisehen den Bntfemnngen scinee Centmme 0" v«b den Ceop- 
dinalen • Pnncten A und Bw BS besitzt dsdann die Onrve fi[A^) taa a im Plincta G, falb ge» 
nannte vier Bedingungen staltinden, die Bigenaeinft» dass die Cenlien jener beiden Kreise ren<* 
peetive folgende gegenseitige Lege besüaen 

Off = 00% Off X 00- = AOS Off + 00" = 0, Off x OO^+AO» tar o^ 
welche vier Gleichungen Wiederum in ähnlieher Weise, wie die vier analogen vorher betrach- 
teten, geometrisch zu deuten sind. 

% i37^ Nehmen wir nochmab due Blenentenpe^r 

- * = <»' - «d ^•-'' 

welche Elemente jedoch jetzt beliebig bleiben mögen, und vereinigen wir. sie dnrch e i aeKsB f 
ersten Gradeii. Whf ftekommen hierffir nüah g. 15. 



eine Gleichmig wdche jedoch nunmehr nicht eine Gerade bedeutet, wie in f. 16., eMdem denftnii 
1^ Kr^ üiCie^Ci (Ffg. 40« wiMier duroh die ner gegebenen fluele fdit , d. li. Reeses 
^Jeatnon iidi in INnrrfMchflittepnttcle der Axe XOX «nd 4iBr im flelMra ng e p i cI e C4 4er 
Mden gegcAmien ftaele 61 und C, eerihreeht nr yciftin if n gegewden CiG, erridittlaa fle- 
Mdett befindet. 

S. 888. fieimchten wir wieder «in Sffltem Eweier feeHeUger Skmenle, nnd ieilen «wir 
«08 diesen nneh f. 23. ein Mitlelele'ment ni», d. b. 4enkiB wir mm drei ftndenfnnne 
CiCi, C3C2, C^c» (Fig. 4.)9 oder drei BlemeMle 

/* « y> i* « «, ^ •■ 2 0+0, 

weldie unter einander in eolcher Weise üreribnnden eind, dnas der Uiait des mit «dem Bidimr 
AC^ «a Acs om den Punct A bescbfiebenen Ereieea das arithmetisohe llüd ist iwisoiien den 
Chatten 4eB mit dem Radius AC^«>Aci und jdes mit dem Radius AG2 «» Acj «n A benchrfas^ 
lienen Kreises, wihrend zugleich der Inhalt des um B als Centrum beschriebenen Kreises bei dem 
'Durchgänge durch das Punctenpaar C5C5 das Büttel bild^ aswischen den beiden bei dem Durchgange 
«dorcAi die Pnnctenpaare C^Ci und C2C2 stattfindenden Inhalten. Nach $• 23. gehört dieses Mitr 
(telelement m der die beiden primitiven Elemente vereinigenden Kette ersten Grades, d. h. lea 
liegt -des Tunetenpaar in irgend einem Puncte des Umlanges des durch C2C1, c^Ot gehenden beisef. 
-HiMShj. MrbeUcÄt imSfstemeuyderjenigePunctCg, welche für nwei gegebene Puncto 0^ und C^ ^te 
fiele OHMS itatlelelementes in Bemig auf das System uv und in Bezug «uf zwei gewisse Cenir 
4iMiten«-IHincl6 A und B ttenudmi, seine Lage onverlndert bei, wie sich auch die Amde 4 
«nd B entweder beide oder einer rm beiden «uf der Aze XOX' fisrlbewegen modMen. BiM 
ttnUehe ttHMtaglifkdll von der Inge der €oerdinaten-.Amole findet auch bei unseran jeirir 
«enVilMdlemeiite €»€» iML WeU nimlich die Bedingungen 

^ nach f. 102. ffie allgemeinereu Bedingungen 

-zur fMge Imben, und weil der ddhflk dee um irgend einen Pnnet K der Ako XOT (besehria- 
benen Kreises nach §.234. durch eine Function von der Form AA+Biu+C ausgedrfickt wied, m 
4ikennenwir, dai»nichtuwder«mA oderAds Ceailrum besdivlebeun&reis^JonderntfbaAanpt jeder 
inn<bgend}eiMn beU^igenaBUMllK der An XOT ahiCentrum «esehfiebene Kreis etaien<nh4t tfaal, 
wdcher, wenn er durch das Mittelelement C^c» geht, das arithmetische Mittel .deQenigen .beiden 
InhaÜc dantellk , welche lui «nhonnnen^ (wann er yospecive dureh'C|C| oder durch C^ geht, 
aenken wir m» i nsl i is o ndere ideniBunet KuncpdUch weit *i^on O enifcnit, dl. Ji. db In .deriS|ltae 



der Axe XflX li^end, so erkennen wir, d^ss ancli ^e .Function -j—» ^ ^' ^^^ Abscisse 

•<^lt >dM «rittiMliMhe IKltel dw beU« Jüwoinen C^B^ wmt -CA UL iKef «aohtuM Adt 
folgender Constniotioa det imMeleimalaf behaant: 

•Uta «ariWge^ie gcgabeMi Amote «<\ and C, doNh «Im <Gertde GiC,, aan errichte 
auf diemr im absoloten MiNelpanflle C» der prinUbran Anule eiae mr -ütmim tCfit iMriH 
•M^teiflenNle, iiad «Mnibeiriveibe na .den OnMhschaittipBiet .diäter SenkMcktaa «and der 
Att 7UK <di ümtnm «in« InIs CA«!«!: die itaar«iba«hnitlipHnGte CfC^ ditMi iBn 



mo Zweiler Abschaitt. Die 5 Cm&t^uMmn'^jtUme rfp^ R«, ^x» ^^» ^• 

«Dd der yom absoliilen Mittelpiiiicte anf XOX gefiDteii Snkreciiien C^c« stellen abdaim das 

foaeehle Millelelemenl dar. 

S. 239. Das8 die Kette ersten Grades in den System» xj und ov eine Gerade, iai Sy- 

sitae X^ einen Kreis bedeotet, gibt uns Veranlassung, ans bdunnten Sfitsen, in denen yon Po». 

4slen nnd Geraden die Bede ist, analoge Sitae abnileiten, in welchen Poncte and Kreise, deren 

Centren sich in gerader Linie befinden , betrachtet werden. Wir brauchen nändich bloss in 

den analytischen Formeln, welche uns mit den Eigenschaften der Pnncte and Geraden bekannt 

machten, die geometrische Bedentang der Coordinaten nnd Coordinaten-Fonctionen n indem. 

Wihlen wir als Beispiel folgenden bekannten Sats: 

Die drei Geraden HG, ffG', H^ff ', welche in den Mitten der drei Seiten eines beliebigen 

Dreieckes FPF senkrecht auf diese Seiten errichtet worden sind, dorchschneiden einander in 

einem gemeinschaftlichen Poncte R. 

Drücken wir diesen Satz im Systeme zy ans , and eraetsen wir alsdann die Bachstaben 

xy dnrch 1^ so bekommen wir nmnittelbar folgenden analogen Sats: 

Man habe fanf beliebige, jedoch in gerader Linie liegende Rnncte C,Cr,C,A,0(Fig.32.). 

In einem ans diesen fünf Poncten bdieUg aasgewihlten Poncte errichte man dne Senk- 
rechte TTIOMY znr Geraden CCG", nnd man trage aof diese Senkrechte die Unge 

OA a OM a OM » ON auf, am welche der bewosste Ponct von einem zweiten beliebigen der 
fünf Poncte entfernt ist. Den so erhaltenen Ponct H oder N vereinige man mit den drei übrigen 
Plincten C, C, C", errichte in N zu den drei Yereinigongsgeiraden die drei Senkrediten Nc, Nc , 
Hc" nnd merke sich die drei Dorchschnittspancte 0,0,0" dieser drei Senkrechten mit der 
Geradai CCC". Man beschreibe am die gegebenen Poncte C, C, C als Centren mit beliehi- 
^n Radien drei Kreise V^FCC^ VFTt nnd FFf'f nnd fUle TOn den sechs Dorehschnitts- 
poncten dieser Kreise sedis Senkrechten aof YOr. Man bestimme alsdann aof den sechs dordi 
die Dorchschnitte dieser drei Kreise erhaltenen Bogen sechs Poncte , wdche den Bedingoa-^ 
gen entsprechen , dass ihre Entfemongen von TOT reqiective die ariflunetisdiea Mittel der 
Entfernungen der beiden Endpanete der Bogen von der nimlichen Geraden TOT sm solien, 
d. h« den Bedingongen, dass 

G£ » gf « IcrK+FE"), G'F » g's a 1 (FE+rr), GTJE" « gV » g-cFE+FB-). 

Beschreibt man alsdann am die Poncte c, c, c ' als Centren drei respectire die Pnnctenpaare 
6 nnd g, G' und g, G" ond g" dorchstreichende Kreise, so darchsclüneiden diese dra neoen 
Kreise einander in einem entweder reellen oder (wie in Fig. 38.) imaginiren PlincteBpaare 
R nnd r. 

In ihnlicher Weise können wir auch leicht folgende beiden Sitie, welche wir in §• 32. 
nnd g. 33. vom Systeme zy aof die Systeme XT, ov, UV übertrogcn, jetzt dagegen von Xf 
anf Xfi übertragen : 

1) Die drei, von den drei Eskeu eines bdiebigen Dreieckes FF'F' anf die gegentber- 
stehenden Seiten gefSUten Perpendikel FK, FIT, F'IC dordmehneiden einander in einem ge- 
meinschaftlichen Poncte R'; 

2) Die drei Geraden FG, FG*, F'G", welche die Halbirongsponcte 6, G', G^ der drei 
Seiten eines willkflhrlichen Dreieckes FFF' respective mit den gegmfiberstehenden Ecken ver» 
binden, durchschneiden einander in einem gemeinschafOichen Poncte R". 

DrAckt man diese beid^i Sitze auch im Systeme zy aus, und ersetzt zum anch hier die 
Bnchstaben zy durch Xfi, so bekommt man folgende beiden Sitze : 

1) Man habe, wie in dem so eben erhaltenen Satze, wied^nm fönf beliebige -in gerade LU 
Mie liegende Puncte C, C, C\ A, (Fig. 32.). Man erridite wiedemm die Senkrechte TOT» 
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«erke sidi in deraelben denfMc« N mid leite aus deo ffg^hmm. «tr^Amtm G^; c;» C Awi 
•ndere Pimele o, o', e" ab^ welche mit den vorigen Punoten dreiiii N^rfCjhliHaUige ünMft^ 
4Mrstelleii. Man bevehreibe endlich um die gegebenen Pwels. G, G^ Cmit beUebpgep. Radjit^ 
4rei Kreise FTfr, FFT'f und FFTf, nm die nenen drei Flinote e , c'^ c dii^fgeu dnd 
reapective die Pnnctenpaare P und f, F'und t\ T ond f" durchstreichende Kreice: Badornhrr 
schneiden dann letztere Kreise einander in einem geroeiosohafiUcheii, reialbn oder im^ginftren 
Fnnctenpaare R' nnd r'; - 

2) Es seien wiederun fBnfPnnoteC^C', C",A,0(Fig. SS.) gegeben. Man ^sichreibe umdi^ 
drei ersteren C, C\ C mU beliebigen Radien drei Kreise FFf'f % FF'f'f nnd FFf IC« oa« 
Jille von den sechs Dnrchsohnitlsiranclen dieser Kreise sechs Senltreghlea aaf die sau Gerai^P 
AB errichtete Senkrechte YOT'. Durch Balbirung der Difierena der Ltügm dieser S(M4h 
rechten bestimme man anf den sechs durch diese Dnrchschniltspmijcte begrenzton Kr^isbogep 
die drei Punctenpaare 6 nnd g, & und g, 6" und g". Endlich ziehe man drei, respectiyf 
durch FfGg, durch Ff'G'g und durch F'f"G"g' gehende Kreise : Es werden alsdann auch 
letztere drei Kreise einander in einem gemeinschaftlichen, reellen oder imaginfiren Puncten- 
paare R" nnd r" durchschneiden. 

S. 240. Ein beliebiges Elementenpaar '^' und ^ ' gibt durch Verwechselung 

^ — ß i SS s ' 

der Coordinatenwerthe zu einem neuen Elementenpaare und ^_^ ' Veranlassung, 

welches mit dem primitiven Paare in einem gewissen Zusammenhange steht , dessen geome^ 
Irifldie Bedeutung in den Systemen zy, XY, uv, UV wir in $. 27. utttersnbhien« te.mserem 

jetzigen Systeme Xfi bedeuten die primitiven Elemente ^ ^ un4 die aus ihnen alii- 

geleiteten ^^ ~ * die entgegengesetzten Ecken 1. und 2., I. und H. (Pljf. 7.) und 

die entgegengesetzten Ecken 3. und 4., III. und IV. eines gewissen Paares von einander Mm»- 
liehen und symmetrisch liegenden Figuren 1.4.2.3. und I.IY. 11.111^ Welebe durch, die gegMr 
aeilige Dnrc^hneidung zweier um A als Centrum beschriebener Kretse 1» 4. und 3.-2. und 
nweier um B beschriebener Kreise 2.4. und 1.3. entstehen, von welchen beiden Figuren in 
Fig. 1. einfaehheilshalber nur die eine gezeichnet worden Kt 

Es konmit diese Classe von Figuren Afters bei physikalischen Untefs«ahiiaigeii ver^ wennzw«! 
Vndnlationen gleichseitig betrachtet werden. Stellen wir uns z. B. vor, in einem gewissen feslM 
Puncto A eines unendlich grossen Wasserbeckens fielen in unaufhörlicher Fedge, 4labeii aber, in gleh^ 
eben Zwischenräumen, Steine von ähnlicher Form und Grösse auf dieOberflichedes Wassers herab, 
währöid gleichseitig in einem anderen Fnncte B deft Beokens eiftezweiteSeihaveA SlaiKen von ähntt^ 
4)ber oder anderer Grösseherab&Uen mögen. Jed«r Stein wird alsdann nhae sich kreisfönnignusdeiit» 
nende Welle veranlassen , sodass nach einem gewissen ZeitverlanfedieAQ8i6ht,wel€dtQ dieOben^ 
fläche des Wassers einem in verticalerRiditottg unendlich weit von ihr entfernten Zuschauer darbie- 
let, diese sein wird , xlass dieselbe mit zwei Reihen von ooncentrisohen Kreisen bedeekl iai; 
deren gegenseitiger Durchschnitt unendlich viele Figuren von der Form von .>Fig. 7. darbietet 
Im Grenzfalle, wenn die Puncto A und B beide sich unendliob von O entfernen, rednoiren die 
beiden Kreise 1.4. und 2. 3. sich auf zwei einander pnrallele Geraden und die Kreise 2. 4. 
nnd 1. 3. aofeine zweite Gruppe von zwei Parallektt.der^n Richtung, wenn zugleich die Fig» L4.2.3. 
sich unendlich von entfernt hat, im Allgemeinen von derjenigen derihtMan vaaigeni^aral- 
lelen verschieden sein wird,- so dass die Figur 1. 4. 2. 3. sich auf ein Paralleiogram reducirt. 

f. 241. Da also unsere jetzige Figur eine Verallgemeinerung des Parallelograms ist, 

26 



iOft Zweiter Abschnilt. Die ^ OMMtfilmst^j^leme i^, R$, i)/;^, >F0, Xfi. 

JRMkönAen 'wir Mb BtfeiiseliafMi de» EiMllelograiDff, weMie Adk Im Systeme xy doreh eiaAMbe 
MMyth^he Pormehi - attsdrieben Iwnem, «nmitlelbar aaf imsore Pi^r übertragen, wie wir ia 
•ktllielicf^ Weide' diese Bigenschaftcii «aeh scbon in $. 34. auf die in den Systemen nv aari 
9Ci ans 4)eiii Parallelograme iiervorgehenden Vierecke und Vierseite übertragen. Wir bebom- 
aien <^lii(r folgende Sfttze : 

Aas zwei beliebigen Panoten A und B einer beliebigen Geraden X'ABX cFig. 7.) be^ 
schreibe man zwei beliebige Kreispaare. Durch die entgegengesetzten Ecken 1. und ^. der se 
Miältenen Figur 1.4. i2. 3. lege man einen Kreis, dessen Genirum sidi auf X'ABX befindet, so 
Wie man auch die beiden anderen Ecken 3. und 4. durdi einen Kreis Tereinige, dessen Gen- 
«hm sich ^eichMlsaufX'ABX befindet. Durch den Durchsohnlttspunct S. dieser beiden neuen 
4^i9e lege man Hw^i Kreisbogen 8.5.9. und 6.5.7., deren Centra sich respedive in B und A 
%ef nden. Errichtet man alsdann im Halbiruagspunete der beiden gegebenen Pancte A und 
8 eine Senkrechte TOT au X'ABX, und tiHtt man von den Puncten 1., t., 3., 4., 5., 6., 7., 

a, 9. die Senkrechten 1. 1 ^, 2. 2 ^, etc. auf YOT, so ist : 

6.5^ = J( 1.1^ +2.2^ )=l(i.^'' +4.4 >< )=^(8.8^ +9.9>< )=J(6.6X + 7.7^ ), 



9.9^ 



= ^(2.5(^+3.3^ \, 8.8"^ =J/ 1.1*^+4.4 "<), 6.6^=J(l.l^ +3.3 "^ V 

7.7^ = ^/2.2^+4.4*^). 



!• 



ist der Inhalt desjtaigen um A, oder um B^ oder am irgend einen anderen hmidl 
]ft der Geraden X'ABX iMSChriebenen Kreises, welcher durch den Punct 9. geht, das arithme- 
tische Mittel zwischen den~InhaUen der beiden mit ihm concentrischen, durch die Pancte 2. und 
^. gezogenen &ei^e, so wie auch die Puncto 8., &, 7., 5., in Bezug auf die Inhalte der durcb 
sie gezogenen Kreise respective das Mittel bilden zwischen den «ändiehen Pondenpaaren 1. 
und 4., 1. und 6», etc., zwiaohen weldmisie, wir wir so dMn fanden, in Bezug auf ihre En|j- 
ftnmttg von YOr ddii Mittel sind. 

^^ $. 249; Wir haben in dem Vorherigen terschiedene Coordinaten-Punctioneii und Ele- 
ttlenteifgruppen des Sfstemes Xfi geometrisch gedeutet. Sollen wir aber unser System A/k g^ 
hörig benutzen können, so mössen wir auch umgekehrt irgend eine geometrische Constructidn 
Arrch «nalylifiiche Pormrin in diesem Systeme ausdrucken können. Sehen wir also , wie die 
kei einer solchen Gonslnielion am Oeftesten vorkommenden Linien , d. h. die beliebige <jerade 
«ML der beliebige Kreis 

X Ä My+M, (x-0«+(y-H)« = K^ 

im uttaefem jelcigenf Systeme auszwdrtteiBen smd. Well diese Curven in Besag auf die am 
XOX' beide nicht symmelrisoh liegen, rnnss man ihnen nach $. 230. respective üe Sapple^ 
asentar^Gerade and den (Supplementar-Kreis 

X =ö -Ny+M, (x-i)«+t;y4.B)'^ t= K» 

Unzittgen, und es werden ahulann die so erhaltenen Cnnren swiaiteB und vierten Chradea 

(x-M)» ms »«y«, [x24.y2-2Ix+l«+H^-KT sa [tHyJ^ 

im Systeme > Xfi, . respedive ausgedrdckt durch : 

{i.^^_4iiiM]*es: Na[4Xft-.(I+^-4a2)«J, 

Sw M& ifiiqcnige Kette ersten firadaa 



) . 



n-v^=^^i^-^* 



üv 



wdclMi ein gewisses Blemeol i' äs Ji, iy sac.i^i «iaer fewie«ft /Keile t^yitKsua/etMkä^ oni 

die Aberdies in aHen Aren Bienenkn im nteliehen Werth ^ dee D)Sbmnliiii;K?*^entM ^ 

hatte, wie deijengey weldNrr aseh der Kette ((If^ysaso im Btaiwiite i=aSi^ V='*'k Enkani,.iuMift> 
ten wirinS.79. eineTangential-Kette der Kette f(J^tj')s=ou Und wir fanden, dass aie ip 
den Systemen zy und uv die ßerährungsgerade der Curve im betrachteten' Elementarpuncte, 
in den Systemen XY imd UV den BerAhmngspnnct der Cwre usd.der bctnachteten Üetoeok 
tar-Tangente bedeutete. In unserem jetzigen Systeme wird dureb üe Täng«ntfal->Ketlb ** 

ein die Curve f(X^) = o in den beiden Puncten des Eiemenles I 3= A^ , i^ »^ /tc^ bert h ieai 
d^r Kreis aiigedeutet , dessen Centrum sieh daher hrgendwa in der Axe XOX befinden musM» 
Wenn wir nämlich an die Curve t(Xfi)^s=o in jedem Puncte des Elementes Xs=X^, ^:=/c^ di^ 
Normale Eiehen, so liegt der Durchschnittspunct dieser beiden Normalen, weil die Lage der 
beiden Puncte in Bezug auf XOX' symmetrisch ist, in XOX' selbst, und der um diesen IMnneii»^ 
schnittspunct als Centrum beschriebene , die genannten Puncte dorchstreichende Kreis wird 
die Conre in diesen Puncten ber&hren« 

S* 944. Beträchten wir jetzt die allgemeine algebraisehe KSeUe (n)ten Grades : 
f« (lA«)3[aA,«»+bA»'->+cl»-«jU*-f. ...]+[dA»^»+eX"-»/t+ . ..)+ ;..+k a=a' O. 
Wenn wir ihr folgende ebenso allgemeine Form geben ^ 

Fna-^fij ^-/w)E[Aa+^)*4-B(A+fi)---H3t-f*)V...l+lD(l-^/i)»--»+...}4w...4KK» 
so erbemien wir, dass. sie eine gewisse algebraische Curve (2n)ten Grades darsldlt, und s 
fis^nde: 

[2"xAx(x^+y-*Sa3}»]+[9"^ix4axB><(x'+T^«--iUi3)FT!>><i^ *|. . . . 
•h{a»-ax(4a)2xCx(x«+y2-8aO»-2xx^+... +[2»-»xDx(xa+y»-^a»*J^»l + ^-^^ 

Hierans eniehtBMn, dass dieseOehttneSwegs die aIlgemeineCarvo(2D)tenia^ 

I 

djBirstellt, weil letztere ^C2n)(2n 4- 3) unabhängige Unbestimmten enthalten mfisste, während da* 

gegen unsere Curve bloss diejenigen j-(n)(n+3) unabhängigen CoefBcienten A, B, C, etc. 

entbiU, welche sohon in der gegebenen Gleichwig Fa (X*f-f(, >L*-f«) sx o vorkamen. Den g^ 
mftss muss die allgemeine Gleichung C2n)ten Grades Fja C^) = 0, wenn Mt eilte d«r. aHhidr 
ketrachteten Cnnren f» (V) sd o bedeuten soll, einer Gruppe von 

£i C2n)(2n + 3)] - £-J (n) (n + 3) ] ;= | (n)(n +0 

verschiedenen Bedingungen unterwerfen werden. Unter ditseft Bedtegnngen gibt es o(iiii* 1) 
oder zwei Drittel der ganzen Gruppe , wdohe andeuten , dass die Curve F,. (xy) = o 
die Eigenschaft basitnen mnas, dass sie sieh duroh Ae Gerade X/OX in swei gleiche Thtile 
zertheilen lässt, d. h. dass sie durch eine Gleichung von der Form 9(y% x> aa o ani** 

zudröcken ist. Diejenigen ^ (n)(n+l) Bedingungen, welche das letzte Drittel unserer 

3 

Gruppe von «- (0)^^+1) Bedingungen darstellen, theilen sich in eine Gruppe von n Beding- 

«feigen , welche andeuten , dass die 2n Asymptoten der Curve F^ (xy) sa o tei: AUgeamM« 
aimtttlich ima^ir werden und mil der XOX^ alle, einen Winkel 7011 der imaginiren GrAsaejm^ 
Ig. <i<^i) eiiischliessen, .und in verschiedene andere Gropp^ welche siah apf demOrad .der 
AoMheMag der Cnrve i^»<X7) a« o au ihren Asympteten \beiMmi« 



fO* Zweiter AlMchaitt. Die 5 OmmduMmtSjMme r^p^ R«, ^Xy ^^9 ^f^- 

'. * . h m Hn *mT-9MB der üi Byileme xy MMgedröcktep Gfeidiiiiijr ^ler Onrfe f« C^)3so de« 
if erth des DMffar^nttaMJliotieiiieii ^ ab, so bekommen wir einen BrncA, welcher die Coordi- 



y. in seinem IJieaner als Factor enihilt, woraus folgl, dass, wenn man y ss o setart, bei 

I ' i dv 

der Curve fo (ifi)' s üq Allgemeinen die Specialisirung ^ =: oc sich ergibt, d. h. dass 

die €nrva fii (Ifi) ha oi' im Allgemeinen bei allen ihren Ourdischneidangen der AxeXOX' mi 
dieser Axe< stets senkreckt äteht. 

{• 245. Ein geeignetes Mittel zor Discussion einer gegebenen Cnrve f. (kfi) = o be- 
sitzen wir in der vorherigen Discussion der einfacheren Cnrve U (xy) = und in der nach- 
kerigeo Uebertragnng der Eigenschaften letzterer Gtarve auf diqenigen der Curve fn ßfO=s o. 
Merken wir «ns. t. B. die Lage der Cnrve f. (xy) = o in Bezug auf die im Quadranten XOT 

befindliche, die Coordinalen-Axen XOX' und YOIT in den Püncten "*" " ' und ^' * « 
1 : ' . y CS o y = 4a* 

kertUffende «nd dorch die Gleichung 

i yx±v^y«s2a oder (x-y)» 25= 8a^x+y-.2«2) 

ausgedrückte Parabel. Wir erkennen alsdann leicht, dass derjenige Theil der Cnrve fB(xy)=o, 
welcher sich zwischen dem Puncte O und dem Scheitel der Parabel befindet, so wie fibeihanpl 
derjenige. Theil der Curte. fn (xy) =3 0, welcher in den Quadranten XOY, X'OT, XOV, oder 
aber in dem ausserhalb der Parabel ^x±^ = 2a befindlichen Theile .des Quadranten XOT 
sich befindet ,. mil . imaginären Zweigen der analogen Curve fnCX/ü) =: correspondirt, wih» 
md bloss delr inneriialb v'x±^sssiüa befindliche Theil der Cnrve fi'(xy)s=:o beim Uebeiw 
gange zur Curve fa (Ifi) = reell bleibt. Es folgt hieraus weiter , dass die n reellen oder 
imaginären asymptötüuiten Zweige der Cnrve fn (xy) == o im Allgemeinen , d. h. so lange 
Jiichtl ibre.Ri^tnnf mit derjenigen der Diameter der Parabel yOci/'y ss Sa, also mit der- 
iea^gpa der Geraden x*^y aa o oder LQL' (Fig. 1.) paraM ist, mit biess imaginiren Zwei- 
gen .der Curve fn (A^) = correspondiren. Findet jedoch dieser AusnahmsfaU statt, d. h. 
lennden sich unter den n Asymptoten der Curve fn Cxy).= o eine oder überhaupt m ver- 
schiedene, mit der Geraden LOL' parallele, so bekommt die analoge Curve fn (Xfc) = hier- 
durch die Eigenschaft, dass die sie im Systeme xy ansdrückende Gleichung (2n)ten Grades 
sksfa nuf den •(2n*^m)ten Grad reducirt. Denn es wird alsdann diese Cnrve im Systeme Iß 
linrek eine Gliädmng - 

Fn(X+/M, k-fii s [A(X+j«)»+B(X+^)«-«(^^^)+...l4-[D(X+ii»)»-*+...J + ... +lf = 
ansgedräckt von solcher specieller Form , dass die Cotfficienten A , B , D , etc. derjenigen 
Glieder, in denen die m höchsten Exponenten von 1+^ vorkommen, verschwinden, wesskalb 
nliob die die €nnra.rim. .Systeme xy auMrickende Glei^ung' 
'' •- f •' • ^ ■ '■»:'') • '^ .. Fn l*Cxa4-y24-a*),.4axl aa 6 ■ 

vbn den. m hjyichsten.Exponentän der Grösse 9(x;>+y>H-a') befreit wird und daher nm m 
4nide niedriger wird..! i . . : 

^ . Wir erkennen weiter, dass die Parabel /x±/y = 2a, weil sie eine Curve zweiten 
Grades ist, von der Curve fn (xy) = im Allgemeinen in (2xn) reellen oder imaginären 
Pttncten durchschnitten wird, wesshalb nach f. 344. im Allgemeinen 2n verschiedene redle 
oder imaginäre Zwieige der Curve f» i^fA) = die Axe XO^ in senkrechter Richtung durch- 
eckneidei^' Jki einer gewissen spedellen Lage der Cnrve fn (xy) s: jedoch kann es sidi 
ereignen,' dasa zwei Ihrer 2n Dorchechtiitte mit der Parabel /k ±v7es So sich a« 
Mner einzigen 'Berührung dieser Pütabel verdnigen. Es werden alsdann zwei versduedene 
die Axe XOX dnrchschneideHde Eweige der Curve f. (X^) as o «einander in dieser AxjeXOXT 



\ 
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htgefmn , fo daai die Gonre f» (üf«) =: o «bdami in dieier Aze XOX' einen Ooppelpnnet 

besitzen wird, folglicli daselbst die Bedingung -J =? - stattfinden wird. Und zwar werden 

die Winkel , nnter welchen, diese beiden Zweige der Gurre fa ilfi) =5 die Axe XOX 

durchsciiieiden , alsdann yom rechten Winkel im Allgemeinen verschieden sein, weil die ia 

dv 
§. 244. ans der Bedingung ^ = oo hervorgehende Nothwendigkeit der Rechtwinklichkdt 

dieser Winkel jetzt beim Stattfinden der Bedingung -I = - verschwindet. In ähnlicher Weise 

eritenn^ wir , dass in den noch specielleren Fällen, in welchen die Curve fn (xy) c=5 o die 
Purabel y^x ± vir ss Sa osculirt, die Curve fg (A/t) = o die Axe XOX* berühren wird. 

§. 246. Gehen wir jetzt über zu der allgemeinen Gleichung zweiten Grades unserez 
jetzigen Systemes * 

FaCA^) » Ak^+Bfi^^CXfi-^Dl+EfA + G = o. 
Es ergibt sich aus dem Vorigen, dass die durch sie ausgedrückte Curve zwar eine algebrai- 
sche Curve (2x2 = 4)ten Grades ist, keineswegs aber die allgemeine durch die Gleichung 

J»;(xy) s [ax*+bx»y+cx2y2+dxy3+ey*l + [Ix^+gx^y+hxy^+jy^ 

+ [kx»+lxy+my2J ^ [nx+py] + [q] = 

angedeutete, sondern dass letztere Gleichung, wenn sie eine Curve von der Form VjO-fO = ^ 

3 
bedeuten soll, vorher [- x 2(2+1) = 9] verschiedenen Bedingungen unterworfen werden muss, 

erstens nämlieh den seck; Bedingungen b=:d= gs=3J ssl=3p=:o, durch welche sie sick 
auf eine Gleiehui^ von der Form ^CyS x) s= redncirt , zweitens den beiden Bedingungen 
a^se und c=2a, welche ihre Asymptoten imaginär machen, endlich der Bedingung f = b. 
ffierdnrch gewinnt die Gleichmig die Form 

a(x*+y2)*+£x(x*+y«)+kx2+my»+nx+q = 0, 
odet, w^n wir nns der primitiven Coefficienten A, B, C, D, B, G bedienen, die Form : 

(A+B+C)(x2+y')«+CA-BX4axKx^+y2)+[(D+E)+2a2(3A+3B-.C)lx2+ 
-|-|GD+E)+2«2(A+B+C)]y^+[(D-E)+2a2(A-B)J2ax+K(A+B+C)+«^(D+E)+Fl = o* 

f. 247. Dass die ^allgemeine Kette ersten Grades im Systeme xy eine Gerade , im Sy*» 
alene I/a einen Kreis bedeutet, gibt uns Veranlassung, aus dem Pascal'schen Theorem 
i^Womi irgend sechs beliebige Puncte 1., 2., 3. , 4. , ö. , 6« eines beliebigen Kegelschnittea 
F2CxjO=;o. als Ecken eines Sechseckes betrachtet werden, 80 liegen die drei Durchschnitts» 
puncto' der drei Paare entgegengesetzjler Seiten 

1.3 und 45, 2.3 und 5.6, 3.4 nnd 1.6 

. dieses Seohseokes in gerader Linie^ 
unmittelbar folgende analoge allgemeine Eigenschaft der so eben betrachteten Classe von Cur- 
V« abzuleiten: 

Es sei irgend eine beliebige, durch die Gerade XOX' symmetrisch getheilte und daher 
dieee Gerade XOX' zur Axe habende Lemniscate oder Cassinoide oder Cardioide oder ein 
Kegebcbnitt , oder Aberhaupt irgend eine derjenigen Gurven, welche nach §. 251. durch die 
^Mwdinng F^c^) as darstellbar sind, gegeben. Man wähle im Umfange dieser Curve secha 
ladiellige Punote 1. , 2. , 3* , 4. , 5., 6. , und verzeiehne die an der entgegengesetzten Seite 
von XOX' befindliehen sechs Supplementarpuncte L, IL, III., IV., V., VI., welche naoh 
9. 227. mit. den sechs vorigen seefas Elemente des Systemes Xfs darstellen. Zieht man als«» 
dam dnroh diese swälf Pnncte die sechs Kreise 

1. 2. I. II, 1 a. IL UI, 3. 4. m. IV, 4. 5. IV, V, 6. 6, V. VI, 6. 1. VI. I, , 
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$6 befladen die (reellen oder imiginirea) DwrcliscIniittspiiiiGle des enten ittd yierten^ dei 
sw^iten und fünlten, des dritten und sechsten Kreises sich auf dem Umrange eines siebenlen 
Kreises. Und zwar liegen die Centren aller sielen Kreise in der Geraden XOX*. 

§. S48. So k((nnen wir anch^ weil die Tangential - Kelte im Systeme zy eine Berflhr--' 
tkngsgerade, im Systeme X/u einen Beruhrnngskreis bedeutet) ans den bekaiiBteil Bi-« 
f enschanen der Tangenten eines Kegelschnittes F^Cxy) = o analoge Eigenschaften der Be- 
Tührungskreise der zur Classe 

gehörigen Curven ableiten. 

Man kann z. B. an eine beliebige BIlipse oder Hyperbel in einer beliebigen Richmg im 
Allgemeinen zwei (reelle oder imaginäre) Tangenten ziehen. An eine Pambd dagegen kastl 
man in der nämlichen Richtung nur eine Tangente ziehen, weil die andere sich unendlich 
entrernt und daher allhier ausser Betracht kommt. Man kann ferner an einen beliebigen Ke** 
gelschnitt von einem beliebigen nicht auf seinem Umfange liegenden Puncte im Allgemeinen 
2wei verschiedene (reelle oder imaginäre) Tangenten ziehen. Daraus folgen mit Besag auf 
$i 251. unmittelbar folgende analoge Sitze: 

Bei jeder beliebigen, durch die Coordinaten-Axe XOX' in zwei symmetrische Theile ge- 
Iheilten Lemniscate oder Cassinoide und überhaupt bei jeder durch die Gleichung 

AX2+Biu2+C;i^+D;i+E/ii+6 = 0, 
(wobei [C^ — 4AB]>^ 0) darstellbaren Curve, wie z. B. bei derjenigen von Fig. 33., kann man von je« 
dem Puncte der Axe XOX' als Centrum im Allgemeinen zwei verschiedene (reelle oder imaginäre) 
Kreise beschreiben, welche zugleich Berfihrungskreise an die gegebene Gur?e sind. Bei jeder 
Sie XOX' zur Axe habenden Cardioide dagegen und überhaupt bei jeder durch die Glelchinif 

Ail^+B/ti^^CAfc+DX+Eite+G = O, 
Cvobei [C^— 4AB] = 0) darstellbaren Curve kann man um jeden beliebigen Rnct der AxA 
XOX als Centrum im Allgemeinen zwar einen (reellen oder imaginiren) Berührungskreis an 
die Curve beschreiben, jedoch auch nur diesen einen. Bei jeder beliebigen Gurre endUeh^ 
deren Gleichung die form F2(A/u) = o besitzt , kann man durch einen beliebigen , nicht auf 
dkm Umfange der Curve liegenden Funct im Allgemeinen zwei verschiedene (reelle oder imag^ 
Alre) Berührungskreise an die gegebene Curve legen. 

$. 349. Es ist aber zu bemerken, dass der Berührungskreis an die Curve f(7if£)s=io im 
fitrenzfalle, wenn die beiden Berührungspuncte mit einander doincldiren und sich daher mit einen 
einzigen in der Axe XOX* befindlichen Doppelpunct reduoiren, denjenigen Kreis daratellti 
welcher die Curve f(X/u) = 0, während diese die Axe XOX' durchschneidet, oscriitl Di^ 
jenigen Kreise also, welche die Curve f(A/M) = o in der Axe XOX' b«*dhren und nicht oseo- 
liren, sind zwar im buchstäblichen Sinne des Wortes noch immer Beruh rnngskreise an 
die Curve f(X^) t= 0, nicht aber solche, welche durch die Gleichung 

« -i dX. , 

dat-sfellbar wären, d. h. nicht solche, wie wir sie in $. 343. und in $. 248. unter dem Worte 
«Öetflhrungskreis*' uns gedacht haben. Wollten wir dagegen anter Berfl1irungBhrei# 
fth die Curve f(Xfi)=o einen dieseCurve in irgend einem ihrer Punkte beröhrenden beb 
Verstehen, so müssten wir auch die unendlich vielen Kreise , welche z. B. die Cardioide RCAM 
tt}t' 35.) in ihrem Scheitel R, oder welche die Curve von Fig. 33. in ihrem SdieiM t oder 
g beMhren , zu den Beruhrungskreisen rechnen. Und es würden alsdann , da eine dnrck 
^(X/i) s=3 darstellbare Curve die Axe XOX' im Allgemdnen fai vier ven^chiedencii (reeÜctt 
oder imhgitiären) Pnneten durchschneidet, obige Sätze folgende F#rm anmebmen 1 
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Um jeden MiebigeQ Ponol der Axe XOX' alsCentravi kann man im AHgr^meinen (244 =6> 
irarscbieriwe (vedle oder imagluire) Kreise beschreiben, welche eine und dieselbe, die XOX' W9t 
Axe Inbeade Cassinoide berukrea. Dttrch jeden nicht auf dem Umfange einer gewissen Curvp 
fjCl^) =s liegenden Puct kann man im Allgemeiaea (24-4=6) verschiedene (reelle oder 
jmaginfire) Kreise x&ehen, welche diese Carve berühren. 

$. 250. Zur besacven Einsicht in die Natar der Oorven 

F,(;i^) 5 Ai.'^+B/i^+CA^+O^+EiU+G SS 
walea wir dasjenige Element betrachten, dessen Coordinaten die W^the 

_ 2B D-CE _ 2AE-CD 

~ C2-4AB» ^ ~ C2-4AB 

besitzen. Dieses Element nnn wollen wir nach S- ^^%' das der Corvo F2(Xm) = o in Bezog 
«of das System A^ zokommende Centralelement nennen, während jede dieses Eiemeiil 
«Mhaltende Kette ersten foades naoh §. 104. eine Diametr^lketle der Kette F2(X^) =& ^ 
fceissen mag. Rtifen wir nns wiedar die vorher bei den Systemen xy, XY, uv, UV ontersi;|chte]|i 
Eigenschaften dieser Centralelemente ond dieser Diametralketten in's Gedachtoiss, nämlich: 

1) (S. lllO- Das Centratelement der Kette U(Xi) = ^ ^'v^^ constrairt, wenii wir err 
sl^s diejenigen beiden Elemente der Kette fzßi;) = o, in welchen der DiirerentiaM}uotien^ 

einen gewissen Werth ^ = /} hat, durch eine Kette ersten Grades vereinigen, sodann die- 
jenigen beiden Elemente der Kette f2($J7)s=:o, in denen eine andere gewisse Bedingung J^^sss. ^ 

stattfindet, dorch eine zweite Kette ersten Grades vereinigen und endlich das diesen beiden 
Ketten gemeinschaftliche Element suchen; 

2) {%. 102.). Das Centralelement der Kette ij;Xr[) = o ist in Bezug auf das System 
i^ das Hittelelement derjenigen beiden Elemente, welche der Kette (2^^') == mit irgend 
einer Diametralkette gemeinschaftlich sind ; 

3) ($. ;Q3.). Die der Kette ^(^7) :;;=: in letzteren beiden Elementen zukommenden 

Werik^ des DilTerantial-Onotiealen -r| coincidkren mit einander; 

4} (f. 1I3.> Werni zwei Diametralketten einander conjugirt sind, d. h. wenn die 
erste Diametralkette in aUen ihren Elementen den nämlichen Werth des Differential- Quotien- 

^df besjäast, wie derj^yge, welken die Kette fzil^^ = o selbst in den beiden ihr mit der 

jwetten Diame^lkette gemeinsohaftHchen Elementen besitzt , so ist jedes Element der erate^ 
ren Diametralkette das Mitlelelement der beiden Elemente, wdche der Kette f^C^iy) sr o g^ 
meinschaftlich sind mit irgend einer Kette ersten Grades, welche das betrachtete Element d0r 
ersteren Diametralkette /enthalt und zugleich in allen ihren Elementen den nämlichen YfeTO^ 

lies Differential-Qnotienten ^, wie die zweite Diametralkette, besitzt. 

Naoh der voiidn nnfgefundenen geometrischen Bedeutung, welche in «nSj^em jetzigen.Sy«^ 
Sterne i/i dem Mittelelemente , der Kette ersten Grades und dem Differential - Quotienten ^^c 

snhommt, ist es nns leicht, obige Eigenschaften des Centralelementes und der Diamelridl^eV- 
imt unmittelbar von dem allgenKinen Systeme l^ti auf das sjpecieUe Xfi zu übertragen. Dadarw^^ 
«flehen sich uns foifende Sitze : 

1> Man wähle einen beliebigen Pnnct der Axe XOX', 'z. B« den Punct B, und beschTeil>e 
«ni ihn als Gentram diejenigen beiden Kreise UbUyU'ju, welche die gegebene Curve f2CAf«>=i=ap^ 
s. B« die in Kgu 38. gezeichnete Curve 
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gTSTSfsTfl'tgr, oder (1-3ä)2+</«-.11ä)« ä 8«« 

lierfihren. Man wähle irgend einen zweiten Fand der Axe XOX^ %. B. den Pniet O, 
beschreibe nm ihn als Centrum zwei neae , die Curve gleichfalls berührende Kreise Tkt nnd 
Tat'. Durch die yier Berührungspuncte U , U' , u , u des ersten Kreispaares lege man einea 
fünften Kreis, durch die vier Berührungspnncte T, T, t, t' des zweiten Kreispaares einen 
sechsten. Die gegenseitige Dorchschneidnng alsdann des fünften und des sechstein Kreises 
Usst uns das Centralpunctenpaar Rr unserer Curve construiren^ während jeder dieses Puncten- 
paar durchstreichende Kreis, wie S'Sss oder v'v,etc«, einen Diametralkreis unserer Curve darsteBL 
Die Construction des Centralelementes , welche nach dem Vorigen im Allgemeinen das 
Beschreiben sechs verschiedener Kreise erfordert, hat sich wegen der speciellen Form der Figur 
33. dadurch vereinfacht , dass der sechste Kreis sich auf die Gerade TTtt' reducirt hat. Bis 
ist uns aber, welche auch die Form der gegebenen Curve t^ilii) =^ o sein mag, stets er- 
hubt , die Construction des Centralelementes dadurch zu vereinfachen , dass wir zwei dar 
zu dieser Construction erforderlichen sechs Kreise durch Geraden ersetzen. Wiederholen whr 
nämlich die bei der Construction des Mittelelementes in $. 238. gemachte Annahme, d. h. 
wählen wir als den einen der beiden in XOX* beliebig auszuwählenden Punete die Spitze 
dieser Axe , so veduciren sich alsdann die beiden um diesen Funct als Mittelpunct gezoge* 
neu Beröhrungskreise auf diejenigen beiden Tangenten Ss und S's' unserer Curve , welche 
zu XOX' senkrecht stehen. Wir erbalten daher in dieser Weise unmittelbar den einen der 
beiden das Centralelement enthaltenden Diametralkreise, sobald wir die vier Poncte S*, S, s, s', 
in welchen die Curve mit der Axe TOT parallel läuft, durch einen Kreis vereinigen, so dass 
nur noch ein zweiter Diametralkreis zu ziehen übrig bleibt, um das gesuchte Centralelement 
Br zn bekemmen; 

2) Zieht man von den Puncten S, R, S' drei Senkrechten zur Axe TOT, so ist: 

R£ = i(SE+S'E'). 

Es ist fiberdies der Inhalt des um einen beliebigen Funct A, oder k, oder etc. der Aze 
XOX* beschriebenen und durch R gehenden Kreises das arithmetische Mittel zwischen den 
Inhalten der ihm concentrischen, durch S und S* gehenden Kreise, d. h« es ist: 

AR2 = 1 (AS2+ AS'2), 0R2 = \ (0S2+0S'2), kR« = 5 (kS^+kff«). 

Aber nicht nur die Endpuncte des Diametralbogens SS*, sondern auch diejenigen iiqgend 
eines anderen Diametralbogens ss^ oder TT, oder tt', odc^r vv , etc. haben den in ihnen befiad- 
fichen Centralpunct R oder r zum Mittelelemente in Bezug auf ihre Entfernung von TOT und 
In Bezug auf den Inhalt der durch sie gehenden Kreise, d« h. es ist auch 

re = 1 (v«+vV), Ar» = gCAv^+Av'») = i(At»+At'»), etc.; 

3) Die beiden in den Endpuncten eines beliebigen Diametralkreises an die Corvo f2C^f<)=o 
gezogenen Berühmngskreise sind einander stets concentrisch. So haben z. B. die unsere 
.Curve in den Puncten v und v' berührenden Kreise das gemeinschaftliche Centrum k; 

4) Mau ziehe um das Centrum eines beliebigen Diametralkreises, z. B. um das Centmm 
A des Kreises URU*, die beiden Beröhrungskreise der Curve iiO^fi) = 0, nnd man constroire 
durch Vereinigung der vier Berührungspuncte den dem gegebenen Diametrallnreise URO* coo- 
jugirten Diametralkreis PRrp. Ist jedoch, wie in dem in unserer Figur 33. voi^r^sehenen 
Falle, bloss der eine Berührungskreis reell, der andere imaginär, so dass sich auch unter 
den vier Berflhrungspuncten bloss zwei reelle P und p befinden , so consthiire man den 
Kreis durch Vereinigung der beiden reellen Berührungspuncte P und p ndt den Central» 
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fncten R wd r« Beschreib! man alsdtnn um das Cetttram des erhalleneii eenjngiiteB Dhh 
meiralkreises , welches Centram in unserem Falle gerade der Coordinalen-Pmicl B istf, eineft 
BMen beliebigen Kreis, welcher die Curve f^iXfi^ rs o nnd den Kreisbogen UlT respecUve in 
den Pnncten W, W, W" durchschneidet, so ist wiederum W das Mittelelement der beiden 
Elemente W und W", d. h. es ist: 

W'JET = |(WE+Mrr), OW = ^(OW^+OVr^), kW2 =g(kW»+kW"2), etc. 

$. 251. Wir wollen jetzt unsere Curve, welche wir uns bisher immer als durch die 
allgemeine Gleichung zweiten Grades 

F2iXfi) = AX^^Bfi^+Ckft+Dk-[^Ef€+G = o 
ausgedrückt dachten, nilher specialisiren. 

Damit unsere Curve sich auf eine algebraische Curve dritten Grades redudre, moss 
nach $• 245. die eine der beiden Asymptoten des Kegelschnittes F^Cxy) s=3 o mit den Diame» 
lern der Parabel /xl/y = 2a parallel werden. Diese geometrische Bedingung wird dnrck 
die analytische Bedingung A-fB+C = o ausgedrückt, so dass 

a-/u-J)(A;i-.B/u+K) = 1, 
die allgemeine Gleichung derjenigen Curven darstellt, welche in den Formen FsC^f«) =o und 
fgCxy) = gleichzeitig enthalten sind. Soll unsere Curve sich noch weiterhin reduciren und 
ein Kegelschnitt werden , so müssen nach $. 245. die beiden Asymptoten des Kegelschnittes 
PjCxy) = mit den Diametern der Parabel /x ± y^y = 2a parallel werden, d. h. es muss 
der Kegelschnitt F^Cxy) = o selbst eine Parabel werden, deren Diameter- Richtung mit der- 
jenigen der Parabel /x ± /y = 2a identisch ist. Es müssen also, um es analytisch auszu- 
drücken, die beiden Bedingungen 

A+B+C = 0, . , 2A+C = 0, 

A-B = 0, • ''' A = B 

gleichzeitig stattfinden, wodurch unsere allgemeine Gleichung zweiten Grades F,(V}^o die 
specieDe Form 

ilso, wenn man zum Systeme xy übergeht, die Form 

(4ax-J)» = 2H(x2+y2+a»-.gK), 

oder nach Entwickelung die Form 

/ 2aJ \» / H \ . J2+HK-2a2H^/ 2aJ \» 

annimmt, so dass unsere Curve F^O/u) =ss o sich auf einen beliebigen Kegelschnitt redndrt, welcher 
Ae XOX zur grossen oder kleinen Axe hat. Diesen Kegelschnitt künnen wir alsdann noch 
femer specialisiren, z. B. dadurch, dass wir seine Gleichung F^CXf«) =: o als durch die spe^ 
ciellere Form ^X±^fA = M ausgedrückt uns denken , wodurch der Kegelschnitt sich auf 
eine beliebige Ellipse oder Hyperbel reducirt, deren Brennpuncte sich in den Coordinatea- 
Pnncten A und B befinden, oder aber dadurch, dass wir die Parabel F2(xy)sso der Beding- 
mag unterwerfen, dass sie die Parabel /x ± /y =s 2a berühre, d* h., um es analytisch aos- 
sudrüdien, der Bedingung 

(j2+UK-.2a2Hx8a*-.H) = 8a«J» 
unterwerfen, so dass der Kegelschnitt F^lX^i) = o nach $. 245. in XOX' einen Doppelpunct bekoBUttl 
nnd daher eine sich auf ihre reellen oder imaginfiren Asymptotea reducirende Hyperbel oder 
Bll^ise wird , oder endlich dadurch, dass wir H = Sa^ setzen , d. h. dass wir die Grösse 
des Parameters der Parabel F2(xy)s=: o als mit demjenigen der Parabel /x±/yss2« übeiw 
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muAlmmemd «m denken , uo da» der Kegeb^nitl V^C^) =a o sieb anf eine die XOX 
äxe habende Parabel redncirl. 

Kehren wir xnr allgemeinen Gleichong zweiten Grades P2(^) = o zirfick, nnd neb* 

nen wir 

A = B und D =r E, 

d. h. unterwerfen wir den allgemeinen Kegelschnitt FsCxy) =? o der Bedingung, dass er die 
Gwade x— y = o oder LOL' (Fig. 1.) zur grossen oder kleinen Axe habe. Die Gleichung 
F^CA^) ss= nimmt hierdurch die Fenn an 

Aa^+/w2)+aft+Da+^)+6 = o, 

oder, wenn wir zum Systeme xy übergehen, die Form 

(2A+C)(x2+y2)2+[2D+2aK6A-C)]x2+[2D + 2o2(2A+C)Jy»+K(2A+C)+2o2D^^ = o 
und bedeutet daher eine Ca ss in oide, deren Centnmi sich in befindet, ond «eiche die 
Geraden XOX und YOT zu ihren Axen hat Fflgen wir noch die Bedingung hinzu, dass 
der KegelschniH FjCxyjso die Parabel /x±/Yc=2a einmal berühren soÜ, wobei also der 
Berührungspunct sich im Schdtel der Parabel beinden muss , so bekommt unsere Gasainoide 
einen Doppelpunct in und reducirt sich auf eine Lemniscate. Wenn die Cunre sich 
noch weiter specialisirt, so dass sie in den Systemen 1/u und xy respective durch 

Xfi =r €fi^ (x2+y2)2+2a2(y2_xa) ea O 

ausgedrückt wird, so wird obige Lemniscate die sogenannte B.ernouilli*sche, d.h. sie her 
rührt die Geraden LOL' und KOK' (Fig. i.) im Puncto 0. 

Kehren wir nochmals zur allgemeinen Gleichung zweiten Grades F^CA/Ei) = o zurück, 
und unterwerfen wir sie der Bedingung 

AE^+BD^-CDE = G(4AB-G2), 
so dass nach $. 139. der Kegelschnitt FjCxy) = o sich auf ein System .zweier Geraden reda- 
cirt. Es reducirt sich alsdann die Gurve F^CX^) = o anf ein System zweier Kreise , welche 
in Bezug auf die Grösse ihrer Radien und die Lage ihrer Gentren entweder nat einander 
übereinstimmen , oder aber von einander verschieden sind , stets jedoch beide der Bedingung 
unterworfen sind, dass ihre Gentren sich irgendwo in XOX' befinden müssen. 

Es gibt noch eine zweite Art , die allgemeine Gurre V^iXiii) = o auf ein System zweier 
Kreise zu reduciren. Unterwerfen wir nämlich den allgemeinen Kegelschnitt FjCxy) = o 
den beiden Bedingungen , dass er die Parabel /x + y^y = 2a zweimal berühre, so bekommt 
die Gurve FjCX^) s= o zwei in XOX' befindliche Doppelpunete , verliert aber zugleich dnreh 
diese beiden SpeciaUsirungen zwei ihrer fünf Unbestiiimten und reducirt sich also auf die 
in $. 242. betrachtete, in (5— 2 = 3)facher Hinsidit~unbestimrate Cyrve eines Systemes 
zweier beliebiger , in Bezug auf XOX' symmetrisch liegender Kreise. Spacialisiren wir den 
die Parabel v^x ± /y =s ia zweimal berührenden Kegelschnitt nocdi weiter dadurch , daas 
wir einen der beiden Berührungspnncte sich unendlich entüemen lassen , so wird der Ke« 
gelschnitt eine die Parabel v^x±/y = 2a berührende mid mit ihr in Diameter - Richtung 
übereinstimmende Parabel, so dass die Gurve FsCl/u) s= o alsdann ein System zweier in Be^ 
Zttg auf XOX* symmetrisch liegender Geraden wird. 

Kehren wir endlich nochmals zur allgemeinen Gleichung zweiten Grades B^ikfi) = e 
zurück, und unterwerfen wir den allgemeinen Kegelschnitt F^Cxy) = o d» Bedingung , das$* 
er eine Parabel sei, deren Diameter mit der Coordinaten-Axe XOX* oder YOT parallel hmfe, 
«nd zwar eine solche Parabel , dass die Gurve F^iXfi) =5 o durch die eine oder die midere 
der folgenden beiden Glekhnngen 

i6a^X = (fi^4m^)\ 2a2(;i+/*-.2a^) es: Qi-^a^y 

ausgedrückt sei. Wir erkennen risdann leicht, dass unsere Gurve FsCAfijcco im Systeme jcy durch 
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^«^dit« attsgeArAckl wird ntid alao die in xwei venelüedeneii Lagen belraoktele cirow* 
lire Card ioide bedeutet. 

$. 253. So wie die dem allgemeinen Kegelschnitte RzCxy) äi= o in Bezug auf das Sy«- 
stem xy zuiiommenden Eigenschaften sich modificiren, wenn der Kegelschnitt eine bestimmte 
specletle Form und Lage bekommt, so sind auch die in $. 250. betrachteten Eigenschaften des 
Centralelementes und der Diametralketten der allgemeinen Cnrre FaC^i^) «=s o öfters zu mo«> 
dificiren, wenn diese Curträ d!e eine oder die andere der in $. 251. betrachteten Speciali- 
Sirängen erteidet. 

Erstens nilmlich kann es sich ereignen , dass der Kegelschnitt PaCxy) ^ o efaie reelle 
Hyperbel ist , welche theilweise innerhalb der Parabel /x ± /y =2a gelegen ist, Jedoch ein 
ausserhalb dieser Parabel liegendes Oedtrum hat. Es wird in diesem Falle das Centralelement 
dar reellen Carve ViC^fO ^=^ o imaginftr, so dass die in $. 250. angegebenen Eigenschaften des 
Öeütralelementes und der Diametralketten nicht mehr im bnchstftblichen Sikine auPgefasst wer» 
den dürfen. 

Zweitens karni es faich ereignen, dass die Cnrre FaCA^) ss: o sich auf eine Cardioide 
öder auf einen Kegelschnitt, d. h. dass der Kegelschnitt F^Cxy) == o sich auf eine Parabel 
^edacirt. In diesem Falle entfernt das Centralelement der Curve FjCX/u) = o sich unendlich 
und komndt daher ausser Betrachtung. 

Drittens endlich kann es sich ereignen, dass die Eigenschaften des Centralelementes und 
der Diametralketten sich vereinfachen, wie z. B., wenn der Kegelschnitt FjCxy) =r o die Pa- 
rabel v^x± /y s= 2a in ihrem Scheitel beriihrt und zugleich die Gerade LOL' (Fig. 1.) zur 
Axe hat In diesem Falle nimmt die Curve Fjikfi) = o die specielle Gleichungsform 

X24.^2-|.CX^+D(X+iM)+CC4-2)a*+2Da2 = o 
an und bedeutet eine Lemniscate OSTS'OstiirO (Fig. 34). , welche zum Centrum und TOT 
zur reellen Axe hat, wihrend die Coordinaten-Puncte A und B sich irgendwo in ihrer ima- 
ginären Axe XOX* befinden. 

f. 253. Es wird im letzteren Falle die in §. 250. angegebene Construction des Central- 
elementes vereinfacht durch die Betrachtung , dass allhier Vj (^a<) ^ P2 (/^^} 9 ^' k. dass die 
Gerade 1— fi = o oder TTOtT die Curve F,(X/i) = ' symmetrisch theilt und daher das Cen- 
tralelement entiulten muM, so dass wir zur Construction des Centralelenentes nur noch eines 
einzigen Diaraetralkreises bedfirfen« Als diesen ktanen wir nach f. 350. denjenigen Kreis 
JS'Sss' wählen 9 wel(Aer die vier Pnncte, in denen die Curve zvr Axe XOX senkrecht Unfti 
vereinigt. Weil alsdann Br das Mitteldemrat der beiden Elemente nnd Tt ist, uo ist 

QR2 s |cOO<+OT^ ' vd ddier OB « OT xv'if 

wesshalb die Construction des Centralelementes allhier bloss erfordert, dass wir vom Cen- 
trum der Lemnisöate 'mft demUdhis OB = OV x y^^ einen Kreis beschreiben ' und uns 
die Dnrchschnittspancte B und r dieses Kreises nnd der Axe TOT merken. Hieraui ist er* 
fiekAieli, dass das CenlnlelemeBt, is FaUe die Lemniscate die sogenannte BernOBülfsche 
ist, die Brennpuncte dieser Curve darstellt. 

Die !n S- 250. mitgetiieillen Eigenschaften der Corve fiiXfi) ssz 0, gemiss deren man 
beim Ziehen eines beliebigen Diametralkreises vrv' die' Berölmingspnnete v nnd V zweier 
eimcentrisdierllerlhnnigskreise derCnrve F3(A^)s?o bekannt, so wie aneh die andere Ef- 
ffenzdurft, gemXsis - Wi^kher süMhnn die Bedingungen 
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fltattfinden, ich sage diese Eigenflchaften Ueibeii bei unserer Speclalisinmg derCorve F20'fiy=^ 
imyerftiidert fortbestehen, wogegen die andere Eägenschaft, welche aassagt dass alsdann aoa 
soll (Fig. 33.) 

re = qCv*+^0» fii<5h als vs+vV = o, 

d. h. unter einfacherer Form darstellt, weil allhier die Axe YOIT das Centraleleinent enthalt 
und daher die gegenseitige Entfernung der Puncto v und v halbirt. 

Weil femer der auf eine Gerade reducirte Diametralkreis YOY* den Tangenten Scs und 
S'ds parallel und daher dem Diametralkreise S'Sss conjugirt ist , so erkennen wir, dass nn* 
sere Lemniscate die zwar auch der Curve von Fig. 33. wegen ihrer specieUen Gleichnngsform 

keineswegs jedoch der allgemeinen Cunre Vzi^f*) = e zukommende Eigenschaft besitzt, dass 
der Pnnct und die Spitze der Axe XOX* die Centren eines Systemes von einander con)u-> 
girten Diametralkreisen sind. Die vierte Classe der in §. 250. mitgetheilten Eigenschaften 
nimmt daher bei unserer Lemniscate folgende Form an : 

Zieht man um das Centrum der Lemniscate einen beliebigen Kreis, welcher die Lem- 
niscate in w und w', ihre Axe YOT in z durchschneidet, oder zieht man eine beliebige mit 
YOY' parallele Gerade , welche die Lemniscate in W und W, den Diametralkreis S'Sss' in Z 
durchschneidet, so ist stets für jeden beliebigen Punct 0, d, b, etc. der Axe XOX* : 

dz« = 2!(<lw*+dw'2), bz« = i(bw2+bw'2), 

dZ^ = |(dW2+dW0, bZ» =i^(bW^+hyr^, OZ» = ^(OW^+OW% 

$. 254. Zur Verdeutlichung des Vorhergemeldeten wollen wir einige specielle^ durch die 
Gleichung FjCX^} = o darstellbare Curven etwas genauer discutiren. 

Nehmen wir also dieBernouiIli*scheLemniscate, und legen wir die Coordinalen- 
Puncte A und B in ihre Brennpuncte R und r (Fig. 34.), d. h. in ihr voriges Centralelement 
[so dass wir die so eben als Coordinaten - Axen XOX' und YOY betrachteten Geraden der 
Flg. 34. jetzt als YOY' und XOX' respective betrachten müssen]. Die Lemniscate wird alsdann 
ausgedrückt durch die Gleichung 

Xfi = a\ 
deren geometrische Interpretation uns sagt, dass das Product CRxCr der Entfernungen eines 
beliebigen Pnnctes C der Lemniscate von ihren beiden Brennpuncten constant bleibt, wenn man 
den Punct C auf dem Umfange der Lemniscate fortbewegt, und dass daher der Radius CO des durch 
einen beliebigen Punct C der Lemniscate und durch die beiden Brennpuncte gelegten Kreiset, 



welcher nach $. S31. im Allgemeinen den Werth ^^ hatte, bei unserer Lemniscate den 

Werth jr- besitzt und also der Entfernung des Punctes C von der Axe ROr umgekehrt pro- 

portionid ist. 

Es folgen femer aus der gegebenen Gleichung unserer Lemnispate folgende andoren 
Gleichungen ' 

X X^ a* dX ^tu X a« dX X» «* 



X 



Vfi_ X _ a« 
X— ^a^— "■ M» 



A« «* #i* ' $« IX a2 "" f* * ^ 



a* Ä*^ 



9 



SO dass, wenn wir einen beliebigen Punct C (Fig. 34.) unserer Lemniscate mit ihren Brenn- 
puncten R und r vereinigen, sodann an die Lemniscate im Pnncte C die Tangente LCGK sidien, 
endlich durch die Brennpuncte die zu dieser Tangente Senkrechten RD und rt ziehen, als-* 
-dann nach $. 231. stets ist 
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/sin. CrR y _ / cos. RC G\ _ CD _ /RO X* _ /RC V 
Vsin. CRr^ ~ Vcos. rCGj ~ Cd ^\tC J "l^rO/ * 

. , j. j . ^ ., . sin. CrR cos. RCG \/cü . . ^ . ^ .^ j «^ . 

und also die drei Quotienten -: — ^nr » -777^ « v^ -rr^ sich bei Fortbeweffiinff des Panctes 

sin. i/tir cos. rCix i/» t 

C auf dem Umfange der Leraniscate dem Quadrate der Entfernung RC stets proportional und 

dem Quadrate der Entfernung rC stets umgekehrt proportionell vermehren oder Termindem. 

Weil femer die Differential-Gleichung unserer Lemniscate unter der einfachen Form 

^ = -1 
Xd^ 

dargestellt werden kann, so erkennen wir nach $. 232., dass jeder beliebige Punct C der Lem^ 
niscate der Ualbirungspunct ist der beiden Puncto K und L, in welchen die im Puncto C ge» 
ftogene Tangente von den in R und r auf die Vereinigungsgeraden RC und rC gefällten 
Senkrechten RK und rL durchschnitten wird, so dass also auch die Länge des Tangenten- 
Segmentes CG stets das geometrische Mittel ist zwischen den Entfernungen RG und rG. 

Und es ist zu bemerken, dass alle diese Eigenschaften nicht gerade der Bemouilli^schen 
liOmniscate, d. b. der durch die Gleichmigen 

Xf4, = a\ (x2+y2)*+2a^(y^-x2: = 

ausgedrückten Cnrve insbesondere zukommen, sondern dass sie allen den durch die Gleichungen 

Xfi = ß\ Cx2+y2)2+2a2(y2-x2) = /J*-«* 

Ausgedrückten Cassinoiden gemeinschaftlich sind. 

$. 255. Nehmen wir jetzt eine andere, die Vereinigungsgerade der Coordinaten-Puncte 
wiederum zur Axe habende Lemniscate, welche jedoch bei ihrem Durchgange durch den Puncto 
mit den Coordinaten - Axen XOX' und YOT nicht, wie die Bemouilli'sche Lemniscate, einen 
Winkel von 45 Graden bilden soll, sondern einen Winkel, dessen Tangente die imaginäre Grösse 
t^ITS betragen möge, so dass der ganze reelle Theil der Lemniscate sich auf den einzigen 
Pnnet reducirt. Es wird diese Lemniscate ausgedrückt durch die Gleichung 

X^+fi'^ = 2«% 
aus welcher, wenn man der im zweiten Gliede vorkommenden Constanten a verschiedene 
Werthe beilegt, eine Reihe von Cassinoiden hervorgeht, welche durch die Differential-Gleichung 

fiiX_ 

xSii ^ 

und daher durch die endliche Gleichungen 

X«+iu2 Ä C, (x2+yO^+2a«(y2+3x2) = C-o* = C 

dargestellt werden. Die geometrische Interpretation nun dieser Differential-Gleichung nach 
$.236. lehrt uns folgende, allen unseren Cassinoiden gemeinschaftliche Eigenschaft kennen: Man 
ziehe im beliebigen Puncto C einer beliebigen dieser Cassinoiden die Normale CG', welche 
die der Cassinoide als Coordinaten-Axe XOX' dienende Gerade im Puncto 6' durchschneidet; 
man lege durch den Punct C und durch die Coordinaten-Puncte A und R einen Kreis, an weV- 
eben man im Puncto C die Tangente CO" ziehe, und beschreibe um den Punct 0" der Axe 
XOX mit. dem |ladius 0"C einen Ereis^ dessen Radius also zwischen den Bntfernungea O" A 
und O'B das geometrische Mittel ist.; vereinigt man alsdann die Puncto G' und 0" mit dem 
in der Axe TOT befindlichen Puncto M CFig* i-O* so sind die Yereinignngsgeradea G'H und 
O'M zu einander senkrecht 

$. 256. Als drittes Beispiel wollen wir die Discussion der Cardi oi de ASCRsA CF^[-^0 
Tomehmen. Theäm wir alsaihren Diameter AR in vier gleiche Theile, und legen wir den Coor- 
dinaten-Puttct A in den Rickkehrpunct der Cardioide und den Coordinaten-Punct R in den eralen der 
erhaltenenTheilpuncte, so dass AR;=4AB=S« sd. Die Cardioide vnrd alsdann durch die GrlelchLunf^ 
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aiufedrückl, aua welcher folgende Gleichungen folgen 

deren geometrische Interpretation uns sagt, dass, wenn wir an die Cardioide im beliebigen nmeie 
C die Tangente CG ziehen und anf diese von den Coordinaten-Puncten ans die Senkrechten 
Ai nnd Bc Allen, alsdann, wie anch der Pnnct C gewühlt sein mag, stet s ist 

HC — 9 / inrAn-i-AK ^^ ^^ cos. ACG _ \/W+^ 

BC = 2VA0(A0+AC), ^= ^fg, c"5irBCG = ^ "iTO-' 

wobei zu bemerken , dass das in den analytischen Formeln vorkommende Doppelzeichen ± 
sich bei der geometrischen Interpretation auf das einfache Zeichen + redncirt hat, weil das 
Zeichen — sich auf den allhier ausser Betrachtung gelassenen Fall bezieht, wo der Pnnct C 
sich irgendwo im imaginären Zweige der Cardioide befindet. 

Weil femer auk der Diffferential-Gleichung unserer Cardioide folgt, dass 'die Bedlnging 

dl 

^ = + 1 nur dann erf&llt irird, wenn X =r 4aS so erkeineii wir, dass die Eatfemnog dea 

Coordinaten-Punctes A von denjenigen beiden Puncten S und s (Fig. 35.) unserer Cardioide^ 
In denen sie zur Axe XOX' senkrecht Iftuft, die Grösse 

AS s As = 2a = AB 
besitzt, so dass der Rückkehrpunct A das Centmm des durch die Puncto S^.s, B gelegten 
Kreises ist 

$. 257. Um nun mit der Untersuchung der Eigenschaften unserer Cardioide in gehö- 
riger Weise fortfahren zu können, wollen wir unserer Curve bei Fortsetzung der Discussion 
eine andere Lage in Bezug auf die Coordinaten-Puncte geben. Verlegen wir also den ersten 
Coordinaten-Punct vom RQckkehrpuncte A nach dem Durchschnittspuncte A' des Diameters M, 
und des durch B, S, s gelegten B^eises ; dabei mögen jedoch der andere Coordinaten-Punct B und 
die Cardioide selbst ihre Lage unverindert beibehalten. Unsere Cardioide wird alsdann in Be- 
zug auf die neuen Coordinaten-Puncte A' und B durch folgende Gleichungen ausgedrfickt 

welche, geometrisch gedeutet, also lauten 

(BC^ - AB^)^ = (AB X AC)S ^ =i ( Jfe J - ** 

Weil feim^r aus äer Differential-Gleichung unserer Ca'i^diÖlde folgt, dass die beiden Be- 
diiigungen 

Hw ^ ^* respective die'* ~ • und daher auch * — 2" ' 
iX Bedingungen ^ ^ die Gleichungen ^ 

erfordern, so erkennen wir ^wenn wir darauf achten, dass die Entfemuiig AB, *ireldie firftber 
(2a) Längeneinheiten enthielt, jetzt wegen derV^legung des Coordinatenpuncfes nur (a) Einhef- 
ten enthält] dass die Poncte S und s, in denen unsere Cardioide zur Axe XOX* senk^cht läuft, 
mit den Puncten A', A, 0, B und mit den Puncten Q und q, in welcbem die MloMale unse- 
rer Cardioide durch A' geht, in solchem Zusammenhange stehen, dass : 

BQ =: Bq := AB ^2, AO = Ati =ä AO/2, 

BS=:Bs=AB/3, AS = As ^ AB. 

$.'258. Unter den Curven, zu deren Dis'enssion das allhier beintchtele <Sdoi^dMkd>h^ 



XIV. Die Sjfleme XfA. %\^ 

^pfimi 1/« besonders geeignet ist» gibt es eine gewisse Classe, welche bei physikeUsoben Un» 
t^lSn(4^4BgeDi, aber Interferenx-Pbinomene voritomint Nehmen wir nimlich an, dess in einem 
beliebigen Puncte A ein schallender f^drper oder eine Lichtquelle odeif irgend ein anderer Un* 
dvJMonep fin^egender Gagenstand sich befinde, wAhrend gleichartig von e|nem iweiten Puncte 
R eine iweite Reihe von Undniationen ausgehe. Die Grösse a des Eialui|isea , iffelohefi alsdann 
in einem bestimmten Zeitpuncte ein dritter beliebiger Punct C durch die in A wirke^]!^ Ursache 
erleidet, wird eine gewisse circulfire oder anders beschaffene periodische Function v^ der Entfernung 
AC sein, so wie auch die Grösse b desin G wirkenden Einflusses herrflhrend von der Ursache B, eine 
gewisse periodische Function 9 des von dieser zweiten Undulation durchlaufenen Weges BC sein 
wird, wihrend endlich die in C wirklich wahrnehmbare Resultante dieser beiden Wirkungen, 
wenigstens wenn beide Undniationen von iihnlicher Art sind, ihre Summe c 3=3 a+b betragen 
wird. Fragt man nun nach denjenigen Functen der durch die drei Puncte A, B, G gelegten 
Bbene, in welchen in einem gewissen Zei^^unctc beide Undniationen interferiren, d. h. in wel* 
chen die resultirende Grösse c den Werth hat, oder fiberbaupt nach deiyenigen Puncten, in 
welchen diese Resultante einen bestimmten Werth d hat, so werden die diese Puncte enthal* 
Ifttden Cnrven mittelst des Sysle»es A^ dorch eine Gleichung von der Form * 

V(^A)4-9>(/'iu) = d 
ausgedrückt. Und es lassen sich diese Gleichungen, wie z. B. folgende 

Axsin. (B/1)+Cxsin. (D/;i) = I, 
ziemlich leicht disontiren, wihrend dagegen die Discussion der nämlichen Cnrven mittelst des 
Systemes xy eine abschreckende WeitUnfligkeit durch lange Formeln erfordern wOrde. 

$• 259. Eine andere Qasse von Curven , deren Grundeigenschaften mittelst des Syste- 
mes Xfi leicht gefunden werden können, kommt bei den optischen Untersuchungen Ober die 
Refraction und Reflexion des Lichtes vor, weil der Index der Refraction nach g. 232. in nn- 

serem Coordfnaten-Systeme durch die Function ;r x V f dargestellt wird. Man stelle sich 

z.B. einen mit Wasser erfflllten und von Luft umgebenen, durchsichtigen Raum CCC'C"; oder 
überhaupt zwei beliebige Media , deren eines den Coordinaten - Punct A enthalte und flberall 
gleiche Dichtigkeit habe, während dagegen die Dichtigkeit des anderen Mediums abhinge von 
einer im Poncte B in solcher Weise wirkenden Ursache , dass alle Pnncte eines beliebigen 
unendlich kleinen spherischenSectorsBCCC eine gleiche Dichtigkeitsindemng erleideui welche 
)doss abhängen soll von der gegenseitigen Entfernung zwischen dem festen Puncto B und dem 
Pnncte C, in welchem der Sector vom Räume CCC^C" begrenzt wird. Weil alsdann die Dichtigkeit 
des betrachteten Sectors durch eine gewisse Function f(BC) dargestellt wird, während dagegen 
die Dichtigkeiten der nächsten von den Puncten C, (T, C", etc. begrenzten Sectoren gewisse 
andere Werthe t(ßC\ f(BC*), etc« respective besitzen, so wird der Index der Refraction eines von 
▲ ausgehenden nndanfdem Umfange des Raumes CCC'C" anlangenden Lichtstrahls, weil er von 
der Dichtigkeit des Mediums abhängt, verschieden sein in den verschiedene Tbeilen dieses 
Raumes und also in den betrachteten Sectoren verschiedene Werthe F(BC), FCBC), FCBC''), 
eCc. respective besitzen. Es werde nnn gefragt, welche verschiedene Formen dieser Raum 
emri i Bien könne, daarit stets alle von A ansgehradm Lichtstrahlen sich durch die Refraction 
in dem Pnncte B concenlri^en. Denken wir uns einfadUieitshalber bloss eine einzige, die drei 
taacle A, B, C enthaltende Ebene. Die Dnrcbschnittscnrve alsdann dieser Ebene und des 
besagten Rnnmes wird dnrdk foigmde Gleichung unseres Systemes Xft angedeotet 

wo F eine gewisse Fandion hedeotel, welche von der als in B wirksam gedachten Ursadbe 
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tbhfingt. Nehmen wir z. B. an, die Wirkungr dieser Ursacbe redacire sich auf o, so whrd die 
Dichtigi[eit des in diesem Ranme enthaltenen Mediums überall gleich, jedoch toii derjenigen 
des ihn umgebenden Mediums yerschieden sein ; und daher wird alsdann der Index der R&* 
fraction in allen Puncten des Umfanges des Raumes einen constanten Werth /? besitzen. Hler- 
dnrch erhält die gesuchte Curve folgende Differential - Gleichung und folgende unbestimmte 
iendUche Gleichung 

zum Ausdrucke und stellt daher eineClasse von Curven dar, deren Grundeigenschaften eben so 
leicht mittelst des Systemes XfA gefunden werden können, als diejenigen der Parabel im Sy- 
steme xy mittelst der Gleichung /x ± /J/y = C. 

$. 260. Zu den Vortheilen , welche die Benutzung unseres Coordinaten - Systemes Xfi 
uns darbietet, gehört auch derjenige, dass wir die Eigenschaften der im Systeme A/Ur durch 
algebraische Gleichungen irgend eines (n)ten Grades 

fn (1, /M, V, /m') = 0, Fn (X, fi, X\ ft^ = 

ausgedrückten Verwandtschaften in leichterer Weise untersuchen können , ab wenn wir mis 
des Systemes xy bedienten. Nehmeh wir z. B.' die durch folgende einfache Formeln 

, a>>+bju+c . fl+g/ti-hh 

dX+c/u+l' ^ "^ dX+ejM+i 

ausgedcQckte Verwandtschaft. Wollten wir diese mittelst des Systemes xy untersuchen , so 
müssten wir sie uns unter der nicht weniger einfachen JForm 

.,_ . _ Aa-iu)H-Ba+/i)+c . . _ Fa-A^)+G(x+ft)+H 

Torstellen, wodurch wir sie im Systeme xy durch die beiden Gleichungen 

'+«^) + C ö^-a . -', . ^,. ^ 4aFx+2G(x^+y2+a2)^.H 

4aDx+2E{x2+y2+a2)+l' ^* "M -t- ^ 4aDx+2E(x2+y2+«2)4. i 

ausgedrückt erhalten würden, welche wir indessen auch als 

. _ AjL+VC£±r2+C . ., _ Fx+g(x^+y^)+ff 

* ~ D'x+E'(x2+y0+l * * +J — Dx+E'(x2+yO+l 

betrachten können. Wir erkennen hieraus, dass zwar die Abscissen x' der analogen Figur 

ziemlich leicht aus den Coordinaten x und y der primitiven Figur abgeleitet werden können, 

dass diess jedoch bei den Ordinalen y nicht der Fall ist, da man für diese einen Ausdruck 

bekommt von der Form 

. _ ±VJ(x'M-y^j^+Kx(x'+y^)-hLx^4-M(x^+y^)+Nx+P 

'^ ~ Ux+R(x2+y^+0+l * 

so dass die Untersuchung unserer Verwandtschaft mittelst des Systemes xy zu weitliufigen 

Formeln Veranlassung geben würde. Gehen wir dagegen aus von den bekannten Eigenschaf» 

ten der allgemeinen CoUineation 

^ a x+by+c . _ fx+gy+h 

dx+ey+l' ^ dx+ey+i' 

so bekommen wir [Möbius, Barycentrischer Calcul. pag. 30t. ss.; Plücker, System der 

analytischen Geometrie, pag. 48. ss.; Magnus, Sammlung von Aufgaben. I. pag. 31. ss.], 

bei Vertauschung der Coordinaten x, y, x , y' mit X , ^, V , fi' unmittelbar folgende Gnind* 

eigenschaften unserer Verwandtschaft: 

Jedes Element oder Punctenpaar X =s ß^ /i = y^der primitiven Figur hat immer ein 

einziges Element, d. h. ein einziges Paar von reellen oder imaginären Puncten X'ssi^ f< = s 

der analogen Figur zum correspondirenden. Jeder in der primitiven Figur vorkommender Kreis 



. _ 4«Ax+2B(x«+y* 
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pk+Yfi+tssOj dessen Centnmi flieh iifendwo in XOX' bellndeli oorreipondlrt Inder analofen 
Kgnr mit einem [reellen oder imaginlren] Kreise /f V-|-rV-4- l^io, dessen Centrum slok g lelohMls 

in der nflmliclien Axe XÜX* befindet. Wird Ittr irgend einen Panol derprimlUven Figur -^ i "'■o» 

d*X' 
so ist für die analoge Figur im analogen Panote im Allgemeinen . .,^) dies können wir nach 

S. 23S. so aosdrOcken : Durchstreicht dieSrolttte der primitiven Figur Irgendwo die Axe XOX| so 
wird die analoge Figur im analogen Puncto im Allgemeinen dessgleichen dleBIgenschafl besllseni 
dass ihr Krfimmungs-Centrum sich in der Geraden XOX' befindet. Unter den verschiedenen In der 
primitiven Figur denkbaren Pnnctenpaaren X css /}, fi ^ y gibt es Im Allgemeinen drei 
[reelle oder imaginire] Paare, welche keine Ortsänderung erleiden beim Usbergange lum 
analogen Systeme xy. Ebenso gibt es unter demjenigen Kreisen des primitiven Systemes« de- 
ren Centren in XOX' liegen , im Allgemeinen drei [reelle oder Imsginlre], welche Ihren Ort 
unverändert beibehalten, wenn die primitive Figur in die analoge (Ibergeht. Und swar sind 
es diejenigen drei Kreise, welche je zwei der vorherbetrachteten drei Punctenpaare durch- 
fchneiden. Jeder Punct endlich des [reellen oder imaginlren] Kreises dX-f-e^-f I ■■ o bat 
in der analogen Kgur bloss unendlich entfernte Puncto sn correspondirenden, so wie es auek 
umgekdirt einen einxigen gewissen [reellen oder imaginlren] Kreis d'X'-f-e^^'-f laso gibt, bei 
den jeder seiner Puncto bloss mit unendlich entfernten Puncten der primitiven Figur nQffm^ 
pondirt Und xwar hat jeder mit dx+e^-f l=o eoncentrischer Kreis einen mit dX'-f i^/4'«f ImO 
eoneentrischen Kreis zum correspondirenden* 

YcffcnfiicheB vrir jeU unsere Yerwandtschaft durch die ftof Bedinfungen 
b = 0, e =s o^ f ^ o, fc SS 0| u «» f f 

d. L imdk die Auf Bediaguages 

B s= O, C sss O9 F S85 O, H M 0, A mv 0f 

und bedeukai vrir dsM, dass die bo akOleiie Verwandtschaft 

y nX / a^ 

^ ~dX+e^+l' ^ ""dX+e^-i-l ' 

kci ▼iHiii Im dar GMvdlMieB X, ^ X% ,/ wM %, j, 1^ ^ f ekie ComuietiMi«rerw#dU 
I, bei welcher die Rgurai sich in eoKaeirer Uge brludw und zwar so^ 4mm der 
O das f eKuesfieus CiuhUHi beider Pigure« wird. Wir estoNMi olsdMNi 
UB vysleaie xy durch 

4er 4ni fwmOem'fmn^ wddke hA 4m i/Htum 

Ort «MwrfMkrt imMttim, Ukdkm htd mU mm 4m U mi ^Mf fm» 

^as«. Bu g « !« tat o |dtf ifaü »rf,*i — I w — «« U ffc *it4» Mn4m, 

■ JOT irfcif, aM wckte Mm I'cMm*^« ««• 4m npif Uktß "•*« 

fO^m'y =• ftrai Ort tiOt wccfacH m4 «mt täe 4k^eäif^ Unimf W4k(k 4m*^ «iM 

4m fmm ^^ß 4mmd3m äa4^ 4,lu wdcke mttk %. t'/'». 4i« üif^ m i MI 

'fmmkm hmt4%, Imim^igthe m M 4i« H<« 

4cr l««e Mm« mT 4m Mf4h «i* •«• C«MM 

!««■ l'ii«»fWiffi ««• >^ M iiE'^ <i«* M^ 

M ioB 4mMk 4m1ll\U%mM 4AArmt*'*i '< 

Vi 
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genommen, ab amch j^der Pnnet des Kreises seinen Ort nnverfaidert bei. Uhid sw«r ist di^ 
ser Kreis conoentrisck sowohl nul demjenigen primitiven, als mil demjenigen anflogen Kreise» 
welche respective bloss mit unendlich entfernten Puncten der analogen oder der primitivett 
Figur correspondiren, wesshalb jeder mit diesem Kreise dX+e/u+(l— a]= o concentrischer 
primitiyer Kreis auch mit seinem aualogen Kreise concentrisch ist. 

Eine zweite Verein racbnng der vorherbetrachteten Verwandtschaft ist diejenige , bei 
welcher die swd Bedingungen 

~ ' d. h. die zwei Bedingungen ^ *^ * 

stattfinden. Es wird alsdann unsere Verwandtschaft durdi die beiden GleiclHUigen 

X = aX+b^+c, fi = a+gf<+h 

nnd daher im Systeme xy durch Gleichungen von der Form 

X = A'x+B'(x'+y2)+C', x'2+y 2 = Fx+G'(x2+y«)4-Br 

ausgedrückt, und sie besitzt folgende Eigenschaften: 

^ Statt dreier Paare von Pancten, welche keine Ortsinderung erleiden beim Uebergange von 
der primitiven Figur zur analogen gibt es nur ein einziges solches Paar, da die beiden andetfen 
Paare sich unendlich von den Coordinaten-Pnncten A und B entfernt und dadurch zugkich 
die Eigenschaft der Unverftnderlichkeit ihrer Lage eingebdsst haben ; statt dreier unbeweglielMr 
Kreise , deren Centren in XOX' liegen , gibt es nur zwei solcher Kreise , und zwar ist nach 
f. 233. jeder primitive Kreis , welcher mit demeinen oder dem anderen dieser beiden Kreise 
concentrisch ist, auch mit seinem analogen Kreise concentrisch. 

Schreiten wir mit der Vereinfachung unserer Verwandtschaft weiter, und betrachten wir 
die Verwandtschaft 

^' = g^+c, f** = g^+hf 

d. h., wenn irir uns des Systemes xy bedienm, die Verwandtschaft 

X = Ax+C, x*+y s» c= A(x»+yO+F- 

Jeder primitive Kreis alsdann /?JL+/^+l = o, dessen Centrum sich irgendwo in XOX 
befindet, hat bei dieser Verwandtschaft zum correspondirenden einen Kreis ßl'+yfi+f = o, 
dessen Centmm nicht nur gleichfalls in XOX' liegt, sondern ausserdem mit dem Centnun des 
primitiven Kreises geradezu coincidirt. Wie bei der vorigen Verwandtschaft, gibt es «neh hier 
ein einziges Paar von unbeweglichen Puncten und zwar ist es das Panctenpaarr 

1 c h 

1-g' ^ 1-g 

Dagegen gibt es hier nicht zwei unbewegliche Kreise, deren Centren in XOX* liegen, 
•ondem es gibt deren unendlich viele, nfindioh alle diqcnigaA Kreise, welche das so eben 
betra(Atete Puncte^paar dorchstreichen. Es correspondirt ferner bei dieser VerwandtsdMiS 
irgend ein beliebiger primitiver' Kegelschnitt, welcher die Coordinaten - Axe XOX zn seiMT 
grossen oder kleinen Kegelsdmittsaxe hat und ddier durch die Gleichung 

(X_^«.G)i — Ha+^-K), oder (x«^.y2)+bx = d 

angedeutet wird, mit einer analogen Figur, welche durch 

[A-f4+iZ-JZrJ =j^X+f* + ^±^Il-), oder (x«+y^+cx = f 

aMgedrfickt wird nid daher ^eiehialls ein die XOX anseiner grossea oder Idefnen Axe 
kabender Kegelschnitt ist Weil fmier bei der Verwandtschaft li ss gz+o, y ssgy+h die 
Asymptoten der primitiven Figor f(xy)=o ihre Bichtang nnverindert beibehalten, so dass die 
Asymptoten der analogen Figur mit der Geraden LOL' (Fig. 1.) parallel oder adoht parallel lante» 
jenachdon die Asymptoten der prinutivenFigur ButU)L' parallel odernichtparaBd waren, eeerhe»« 
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wir UartniHrcli f.S4&n <1mi>» ^^^i^ ^ primilive Figsr f. (lpt)zsso die BigensclMift b^ 
«ilil, dass ihre C2n) reellen oder imaginilreii AsTnptoten sich auf (2ii— p) redodren, ttedantt 
Moh die ihr bei uiaerer JtCsigien Yerwaadlechaft anabif e Ciinre dto i^ecielle Gleichungsform 

tm(g^+Cj gfi+h) 3 F2,-p(xy) 5s= o 
beritien, d. h. gleichfalls eine Curve des (2n-'P)ien Grades sein mrd. 
Durch weitere Yereinfochong bekommen wir entweder 

^' — *^' d h. ^' — ^\ — 

oder aber nweitens die Y^rwandtschaft 

bei welcher die Lemniscate, deren Centmm sich in beindel 
(X-/4)2+(X+fi-D)2=(D--2a^% stets dieLemniscate (X-|u)H(H-fi-E)2=(D-.2a«)«x -^ » 

d^ h. eine nene Lemniseate, welche gleichfaBs dnrch die XOX* nnd TOT halbiri wird, in ib» 
ler coirespendirenden hat, oder aber drittens die Verwandtschaft 
-»• -» 1. • b— d 

A ^^^' • _,./ , /b.d\ b+d /b-dV 

LetEtere besitat, wie leicht ersichtlich, folgende Eigenschaft: 

Der primitive Ponct yerlässt den Umfang desjenigen um denPunct z=: a^ — ^y y = o als 

CmtniB beschrid^enen Kreises dil-b/4+e = 0, auf welchem er sich gerade befindet, bei 
der Transformation X' s= X+b, f«' = ^+d nicht, da die gegebene Kreisgleichnng alsdann 
die Form 

dX— b/«+(bd — bd = o)+e = o 
«rUlt, d. h. der primitive nnd der analoge Pnnct haben bei dieser Yerwandlschaft XsX+b, 

f* = /«+d stets gleiche Entfernung vom Puncto x = a^^^ ., y = o. Und wir hätten uns 

Ton dieser Eigenschaft anch mittelst des Sysiemes xj äbersengen können dmrch die Betrach- 
tang, dass aas der Combination beider Gleichungen unserer Verwandtschaft folgende dritte 
Oeichnng folgt: 

/ . b+d V •• / b+dY 

Die im Vorigen betrachteten Verwandtschaften war« alle solcher Art , dass jede dnrch 
eine Gruppe von iwei Gleichungen 

f(X, fi, X', A«) = 0, P(X, fi, X', Ai) = 

amgedcfickl wurde; Betrachten wir jetst aber diejenige allgemeine Verwandl9cfaaft ersten 
Otraiftas^ weldie durch die einzige Gleichung 

(aX+bAi+c)X'-4-(dX+efc+Qiu'4-(gX+h^+t) = o 
nngedeatet wird. So wie die Reciprocitäts-Verwandtschaft 

(ax+by+c)x'+(dx+ey+Oy'+(gx+hy^l) = o 
uns bekanntlich aus Sätzen, in denen Puncte und Geraden behandelt werden, analoge Sätze al>- 
leiten lässt, in welchen die Puncte und Geraden mit Geraden und Puaeten vertauscht sind, so auclh 
lissl unsere jetzige Verwandtschaft uns mittelst einer leichten Aenderung der geomeirischeii 
Bedeutung der Formeln aus bdcannten Sätzen, in welchen Puncte und Kreise, deren Ceutcen in 
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XOX* liegen behandelt werden, andere analoge Sitae aUeiten , bei wdchen von KreiaM und 
Pnneten die Rede ist. 

f. 261. Die in f. 260. untersachten Yerwandtschaften gehörten alle, bloss die letatbe-» 
trachtete aosgenommen , m deijenigen Classe von Verwandtschaften, welche im Coordinaten- 
Systeme l/ti durch denjenigen analytischen Ausdruck 

^ _ aS+biy4-c > _ f6+gi74-h 

dg+eJ7+l' ' dg+e^+l 

ausgedrfickt werden , welcher nach {. 196. in jedem der vier Coordinaten-Systeme xy , XT, 
UV, UY die allgemeine Collineations-Verwandtschafk andeutete. Es fragt sidi nun abcnr, ob 
nicht auch im Systeme Xfi durch obigen Ausdruck bisweilen eine CoUineations-Verwwidt» 
Schaft angedeutet wird ? Mit hnderen Worten : Die Verwandtschaft 

^ _ aX+b/M+c , _ a+g/«+h 

dl+e^u+l ' ^ dl+e/«+ 1 ' 

bedeutete nach f. 260. eine solche Verwandtschaft, bei welcher stets ein Element des Systemes lf& 
.mit einem Elemente des Systemes xy correspondirte, d.h. bei welcher ein Punctenpaar l=sß 
fi = y^ oder D und E der primitiven oder analogen Figur immer mit einan einzigen Paare 
von Puncten 6 und H der analogen oder primitiven Figur correspondirte , so dass also der 
Punct D mit den beiden Puncten 6 und H, und ebenso 6 mit D und E, H mit D und E cor- 
respondirte ; es fragt sich nun , ob obige Verwandtschaft sich so specialisiren hisse, dass sie 
die Eigenschaft der Collineation bekommt, wonach ein Element des Systemes xy oder xY 
mit einem Elemente des Systemes xy oder xy stets correspondirt, so dass z.B. der Punct D 
nicht die beiden Puncto G und H, sondern bloss den einzigen Punct 6 zum correspondiren- 
den hatte? 

Bei einigem Nachdenken ergibt sich sogleich, dass die Bedingung, nach welcher wir 
fragen, unerfüllbar ist, weil die Verwandtschaft 

. . _ aX+bf<+c , _ tX+g/i-^h 

~ dl+ef*+l ' ^ ~ dA+ef«+l' 

nach S. 260. nicht die allgemeine Verwandtschaflsform f(x, y,x, y')=o, sondern die spedelle 
Form fCx, y^ x , y ^)=30 besitzt Denn es sind hier keine andere = Stellungen der in den 
Functionen f und F vorkommenden Coefficienten möglich, wodurch wir aus diesen Functionen 
die mit y^ und y'^ behafteten Glieder hinwegschaffen und sie daher anf die der CoUineatioa 
zukommende Form r(x, y , x , y') = 0, F(x, y, x, y) s=3 reduciren ktnnl^ ohne 
diejenigen = Stellungen, wodurch zugleich auch die Grössen y und y s elbst hinweggeschaflt 

würden und die Verwandtschaft dah^ die specielle Form 5?* *.^ ~ ^* oder ^.~ ' bdLtae. 

^ F(X, X) = 0, X=:B 

Eine andere Frage aber ist diese, ob nicht die Verwandtschaft 

jj aX+bfi-f c , a+g^+h 

dX+^+l» ^ ~d;t+ef*+l 

sich so specialisiren lasse, dass sie sich auf ^ne aus zwei Collineationen zusammengesetzte 
Verwandtschaft reduciren Msst? Und diese Frage lisst sieh allerdings bejahen, wie sich leicht 
ergibt, wenn wir die Frage umkeliren und fingen , welchen Bedingungen wfr die allgemeine 
Collineation 

dx+ey+1* ^ dx+ey+1 

unterwerfen mflssen, damit sie mit einer zweiten Collineation 

x' -3 kx-hly-hm , _^ £x+gy+h^ 

dx+ey+1 * ^ dx+ey+1 
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sich Tereinige sa einer Yerwandtochaft 

[x(dx+ey+l)-(n+b7+c)] x [x(dx+ey-f l)-cla+)y+m)] =ss o, 

y'(dx+ey+l)-Cfe+gy+k) == o» 
wdcbe durch die Form 

. , _ AX+Bf<+C , _ px+G^+H 

151+51+1' '^ ~DX+^+l 

darstellbar sei? Denn ea geiit ein beliebiger Kreis, dessen Centmm sidi irgendwo in XOX 

befindet 

^+«^+1 SS 0, oder (x— ft'+y* = y*, 

durch die angegebene beliebige CoIUneation im Allgemeinen in einen l)eliebigen Kegelschnitt 

[Ca^d/»)«+P-y«d^x«+[(b-e/J)2+g»-y«e^r+[Ca-dj8)(b-e/J)+fg-yMelSxy 

+[(b-.eiJXc-.y)+gh-y2e]2y+[. . .]x+[. . .] = o 

Aber, so dassnnser Kreis durch denComplex der beiden betrachteten Collineationen im Ällgem^ 
nen in eine gewisse, ans swei Kegelschnitten bestehende Gorre vierten Grades sidi nminderl. 
Da nnn aber der Complex dieser beiden Gollineationen die Form 

FX+6^+H 



, _ AX+B^+C 

~ßr+5i+T» 



** ~Dl+l/ü+i 

besitzen soll, so mnss unser Kreis nach $. 260. bei der betrachteten Verwandtschaft in eine 
neue Kette ersten Grades d'V+cV+1 :=s o übergehen, d. h. der so eben erhaltene belle« 
bige Kegelschnitt muss sich anf einen Kreis rednciren, dessen Centmm sich in XOX befin- 
det , d. L es müssen aus der Gleichung dieses, Kegelschnittes die mit xy und y behafteten 
Glieder verschwinden, und die mit x^ und y^ behafteten gleiche GoefBcienten bekommen. Diess 
gibt uns erstens zwei Bedingungen 

(ab+fg)-(ae+bd)/J+(de)/»»-(de)y» = o, 
(bc+gh)-(ce+b)/J+(e)/J«-(e)y» =: o, 
zweitens die dritte Bedingung 

(a-d^)2+p-.y2d* =3 (b-e^«+g2-.yV, 
oder 

(a+P-b2-.g3)-.(ad— be)Si9+(d3-e2)/>2-(d2-e^)y2 es o. 

Weil nun aber diese drei Bedingungen stattfinden müssen, welche auch die denGrAssen 
ß nnd y zuerkannten Werthe sein migen, so sind obige drei Bedingungen unmöglich na erflU» 
len, wenn nicht alle Potenzen von ß und y gleichzeitig verschwinden, d. h« wenn nicht fol- 
gende acht Bedingungen 

ab+^ = 0, bc+gh = o, a^+f =s b^+g^ ae+bd = o, ce+b == o, 

ad— be = o, e = o, d«— e^ = o, 
welche sich jedoch auf folgende sechs 

e == 0, d = 0, b = 0, a«+P = gS gh = o, fg = o 
reduciren lassen, gleichzeitig stattfinden. Es wird nun zwar der letzten dieser sechs Beding- 
ungen genügt, entweder wenn f = o, oder aber wenn g =s o ; indessen würde fQr g =s o 

die Gleichung a^+P =g^ sich auf a = f±V— 1 reduciren und unsere Collineation daher 
imaginür werden, so dass uns nur f^ o zu setzen erlaubt ist, wodurch unsere sechs Be- 
dingungen die einfachere Form erhalten: 

e =s O, d sa 0, b SS 0, a' as gs, h SS O, f SS o. 

Wir eri^nnen also, dass die gesuchte CoOineationsfonn entweder die eine oder die an« 
dere der beiden Formen 
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^ = "+^' oder »>•»+«» 

f BS +ay, y tm — ay 

besitzen muss und daher eine von einem beliebigen Puncte der XOX* ausgehende beliebige 

▼ergrösserung ist, so dass der gesuchte Complex zweier CoUinealioneo. die 4nrcb 

x' ÄS ax+ c, y'2 «s a V 

dargestellte Verwandtschffk ist» welche, da sie auch als 

Cz'^M) » M(x-.M), (x'+y'^-MlE+lI») « M^Cx^+y^-SIteH-JI«) 
betrachtet werden kann, im Systeme X^ durch 

K«^M)X'+(a+M)f* '-|-(M2-««)2a]=» N2K«-M);t+(«+M)A*+tlI^-««)2«l 
angedeutet wird lynd daher einen speciellen Fall der in S- 360. betrachteten Y^cwandlschaft 

X' = AX+B/i+C, /*' = Fk+Gfi+E 

darstellt. 

$. 262. Die in dieser Abhandlung betrachteten neun Coordinaten-Systeme 
xy, XY, ry, R<P, A/w, uv, UV, V';ti V0 
hatten alle zum Zweck, die Lage einer beliebigen in einer beliebigen Ebene liegenden Fi- 
gur in Bezug auf zwei beliebige feste Puncte A und B dieser Ebene zu bestimmen. Wir 
können jedoch alle neun Coordinaten-Systeme, wenn wir ihren beiden Coordinaten noch eine 
dritte hinznfSgen, leicht auf den Raum fibertragen. Yerallgemeinem wir erstens die vier 
letztg|enannten unserer neun Systeme: 

M|in wähle also drei beliebige Puncte A, B, C, welche die Coordinaten -Puncte 
beij^sen mögen, und deren Lage als nach yollföhrter Wahl unveränderlich betrachtet werden 
Bon. In diesen Pnncten errichte man drei Geraden A'AA", B'BB", CCC" senkrecht zu der 
die Coordinaten-Puncte vereinigenden Ebene ABC und ziehe überdies durch die Puncte A 
B, C, drei beliebige in der Ebene ABC befindliche Geraden bc, ac, ab« Wenn vrir alsdann 
einen beliebigen verftnderUchen Punct D als den Durchschnfttspunct von drei , die Geraden 
bc, ac, ab respective enthaltenden Ebenen betrachten, so ist die Lage dieses Punctes D be- 
stimmt durch die drei Winkel, welche die drei im Puncte D einander durchschneidenden 
Ebenen mit der Ebene ABC respective einschliessen. Diese Winkel mögen die drei Coordi- 
naten V', x^ 9 heissen und ihre Cotangenten die drei Coordinaten u, v, w. Es ist femer die 
fiage einer beliebigen veränderlichen Ebene bestimmt durch die drei Puncte H^ 1, K, in wel- 
chen sie den festen Geraden A'AA", B'BB*, CCC begegnet; es ist daher die nämliche Ebene 
auch bejsnimmt durch die Anzahl der in den Entfernongen AH, BI, CK enthaltenen Unge»- 
einheiten. Diese Zahlen mögen die drei Coordinaten des Systemes U, V, W sein. Es können 
diese drei Coordinalen auch als Tangenten der drei Winkel betrachtet werden, welche die 
Ebene ABC mit drei Kegeln bildet, welche die drei Pnncte H, I , K zu ihren respectiven Spit- 
zen, und die drei in der Ebene ABC um die Puncte A, B, C, als Centren mit dem Radius 
Eins gezogenen Kreise zu ihrer Basis haben. In diesem Falle mögen diese Winkel selbst 
dmrch V, G, <D angedeutet und als die Coordinaten des vierten Systemes betrachtet werden. 

Man sieht aus dem Vorigen, dass der Uebergang von der Ebene zum Baume bei diesen 
vier Systemen einige Unbestimmtbeit und Willkührlichkeit mit sich bringt, da die Natur der 
Cqordinaten-Systeme eine andere wird, jenachdem die unbestimmt gelassene gegenseitige Lage 
der drei Coordinaten-Puncte in der einen oder anderen Weise bestimmt wird. Am Zweck- 
missigsten ist es wohl, diese Lage in symmetrischer Weise zu bestimmen und daher die drei 
Coordinaten-Puncte als die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks ABC zu betrachten. In di^ 
eem Falle nehme man die Entfernung AO stbBO »i CO der E<Aen des Dreieaks von dessen 
Centrum zur Längeneinheit und die in den Pnncten A, B , C zu den Geraden AO^ BO, CO 
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respective gezogenen Perpendikel zu den drei Winkein, um welche im Ck>ordinaten-Systeme 
% /> y^ di® 'i'^i veränderlichen Ebenen sich drehen, wobei alsdann die Coordinaten U, y,W 
die Tangenten der Winkel HOA, lOB, KOC respective bedeuten. 

Was femer den Uebergang des Coordinaten-Systemes Xfi zum Ranme betrifft, so können 
wir, nachdem wiederum die drei Ecken eines beliebigen gleichseitigen Dreiecks ABC zu Coor- 
dinaten-Puncten gewählt worden sind, einen beliebigen veränderlichen Punct D als den Dur/Ch- 
schnittspunct von drei um die Puncte A, B, C als Centren gezogenen Kugeln uns denken. 
Dabei können alsdann die Coordinaten X , /« , y entweder als die Inhalte dieser Kugeln be^ 
trachtet werden und daher, wenn <Me Ooordliateteinheit in geftöriger Weise bestimmt wird, 
als der dritten Potenz der Entfernungen AD, BD, CD respective gleich, oder aber, nach Art 
des Systemes A/u, als der zweiten Potenz dieser Entfernungen respective gleich angesehen werden. 

Um auch bei den vier erstgenannten unserer neun Coordinaten-Systeme zum Räume über- 
zugehen, denken wir uns durch einen beliebigen festen Punct drei zu einander senkrechte 
Geraden XOX' , YOT , ZOZ' gezogen und diese je zwei und zwei durch Ebenen vereinigt ; 
in denen der Pttnct der Coordinaten- Ursprung heissen mag, die drei Geraden die 
Coordi»4iten-Axen und die sie vereinigenden drei Ebenen die Coordinalen-Ebenen. 
Es ist alsdann im Systeme x, y, z die Lage eines beliebigen Punctes D bestimmt durch die An- 
Ofal der Längeneinheiten , welche in den Entfernungen des Punctes D von den drei Coordi- 
iMen-Ebenen respective enthalten sind. Es ist die Lage einer beliebigen Ebene im Systeme 
X, Y, Z bestimmt durch die Anzahl der Längeneinheiten, welche in den von der Ebene auf den 
dtei Coordinaten«- Axen abgeschnittenen drei Segmenten OE, OP, 06 enthalten sind, bs ist 
im dritten Systeme die Lage eines beliebigen Punctes r = a, 9 = b, ^=c bestimmt durch 
dessen Entfernung r vom Coordinaten-Ursprunge und durch die beiden Winkel 9 und tpy wel- 
che die Lage des Punctes D a«f dem Umfange der Kugel rs^a bestimmen. Ebenso ist auch 

die Lage einer Ebene R=a, 0=:b, V=zc bestimmt durch ihre Entfernung^ vom Coor- 

dinaten-Ursprunge und durch die beiden Winkel O sind W, welche aus den yerschledenen Tan- 
gential-Ebenen der Kugel R = a eine bestimmte herauswählen. 

Wenn wir die vier letztgenannten Coordinaten-Systeme mit den vier vorigen gleichzei- 
tig benutzen wollen, ist es zweckmässig, den Punct der Systeme uvw, UYW, rf^x^j VQO 
nicht in den Punct der vier anderen Systeme zu legen, wie wir dieses in $. 7. thaten, wo 
in jedem Systeme von nur zwei Coordinaten die Rede war, sondern z. B. in die Spitze des-> 
jenigen regelmässigen Tetraeders, welcher das Dreieck ABC zur Basis hat. Denn es wird in 
dieser Weise der Zusammenhang zwischen unseren acht Coordinaten-Systemen ein symmetri- 
scher, wogegen bei Coincidirung der beiden Puncte zwei der Coordinaten-Ebenen des Sy- 
stemes xyz das zur Coordinaten-Ebene genommene Dreieck in willkührlicher und unsymmetri- 
scher Weise durchschneiden würden. 
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Sdte7. Zeile 2. LeM man U^-V = 7— ^Jx» '**^ ^*^^ "= 7"^'^- 
, 76. Leie man f(e-faz+by, d— bz+ay) ss o, ttaU f(c-4.az+by, d+by— ay) ss o. 

• 9ii(xy) ' -- yn(xy) » ••■ "^ yn-Kxy) » 9»ii-i(xy) 

, 117- Lege map (^^^^, -•*)x«+ 2aX-2/!Y«l, ttatt (41^1 -«»)x*+ 2«X-2^Y=, 

9 121. Zeile 14 V. uoteD: Lese man darcbicbnitten werden, itaU dnrcbf chaitlen wird, 

9 160. Leae man JT^o, ^^o, ftatt JBT^o, i^>^o* 
Fig. 6, Die iwif oben den Fnncten 24 nnd 12 befindlicbe Gerade ioll 2 heiuen, dagegen soll 5 diiye» 

nige Gerade fein, welche die Pnncte 89 nnd 12 vereinigt. 
9 13./ 14.y 15. nnd 10. Anf dem Aite «fcv'^k» ieae man C iUi^ '• 
9 15. Lese man nn'tuTW, iUU ntn'tw. 
9 1. nnd 18. Lese man TW nnd FITy itatt FIF nnd FW. 
9 30. Zwifcben den Bncbataben a nnd b' aehalte man eine C ein. 
9 31. Ton nnten: Lese man Giy, ilaU Gn. 

9 32. Leae man FG'P'GFG"F nnd fgT'grg"!, ataU FG^rGFOF nnd 
9 33. Leae man ATTklt!, itatt AFFAttT. 
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Den Verfufer der matküMtisciieii Schrift, dk kiemil ier Oeiienffiehkeit tbergriboi 
wird, fitf der Tod «n der Schwelle des krtfiigen Hannes* Alters eb» nachdem die ersten 
Asftn gedmckt mwitn nnd er die Bevision derselben noch besorgt hatte. Eine VorMde 
fand sich unter des Verfassers hinterlassenen Papieren nicht vor, and gneift desshalb der 
nsterseichnete , Erzidier und fkemid des Veitlidienen , inur Feder , nicht etwa nm die Fach- 
■aaner in die voriiegende Schrift wndMn den Zusanunenhang dieser mit den rorhergegan* 
geaen Geistes * Eraeagnissen des Verfsssers einsnüttren , sondern^ dca Drange seines fler- 
nens fisignd, um in gedrängter &firne einige Lebenahcriehte, insonderheit Ittr die Landskute 
des Heimgegangenen, niedemschreiben, TOn denen Viele achaelvuckend « Maache wenigstens 
nritleidig in Leben an ihm vorhergegangen sind. 

0r. Jan Gerard Hendrik Swellengrebel wurde im Jahre 18U den aa Mtom 
am Utrecht in einer patricischen, weUhabciidcn ffamiEe gebonn. Sein Vater, bei dem T«de 
seines Sohnes , den er mir kurve Seit iberkbte , ein SSjtthriger, hochachtbarer , cbrwilidiger 
Greis, bekleidete, neben mehreren Stents- Aemtem, tet bis an sein Lribens-finde^ die Wfirde 
einfs Cnrotors der Dtrediter Hochschule. Bas jtingste von S Kindern, erhieit unser SweU 
lengrebel den ersten Unterricht im elterlichen Hause, in einem Faaulien-Ldkn, in das 
der Grist des Christcothnrns gedrungen, lebendig geworden war ond eine Gestalt gewonnen 
hatte. Hier, inseoderlieit von der geistesgehildeten, verstandigen und frmnmen Mutter, die 
ihrem Kinde nur kume Zeit im Tode vorausgegangen ist , wurde der Cteund gelegt uu dem 
kinJIieh - frommen Glauben und Gott-Vertnmen, das sieh nicht in Worten kundgab, sondern 
oen gauises Wesen ergrifeu und durchdrungen hatte und ihm den Ausdruck reriick. 

Kaum 9 Jahre alt wurde er im J. 1890 in 4ie in der Ndie von Dtrecbt auf «ncm 
kleinen Landsitne eben errichtete Privat -Brniekangs- Anstalt des VntemeiduieBten gegeben« 
Hort acigten sieh bald Eigenheiten in dem Kaaben neben WunderBchkeüen, die fou dem ge* 
meinsamen Charakter der Jugend abraiweichen schieaen. In den freien Stunden., in denen 
seine MitschOler spielten, jubdten und sich Jwrumtummdten, samderle er sieh c;en \tA 
und bsaoh«fltigto sieh alsdann dueohgttngig gma in der Stille^ ein Blatt, eine Knospe oder 
irgend einen andern Gcsgenstnnd in seiner Znsammeaoelaung au unt esa n e h en und in >seine 
Bestaudflieile nu jserlegen« Bin Wort oder nach aar ein Wink reichte hin , ihn an den Ver* 
gallgungen aeiner 8|iielgenosaca Theil ndisMa au lassen ^ dem dann frfiibrh woU annumer- 
ken war, dass ae uieht aus Heruens - Grunde gesiMi. 

Bis mi seiaem veUendeten 17ten Jahn blieb er in dieser Anstalt. Wihrend dieser 
langen ütit acigie er nur ein einaiges HU eine Unart, frcüloh eine hftssllebe — eine I4ge, 
Bald nach seinem Eintritt nimllch wurden in dem die Aastnk mngebeadea Gasten leifeade 
Traabea vevmisst Br hatte sie ganasebt, das slaad imt, liagaete aber feaftnicbjg mid es 
folgte eine fflhlbare Strafe. „Ich habe gelogen*, sagte das Kind hierauf mUg;, «aber su^h 
aam ktaten MaL^ «-- Was im Innern des Menschen vorgeht, wenn er man Manne f^ereift 
odbsliadig dasteht; was die Triebfedern aeiner Woite und Bandlungen jeisn, das Jasat sich 



II Vorwort. 

wohl selten ermittela. Das aber werden seine Lehrer vnd Diejenigen , die ihn bis nn sei- 
nem Tode haben beobachten IcOnnen, besengen, dass sie seitdem auch nicht den leisesten 
Verdacht hegten , es iLOane sich Swellengrebel yorsitslich einer Unwahrheit sch«Idi|^ 
machen. 

Diese in allen Verhältnissen des Lebens sich iLundgebende Liebe znr Wahrheit fimi 
reichliche Nahrung in dem kindlich reinen Oemtithe und in dem frommen Sinne, der dem 
Knaben von seiner gottesfflrchtigen Mutter , die, wie eine andere Hanna, ihn sdurn rmt 
seiner Geburt dem Herrn geweihet hatte, als eine unvergängliche und daher Ustli^ste Brb* 
Schaft mitgegeben wurde. 

Es zeigte sich bald, dass die geisügen Anlagen des Knaben den gewOhnlldiea Bat* 
wickelnngsgang der Jugend im Allgemeinen nicht innehalten würden« Die Leiditigkeü, wo* 
mit er die ihm dargebotenen Lehrgegenstaade auifasste und in sich verarbeitete; sdn vor- 
zflgliches Oedächtniss, von einer gransenlosen Wissbegierde und unermfldlichem Fleisse mi- 
terstfltst, waren eben so viele Ursadien und Hflifsmittel, wodurch er, ohne irgend eia 
Streben darnach, ja ihm selbst gänslich unbewusst, alte seine llfitschfller weit hinter sich 
muHckliess. Ganz besonders aber trat schon in dem Knaben die Vorliebe su allem , was in 
Zahlen ausgedrückt wird, hervor, und hier musste ihm gleichsam sein eigener Weg offea 
gelassen werden, weil er immer nur auf kune Zeit in irgend eine Klasse gans ftaste. 

Neben jenen Gebtes- Anlagen seigte sich aber auch schon frOhe eine Eigenschaft, die 
seinen folgenden Entwickelungsgang bedingte und ihn bis uu seinem Tode begleitete. Er 
grübelte nämlich gern und mit Vorliebe im RleiAen, Engbegrinnten, und als er heranwuchs^ 
war eine gewisse Einseitigkeit, als die Grundlage seines geistigen Wesens, wohl schwerlich 
mi verkennen. Die Anstalt meinte daher, es sei ihre Aufgabe, der vorherrschenden Neigung 
des wunderlichen Knaben, sollte dieser einst dem Schicksal eines einseitigen Mathematiken 
nicht anheimfielen, durch ein kräftiges, eingreifendes und einer Viebeitigkeit den Weg bah* 
nendes Mittel vorbeugen m müssen. Sie erblickte dasselbe in der dassisdien HiO^riogieu 
Ob nun gleich der Knabe in seinem 14ten Jahre diejenigen Vorkenntnisse besitsen mochte, 
die nach dem Maasse der Anforderungen holländischer Universitäten cum Besuche derselben 
bereditigten, so blieb er dennoch bis uu seinem ITten Jahre in der Anstalt und nahm daher 
die Vorbildung auf die Universität mit, die ihn dort n gründliehen Studien bcfthigte. 
Durch die liebevolle Anhänglichkeit und das kindlidie Vertrauen, das er, je oMhr er as 
Jahren annahm , * in erhohlerem Maasse seinem Freunde schenkte , wurde es dicuem nicht 
schwer, ihn uu bestimmen, sich mehrere Jahre hindurch den dassischen Studien ■uasfhlieas* 
lieh SU widmen. . Nach Ablauf von 4 Jahren promovirte er zum PkOos. TkeareL BtmgMer^ 
LUer. Hum. Dod&Ty nach VerOiendiehung einer Probeschrift: lUsseriaüo Aistoric« * JW- 
losopUco, exhibens Veieram de ElememUs PlacUa^ UUraieeH ad Mkemm 1844L 

Von nun an, gleich als wäre ihm dne schwere Last abgenommen, warf er sich noch 
andere 4 Jahre mit seiner gannen Kraft auf die matheamtischen Wissenschaflen und abaol* 
virte, nachdem er sich den Dootor-Grad «in MaiheH et PhUasairidm IVefurofi* errungHi 
und dne mathematisdie Dissertation : De ipMmdmm Cunmrum affÜUaiHits^ mbrmieeii 1S4T. 
geschrieben hatte. 

Nie vielleicht hat das Horanische: «nuluriim expeths fmrcä, temen ^tsfme i 'ec n i i 'g l * » 
so ganu seine Anwendung geftinden, wie bei unserm SwellengrebeL Mdit nur sog die 
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classische Mlol^fie Um bis aa sein Bade sichl im fieriogsteii «ehr an, wm4»m er tpracl^ 
es eiaMd sogar luiverlieleB aas, dass ikoi die Zeü, die er derselben angewendet, eiae Ter* 
lorene scheine. — Das ist gewiss: es Iftsst sieh aicht sagen, wie viel oder- wie wenig ilni 
die dassisebea Studien gentttat, and desshalb eben so wenig, was er ohne dieselben gewordoi wäre. 

Gleieb aaeh beendigten Dniversitats-Stadien nahm Swellengrebel, seinem unwider» 
steblichen, innem Drange folgend , schriftliche matheaiatische Arbeiten vor, die er nur aus 
der Hand legte, um einen Spaairgang gana alleia au machen, den er t&glich und bd jeglichmr 
Witterung au einer bestimmten Stande wie eine auferlegte Pflicht vollbrachte. Gana jedoch 
schüttelte er regelmassig einmal im Jahre den Staab der Studirstabe ab und kam aa der ihm be* 
fireundetai Familie des Unteraeichaeten nach Boan, wo diese sich wohnlich niedergelassen hat, 
bei welcher Ctelegeaheit er in den FamUien-Kreis nicht etwa eintrat, sondern gleidisam hinein 
^rang mit einer Innigkeit and Heralichkeit, die sich nicht in Worten, sondc^rn in seinem ganaea 
Wes», aumal in dem von Freude and Glflck strahlenden Auge au erkennen gab. Von hier aus 
machte er kleinere oder grossere Ausflüge, besuchte viele Fachgenossen in m^ireren Landern, 
von denen Manche in ein näheres Verhaltniss au ihm traten. Bei solchen Besuchen in Bonn, 
aumal in vertraulichem Zwiegespräch, äusserte er einmal den traurigen, und, wie er es 
nannte, schwer auf ihm lastenden Gedanken, dem gemäss er mit Allem, was er gelernt^ 
Niemandem nfltaen, sich selbst daher nicht genflgen kdnne. Und in der That, aum Docenten, 
woran sowohl firflher, als auch jetat wieder gedacht wurde, schienen ihm äussere und auch 
innere Eigenschaften abaagehen. la seiaem ganaea Auftreten hatte er etwfis Linkisches, Unbe* 
holfenes und Wunderliches ; dabei war sdne Bescheidenheit eben so gränaenlos wie seine Schfich* 
temheit, was jene äussere Erscheinung in ein noch . grelleres Licht stellen musste. Als dahe^ 
vorläuflg kmne andere Wahl, als die eines privatisirenden Fachgelehrten tlbrig aa bleibea 
schien, wobei jedoch der Gedanke des einstigen Dodrens nicht aufgegeben wurde , woan bei 
gflnstig eintretenden Verhältnissen eine HabiUtirung au Bonn den Weg anbahnen sollte, s^ 
vermochte sich doch erst nach langem und hartem Kampfe bei dem bescheidenen jungen 
Manne der Bath des Freundes Eingang au verschaffen, desunifolge er aus dem gana bedeu. 
tenden Stosse von schriftlichen Arbeiten Einiges, was sich fltr das mathematische Publicum 
dgntn dfirfte, sama^ln und verttSentlichen mochte. Und so erschien die Schrift: Neun 
verschiedene Coordinaten-Systeme, Bonn bei Ad. Marcus, 18S3. Diese, von den 
Fachgelehrten, wie es scheint, beifiülig aufgenommen, trug nicht wenig daau bei, ihren Ver» 
ftsser aufiiurichteiiy ihm einiges Selbstvertrauen und Math einauflOssen , wovoa vielleicht der 
feeste Beweis der ist » dass er sogleich an die Arbeit und Vollendung des hier vorliegendem 
Werkes schritt Da ergriff ihn ein Korpefleiden , warf ihn dn ganaeg Jahr unter hefggea 
Schmenen auf das Krankenlager, und er muspte dch endlich einer grässUchen Operation 
nnteraiehea, die sdnem Leben plätalich Gefahr drohete, die er aber glflcklich tiberstand 
«nd die, da sie ihn auf den Weg der Besserung führte, eine gänaliche Wiederherstellung 
der Gesundhdt hoffeji Hess. Dem sollte aber so nidit sd« l Dm: nicht gänalich beseitigte 
Kraakheits« Stoff schien die Lungen ergriffen an haben. Die gesunkenen Kräfte konnten 
femer keinen Widerstand leisten und am 12ten Mai 185d entschlummerte er nach kurzem 
Todeskampfe im Alter von 33 Jahren. 

Dass dieses schwere, mit dem vollsten und klarsten Bewusstsein bis aum letaten Athem- 
äuge getragene Leiden ihm die Heiterkeit des Geistes nicht an nehmen vermochte, davon mOgea 



«b paaf Stelle« bm efamtt in Tieii Aiigvst MU gMehfiebMea 8i4c^ nageat ,^ ^ -i^ 
Ml Mite ittteb Aller glflckSdi, vM ien vtar VenMümifeii^ ^iroM ein geMitt4l«r KM^er te 
Süiiie ist, Miilkli eteheii, ettseM» K^ett» BelM«t iMser swd so netaier V^ingung m baftML 
BCiU teae feh ttfdit BUsea «i< Aidit «Idieii, w«lil 9het gekoi «li lii6g(m ; bald vieiler fauni 
kb nar Allein sieben und liegen ; snlelst begegnel es mr^ diss Mieb des 11 adHs der Sduners 
ttts dem Bette treibt und ich dann frendig der Morg enrotbe «itgegen sebe. Meser bestindlge 
Wechsel in meinem Knstande bat aber seine Mtnlicbe Seile, weH ein einAmiges Leiden «idi 
viel schneHer wflide ttissmuthig madwii^^ — --*. Dnd in dem letnfen «nfetfni Uten- A|pril 1864 
afls seinen Freund gerichteten Briefe schrieb er : ^^^ — Nedh isMMr siebe ich also unter den 
Befehlen des Krankenwärters« Dieser Mann mnohli's nnweilen num Tollwerden dnrcb sdnn 
eigenthimlidie Gewohnheit, Alles im Diminutfir nMsMdrAeken. Br nennt mein flaMneb ein 
Halstflchelchen, meine Weste ein Wesichen, und was das BroIHgste i^ meine Wmie 
ist^ oder war doch wenigstens 'tine tOcbtige Wunde; er aber nennt sie stets Aas WAnd«> 
lein «• 

nassen wir das ans dem Leben S wellen grelkels m Migem Milgedifiile kllncr mu 
sammen, so dflrfte sich als Grondton seines Wesens kindli«^ Einfalt und kindliche l¥em * 
migkeity neben ron beispi^loser Anspruchsleaigkeit gehobenen ausgeneicilneien Gaben Uhr ein 
npecielles Padi des Wissens ergeben. Nach diesem Grondnone war alles Andere gestimmt. 
Damm entfiihr seinen Lippen , auch im lebhaftesten Gespräche , nie und nimmer ein Kaltes 
Wort Aber Andere, und wenn er ein solches Wort ebmal vion Anderen hIMe, da tmt er 
gleich entschuldigend ein, Damm die GemOthsmhe, Heileikeity Buinor «id gute Lanne, die 
ihn nie verliessen, selbst in smen langen und schweren Leiden nicht Damm die in dien 
seinen Briefen sich kundgebende Dankbarkeit fAr die aitfopfemde Sorgfalt und Liebe, die 
ihm seine Schwestern in sriner ILrankhdt angedeihen Uessen. Darum endlich die nrpMtnIick 
akb verändernden GesichtsnAgCi so oft er den NaaMu C(otles nennen hörte. 

Sollte man nicht meinen , diese Natur in ihrer Reinheit und Unschuld mAssle dAnu aa- 
gethAn gewesen sein, swar nidil sehr viele, aber doch einxelne warme und tteue freunde 
an sich heransoniehen f Hnen Feind im Leben hat er gewiss nie gehabt, und dennoch stand 
er gleichsam vereinzelt da. Sein Aberall und su allen Seiten schAehtemcs, wunderliches 
Auftreten, wodurch er bei fremden und Binheiariscben auüallend erscheinen musste, seine 
Abertriebene Beschddenheit und Mangel u Selbstvertnnen verhAlHen den inneren gediege»> 
nen Kern , verhAüten die Wahriieit dergestalt , dans sie bei einer voAcigehenden oder «ober- 
lAchlicben Bekanntsdiaft nicht einmal dundiblieken konnte. Dnd so kam es denn vielleidit 
auch , dnss sich sogar seine Pkcblehrer auf der üniversitAt seiner beinahe nicht annahmen, 
sondern dass auch sie An vereinndl dastehe Hessen^ 



Ausser den migefAhrlen Schriften Anden sich in den mathematischen Zeitsdiriften ¥on 
Grunert und Crelle Abhandlungen 8 welle ngre bei s ajbgedmokl. 

Bomu» im Ulan 18SS. 

1. Klein. 
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1. Allgemeines über die Verwandtschaften. 



$. 1. Wenn swischen der Abseisse z and der Ordinate y eines verfinderlichen Ponctes 

ein Aasdruck die Gleichung der Curve f(xy} = o im Coordinaten-Syslem xy, 
wihrend die Verinderlichen x nnd y die Coordinaten des Pnnctes ^ und dieser 

Panct selbst das Element des Coordinaten-Systems xy genannt wird. 

Verallgemeinern wir diese Terminologie, nnd betrachten wir eine beliebige, jedoch be- 
stimmte Anzahl von n Veränderlichen $, 17, a, t, etc. . . . Diese Verfinderlichen mögen als- 
dann die Coordinaten des Coordinaten -Systems gi/ar . . •, nnd das durch Bestimmung 
aller n Coordinaten - Werthe sich Ergebende 

$ = « 7j =z ß a SS y r = <f 
ein bestimmtes Element dieses Coordinaten -Systems heissen. Gibt man nur n — 1 Glei- 
chungen zwischen den n Grössen £, 7, a, r . . ., so wird hierdurch kein bestimmtes Ele- 
ment des Systems Si^ar . . , angedeutet, sondern es kann dieses Element alsdann aus unendlich 
Tiefen Terschiedenen Elementen dieses Systems ansgewählt werden, welche durch n^l 
Bedingungen mit einander verbunden sind nnd daher gleichsam die verschiedenen Glieder 
einer Kette darstellen. Desshalb mag — nach einer frühem Terminologie des Verfassers*) 
— solch eine Reihe von Elementen, welche nur in einer Hinsicht unbestimmt sind, eine 
Kette des Coordinaten -Systems S^ar heissen. Gibt man nar n — 2 Gleichungen zwischeD 
den n Grössen |, 17, a, r, so erhält man ein in zweifacher Hinsicht unbestimmtes Element , 
welches aus oo vielen Reihen von oo Elementen, gleichsam aas oc vielen Reihen vo« 
Knoten -Puncten eines Netzes beliebig ausgewählt werden darf. Solch eine, aus oo^ Ketten 
bestehende, Gruppe von oo^ Elementen mag daher ein Netz des Systems ^j/or ... heissen. 
Endlich wollen wir, wie im Buch über die Coordinaten -Systeme, unter S7 ein willkährliches 
Coordinaten -System verstehen, so wie auch die Buchstaben xy, XT, uv, UV, X/i, SY^ etc. 
die dort angegebene Bedeutung behalten mögen. 

$. 2. Denken wir uns 2 bestimmte Puncto A und B (fig. 1) irgend einer bestimmten 
Ebene, nnd bestimmen wir mittelst dieser Coordinaten-Puncte nach Coor. $. 2 die Coordinaten. 

X = TTs und y = rn eines veränderlichen Punctes C. Denken wir uns in der nämlichen 
OB ^ OK 



*) Ifean verschiedene Coordinaten-Sriteme, im Zaiammenhang untersucht von J. G. 
H. Swellengrebel. Bonn 1853. We verschiedenen Ferayrsphen dieses Baches sind hier dat 
Marse wegen mit dem Worte Coor. citirl worden. PeragrepKen ohne dna Wort Coor. bedeaten dia 
der gegenwirtigen Schrill. 
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oder in einer sweiten Ebene 2 andere Coordinaten - Poncle A' and B', and bestimnieii wir 
niltelst dieser nach Coor. $. 4 die Coordinaten uf = cotg C'A^' ond v' = cotg C'B'A' ir- 
gend eines anderen Pnnctes C^ Diese 4 Veränderlichen xyn'V können wir alsdann belrach- 
en als die Coordinaten eines Systems, welches za seinem Elemente hat das Pancten-Paor 

CO oder ^ . ^. erzeofft durch die Combination eines Elementes oder Panctes 

_ ^ der eiDti Bbelif iad einci Blefientpr^^unelcs . !L dar anderen Ebene« Denken wir 

ans überhaupt einen Punct, oder eine Gerade, oder irgend ein anderes Element in irgend einer Weise 
bestimmt durch 2 Coordinaten § und 17, und denken wir uns ein anderes Element durch 2 andere 
Coordinaten a und t bestimmt, und acceatuiren wir Deutlichkeitshalber die Coordinaten eines Panc- 
tes der zweiten Figur oder überhaupt die Coordinaten eines Elementes des zweiten Systems. 
Pas System alsdatin, welches die 4 YeriAderlichen $, 17, o^ t^ m seinen Ceordiaalen bat, hat 
zu seinem Elemente die Con^bin,ation eines Elementes des Systems £9 mit einem Elemente 
des Systems a^t\ Und zwar erhält man solch ein Element des Systems iioU\ wenn man die 
4 Coorfinaten |, 17, <^ t^ durdi 4 QleicAungea yerbindet. Gibt man nur 3 Gieichrngm wri-- 
sehen den 4 Coordinaten $, 9, a' t^ so drückt die so erhaltene Kette des Systems {90V 00 
▼iele Elemente des Systems aus, d. 1i. sie bedeutet die oo vielen Puncten -Paare oder 
Elementen -Paare, wdche ein in bestimmter Weise verbundenes Curven-Paar darstellen. 
Gibt man endlich nur 2 Gleichungen zwischen den 4 Coordinaten l, 11 ^ a' t\ so bedeu- 
tet das so erhaltene Netz des Systems Itja^t^ die od^ Elemente des Systems ^j^ mit den 
ihnen, nach den gegebenen 3 Gleichungen, entsprechenden od^ Elementen des Systems 9^r^, 
d« b* es bedeutet die Verwandtschaft zwischen den ersteren oo^ Elementen und den letzte- 
ren « oder überhaupt die Verwandtschaft zwischen dem Coordinaten - Systeme $9 und dem 
Systeme s'r^ 

S. 3w Sa lange wir unsy wie im Vorigen, auf den aUgaBmaea Fall bascbrCnkea, webai 
^6 Systeme £9 and «^t' beide unbestimmt sind , ist das Element des Systems $9 im AUge^ 
meinen etwas Anders, als 4as Element des Systems o^i^. Wenn s. B. das Element von {f 
einen Pnnct andeutet, wird das Element von e'tS wie das des Systems kf$ (Coor. $. 227), 
ein POflMten^aar, oder, wie das des Systems XY (Coor. S- 3), eine Gerade , oder endlioli ir^ 
gend eine andere Cnrve andeuten Unnen. Im Allgemeinen also werden, nach Druokea- 
maller's Termi«alogie <Die Uebertragangs^Prinaipien 1842. pag. 9), die l>eidan 
Systeme {17 und o't* dig^ne tisch Bei«) sodass auck die Verwandtschaft im AUgt 
digenetisohe Faraa 



f(xyXV) = ^^. f(xyXirO ===0 
F(xyl V) t=s ®^ F(xyX'TO = ^"^ 



haben wifd* Sine Verainrachn^g entsteht in der Verwandtschaft, wenn das Element des 
Sfitema ißf die nimliohe Asuhl von Puncten , 4Nier die nandieha Art von CSnrveo aasdrftcht, 
wie das Element von oV, d. h, wenn die Verwandtschaft sich von dar digene tischen 
Vorm zur homogenetischen 

f(xyu'vO = o . f(üvxnro = 

F(xyu'vO = ^^^' F(ÜVX'TO = ®^' 

aadnabiC. Koeh giiSsaare Vareinfachnnf enlsteht^ wenn in beiden SysteoMn das Element is 
4ar dimlicben Weise dorch die flmten Coordinaten «J^ncte odor Ooardinaten-'Axen fcnstimBrt 
wird, sodass nur die Verschiedenheit der Lage der Coordinaten^fnncte vefttnderti dass das 
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Stemeiit ^ ^ ^ das Ekaevt ^ ~ ^ bedecke. EinBeifpiei tllier salokeAVerwandtochaN gtM- 

uns der Fall,, dass i und ^ die Coordioaten X = (AC}^ and i« = (B€)< irgmii eines primfr- 
liven Fanden- Paares Cc (fig. 1) bedeuten, während 0' and y' die CoordhiateB A' = (A^CO* 

und A*^ = (B'CO^ bedeuten mögen, wodurch, das analoge Puncten-«Paa.r CV oder ^ 

durch die>Coordinaten«Fi«cleA^uiidB' indernfinilichee Weise besünail wird^ wie das'prtio^ 

X. ^n a 

live Elemenl Cc oder ^ durch die Coordinaten-Puncte A und B. Bei YerwandtschaC 

len von dieser Art ist es got, nr Andeutung dieser YerscUedeeheit der Coordinaten<Puncle, 
die Coordiaaten der beiden Sysleaie nicht nur doccb die A^oentet, sondere ausserdea% noeli 
durch eine andere Form von Buchstaben su unlcrscheiden* and sie daher z. 9, in dieser Femii 

f(xi«y) 5S5 . F(*j^gO = « 
etc. SQ schreiben, damit man sie beim ersien AnbUek unterscheidea könne von dea noch em^ 
fächeren Verwandtschaften folgender Art 

ftxyx'yO SÄ F(xyx'jO =*= 
eio. wobei die Coordinatei^ j^ und o V durch die nimlicheft Goevdiaalen-Pimcte A und B i* 

der nimlichen Weise bestimmi werden. Das Element * ^ stimmt bei letoierer Art von Vei^ 

e = i(f 

wendtschaften aut dem Elemente ^ ^ nicht nur in der Malar,. sondern auch iat <ter l^gpi 

dberein, wesshalb 2 solche Systeme, und daher auch die swisohea ihni^n l>estehende Verwandt-^ 
schalten [wie wir sie schon in Grell e*s Joarnal VoL 43 benanntenj hemeelemeo- 
tische heissen mögen. 

f. 4. Die aUgemeine Form 

einer gegebenen Verwandtschaft lässt sich, wenn man 4 neae Coordinaten §, 17, o', t' statt der 
4 Mheren &^ ^, x% v^ einführt und die Functionen fCd^t'p'y und F(3{jc'y0 dorch gewisse neue, 
aus den Gleichungen 

zu entwickelnde Functionen f und F der 4 neuen Coordinaten ausdrQckt, auf zweierlei Art. 
vereinlachee» jenachdem die Form*Aenderung die Functionen f und F durah die eiaEacbCK 
ran Fenetionen f und F, oder aber den compUcirten Zusammenhang zwischen, den ftUeren 
Ceordinat-Systemen »i und »V durch den einfacheren Zusammeähaag^ swischea dea 
Systemen (9 und a'%* ersetzt. 

Sine Vereinfachung in Bezug auf den Zusammenhang zwischea den CoordiiiatA^Sr-^ 
Sternen ^4 und jfV erlangt man, wenn man die Systeme $9 und o^c' so auswälilt, dass sie 
in Bezug auf einander homogenetisch oder sogar homoelemenlisch werden, während die frü- 
heren Systeme 9% und *'v^ in Bezug aaf einander digenetisch wären. Zu einer Vereinfah- 
chang der Form der Functionen f und P dagegen .gelangt man, wena man die neuei^ 
Coerdinetea i^i und 0*%^ sa auswählt, dass die Verwandtschaft die Form 

är\ , M o. B. me form , ^ 

» {/it^y 3s f' = xin) 

erhUt Eine noch grössere yereinfachueg ergibt skh, wen» di» Vunotionen 9 und €^ 
sich auf die blosse Differenz ^, ^^ ^ d. h. wenn die Functionen ^ und y sich anf A\m 
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UMtilät ^ redüciren« Jeaachdem nim bei der Vereinrachuag der gegebenen Yeriraadl- 

sbhafte-Form U:Jl , ;^ "" entweder die Functionen / und F, oder der zwischen den allen 

Cpordinaten ^^ und x^y' obwaltende Zusammenhang, oder endlich Coordinaten-Znsammenhang 
und Functionen , oder keines von beiden vereinfacht worden ist , wird die neue Form der 
gegebenen Verwandtschaft eine der folgenden vier Hanpl-Formen seia: 

12 3 4 

r = S fÖ'yS'^O =0 a' = I fß^o'TO = 

y = 17 Fß^yg'^O =0 T' = 7 FCgjyaV) = 

Die Form Nr« 1 gibt eine blosse Coordinaten-Vertanschung bei zwei homoelementischen Co^ 
ordinaten-Systemen. Die primitive Figur ^(Si;) =: o erleidet also bei Nr. 1 keinerlei Aen« 
derung, weder der Form, noch der Grösse, noch der Lage nach, beim Uebergang zur analo- 
gen Figur <p(S'fjO = o 9 sodass eine Verwandtschaft , welche die Form Nr. 1 hat , sich auf 
die Identität beider Figuren reducirt 

Bei der Form Nr. 2 gibt es wieder 2 homoelementische Coordinaten-Systeme, aber keine 
blosse Vertauschung der Coordinaten, sondern eine Aenderung der Coordinaten-Werihe beim 

Uebergang vom primitiven Elemente ^ zum analogen Elemente \ ^. Der interes- 
santeste Fall von Nr, 2 ist die Form J:^^J2 ~ ^ d. h. wenn die Systeme Jw und ^i/' 

F(xyx'yO = o j »# 

zwei in Bezog auf Coordinaten^Axen und Lftngen-Einheit identische Systeme von Farallelcoor^ 
dinaten bedeuten. 

Die Form Nr. 3 gibt eine Coordinaten- Vertauschung bei zwei dielementischen Coordi- 
naten-Systemen, es mögen nun diese Systeme homogenetisch sein, wie z. B. bei der. in Coor* 

S. 196. b. untersuchten Verwandtschaft ~ « ^^^^ digenetisch, wie z. B. bei der in $. 43* 

Xy — V 

oenacnieien verwanoiscnaii ^ ^ Der einfachste Fall von Form Nr. 3 ist derjenige, dasa 

y — 1 

Itj und o^t' zwei dielementische Systeme gewöhnlicher Parallelcoordinaten bedeuten, in weU 
chem Fall durch die hervortretende Verwandtschaft . ~ eine , mit Aenderung der Forai 

nicht gepaarte, Aenderung der Lage und Grösse der primitiven Figur angedeutet wird. 

$. 5« Es kann nun jede in der allgemeinen Form Nr. 4 gegebene Verwandtschaft in« 
mer sowohl auf die torm Nr. 3, als auch auf die Form Nr. 2 reducirl werden. Dagegen ist 
es uns im Allgemeinen nicht erlaubt, beide Reductionen gleichzeitig vorzunehmen und die 
onter der Form Nr. 4 gegebene Verwandtschaft auf die Form Nr. I zu reduciren , sondern tm 
kann die Form Nr. 1 niemals entstehen, wenn nicht znflffligerweise schon unter der gegebe- 

neu Form p^^ar^ a ^i''^ Identität beider Figuren durch die Verwandtschaft ausgedrflcU 

würde, d. h. wenn nicht zuflilligerweise die Functionen f und F gerade den zwischen den 
Coordinaten-Systemen d^ und xv ohne Bezug auf die Verwandtschaft stattfindenden Zusam- 
menhang andeuteten. So Msst sich z. B. die Verwandtschaft ^' ™ ^l^^ll'^Kj ^^ü «« «»■« 

^' = (1— x)«+y«* 

NIeht-Aendemng der primitiven Figur andeutet, von der gegebenen Form Nr. 4 aaf die Form 
Nf • 1 oder . rednciren« 
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Dagegen liasl sich jede vnter der allgeneinen Form Nr. 4 gegebene Yerwandtaehaft 

leicht auf die Form Nr« 3 bringen , sobald man x' und v', oder & und ^ aus den gegebenen 
Gleichungen entwickelt, und alsdann in den gerundenen Gleichungen 

die Coordinaten »^ und v^ oder die Functionen xpX^y^ und x,'(J^'^'^ ^ die neuen Coordi- 
naten o* und t^ dagegen die Functionen V'C^) und ;tC^O oder die Coordinaten 9 und ( 
als die Coordinaten % und ti betrachtet. Und wollte man die gegebene Verwandtschaß auf 
die Form Nr. 2 bringen, so brauchte man nur zu untersuchen, welcher Zusammenhang zwi« 
sehen den festen Functen oder Linien, auf welche die Coordinaten 9 und C bezogen werden, 
und denen des Coordinaten - Systems xy stattfindet, um hieraus den zwischen den Coordi* 
naten-Systemen ^C und kv stattfindenden gegenseitigen Zusammenhang 

V s 0(^C) • ^ • s ö(*'CO 
abzuleiten, und alsdann durch Substitution letzterer Gleichungen in die gegebenen 

diese gegebenen Gleichungen auf die Form 

d« h. auf die Form Nn 2 

f(*C*^CO = 0, FC*?*'?') =3 ' 

n bringen. Hatte man z. B. die unter der allgemeinen Form Nr. 4 gegebene Verwandtschaf I 

«' = axu v' = bxv 

sodass u und T(Coor. $• 4) die Cotangenten der Winkel GAB und CBA andeuten, welche 
die Lage jedes in der primitiven Figur befindlichen Punctes C (fig. 1) in Bezug auf die 
Coordinaten-Puncte A und B bestimmen^ während dagegen die Lage des analogen Punctes C 
durch die Coordinaten «' = colg. C'A'B' und e' = cotg. C'B'A' bestimmt wird , so leite 
man nach Coor. $. 196 aus der gegenseitigen Lage der 4 Puncto A, B, A^ B' den Zusammen- 
hang ab, in welchem die Coordinaten u' mm cotg.C'AB und ▼' « cotg.C'BA des analogen Poncv 
tes C zu den Coordinaten u* = cotg.C'A'B' und e' = ootg.C'B'A' des nftmlichen Pünctee 
stehen, und reducire dadurch die Verwandtschaft von der gegebenen Form 

/•(uvw'eO = f(uvuV) = 

«V ä ä^ zur r^orm „, . .^ 

J^uvtt'e') ==: F(uvu'?0 = o 

S. 6. Da also jede Verwandtschaft sowohl auf die Form Nr. 3 als auf die Form Nr. 2 
reducirt werden kann , könnte man sich nöthigenfalls mit der Untersuchung der Form Nr. 3, 
oder Nr. 2 begnügen. Man kAnnte z. B. mitPlficker (System der analytischen Geo- 
metrie. 1835. pag.48und54) die Form Nr. 3 als den allgemeinen Ausdruck der geometri«- 
sehen Verwandtschaften betrachten und daher die versehiedenen Verwandtschaften zwischen 
Figuren als eine Uebertragung der verschiedenen unter den Symbolen ^ und o'x* zu verste- 
henden Coordinaten-Bedeutung sich denken. Andererseils könnte man aber auch, wenn man 
die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften vortragen wollte, ohne die Kenntniss an- 
derer Coordinaten-Systeme als des der gewöhnlichen Parallelcoordinaten vorauszusetzen, mit 
Grunert (Elemente der analytischen Geometrie VoL I pag. 134) die Form Nr. 2 und zwar, 

die Form JL ^ ; j" als den allgemeinen Ausdruck einer geometrischen Verwandtschaft 

betrachten. Besser jedoch wäre es vielleicht , nicht bloss die speoieUen Formen Nr. 2 mid 
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Nr. 1^ seDlcn» aiMi die «Ugenene Form ¥u 4 la betredilen, da die neistaa Yermuidtehaf- 
len , bei geeigneter Wahl der GoordiMlen i%^j <t%. t% In der Fprm Nr. 4 auf einfaGhere 
Weise als in der Form Nr- 8 oder Nn3 dargeslelll weinlen können, sodass man, wellte nan 
jede Verwandtschaft unler der Fern Nr. 2 oder Nr« 3 discnUrea , in nmieUi'^Q WeitI 
len gerathen würde. So erkennt man z. B. den zwischen den Kegelschnitten 



Xi7^y2 — 1 



- aKt)'"' 



atatUindenden Znsammenhiing deutlicher unter der Form 

M' s= au r' SS bY 

A darch die eomjplicirte Fermel, welche ans der vorifen naeh Coop f- ^96 henrcvgcM, wen» 
mm beiden Ceetdinattn-Systemen ein gemeinsolianiiches Faar von Coerdinaten-nincten n- 



$. 7. Wenn man von der analylischen Geometrie der Ebene, worin bloss 2 Coordina- 
len X und y betrachtet werden, zn der des Raumes, worin 3 Coordinaten x, y, z be- 
handelt werden, übergeht, begegnet man bekanntlich bei den Fliehen und den Curven dop- 
pelter Krümmung yerscbtedenen Sohwierigkeiten, welche sich bei der Untersuchmg der Ckir- 
Tcn einfacher Krümmung r(xy) 3:3 e niehl gezeigt halten^ Noch grösser wird die Zahl 
dieser Schwierigkeiten , wenn man von der analylischen Geanelrie des Räumen m der 
Untersuchung der geometrischen Verwandtschanen fibergeht, da der einfachste Fall die- 
ser Untersuchungen Coordinaten -Systeme mit 4 Coordinaten x, y^x^, ^ betrachtet. Es 
darf uns daher nicht wundern, wenn die zweierlei Schwierigkeiten, welchen wir im Sy- 
stem xya gesondert begegnen , jeoaehdem wir eine Fiiehe fCxyz) = o , oder eine Cwe 

doppelter Erümn^ungp^ ' ^ untersucben, sich bei der Untersuchung einer Ycrwandt- 

schaft „^^z^.^ ^^ gleichzeitig vorfinden« da einerseits solch eine Verwandtschaft ein Netas. 

de9 Systems xyx^ darstellt, so wie die Fliehe f(xyz) ss eia Neta des Systems xyz, wak-^ 
rend andererseits sowohl: bei der Verwandtschaft, als bei der Curve doppelter Krümmnng ein 
Sysikem Ton 2 Gleichungen tu untersuchen ist Und es kommen uberdiess su diesen beiden 
Arten von Schwierigkeilen nocb einige, dem System xyx'y' eigene Schwierigkeiten hinzn, 
sodass die Uäurung dieser dreifachen Schwierigkeiten die Theorie der Verwandtschaften zn 
einem der complicirtesten Theile der analytischen Geometrie macht *> 

$. 8. Mit den Curven doppelter Krümmung stimmen die Verwandtschaften unter 
AndereniL darin überein , dass , so wie man ans den Gleichungen »^ ^ jede der 

3 Coordinaten eliminiren und sich alsdann Jedes Paares der 3 auf diese Weise gefundenen 
Ansdrieke 4>|(xy>sso, <n2(xz><»e, <2^2(yz)^o statt der gegebenen zwei (Seichungen zum 
Ansdnick der Cwrve bedienen kann, so auch der gegebene Ausdruck einer Verwandtschaft 

dnrsH 9 wilkülirliche der 4 dnrdi BItsaination einer CoördBnate aus ihm erhaltenen Ansdrieke : 



*)> B4l0|Ma dsr VthrMTMittimMn g swUcbea Yerwaadtscbafiea and Fläcbeo geben 4i« ${. 24 «id l79, 
der Uebereioslimmang swischea Verwandlscbaftea ODd Carvea dnppel&cr KvfloMBiBag die {$. 8, 11»30> 
Wihreod la S. 103 Ui&m tiebcr eiMÜBMiiBffea (Icickuilig ?erkMiM«a. 



L iil%eilieiiM8 tiber die VerwodtiABlfteni 9 

^ifi^"} tat 0, ^ilin^y a» o, 0^ii<fH'} Ä= «, 0kO!o'tO ?i3 • ' 

ersetzt werden darf. Es ist aber im System xyz keine di9r 3 CvehKostea x oder y iMler >s 
mit der einen . Coordinate enger als mit der andern, verbunden; wesshalb xlenn, 4S0. lange 
man keine speciellen Curven lieifaclitet, im Allgemeinen kein Grand vorhanden ist , sick des 
einen der 3 Paare Projectionen eher, als eines der beiAen andern zvl bedienen. Im Systeifi 
|j7(7V dagegen sind die 4 Coordinateh je 3 und 2 zu der nämlichen f igur gehörig, wesshidb 
das eine oder das andere von ^n l»eid«n, durch Benutzung von KPj^ und Oj oder 0g und O^ 
erhaltenen Paare von Gleichungen 

uns im Allgeffieillen, zwar nicht einfachere, aber doch zur Untersuchung geeignetere Formen 
einer ?ef wandtsthaR gibt , ab wenn man Irgend ^n atMefes v<m den dureh OombinaRM 
der 4 Functionen <1>| (P, O^ 0n erhaltenen Paare vea Gleichungen gewählt hätte. Denn et 
würde z. B. der Ausdruck 

uns keine deutliche Idee der Verwandtschaft geben, und es wBrde daher dieser Ausdruck nur 
bei solchen speciellen Verwandtschaflen, wie 

x' = 8in^ax)-f cos.cby) x sxs Ma.CcxO+cos,(dyO 

ete. zu benttzen sein, wo die Einfachkeit dimes Paaree vm GMehwigeii aelMges als den «tf 
Untersuchung der Verwandtochaft geeigneteren ihrer 6 AosdrQdce bezeichnete* 

Es ist aber zu bemerken ^ dasa , wenngleich die Functionen f md P «Igebraisdh \Anif 
die Functionen rlnf/yj^f dennoch bei Verwandtschaften höheren Grades im Allgemeinen nicht 
algebraisch und daher praktisch nicht anwendbar sein werden. 

f. % iei J«der komoeleiMfltiseken VerwandtschaR JyJZ.} ~ ^ itft nach $. 3 der ton 
irgend einem primitiven Elemente ~ ^ eiiqfeaoimiiene Ott mit dem durch das Element ^ ^ 

bedeckten identisch, sodass die Elemente ^ und ^ , \ bloss dadurch von einander 

verschieden sind, dass das erste Element einen Punct oder eine Tangente, etc. der primitiven 
tigw Otifß s±s andeutet, während dagegen der nämliche Punct, oder die nlmllche Gerade, 

etc., als Element f, gedacht , zur analogeA Figur OÜ^f'} ah o gehArb Bs bat daher 

dieser Punct eder üese €erade bei nnserar Verwandtschaft , weMie wir nanh S« 8 unter 
der Form 

4whreiben woUen, 2 veracbiedeae COTreapoodireBde : Erstens nändich hat er» aU primifi\^r OH 

^ ^ gedaahti den «natogan Ort *^ , ^< ^bh aber^ als «oalogerOrt lL~!i gedacht» 

fj "^^ p ff ^± Xi^P) T — P 

den primitiven Ort ^ ^ ^"a^ ^^"^ Correapondirenden. In äbniiehar Weise erkennen wir, 

dass die primitive Curve OQfj} =: o mit der analogen Curve OQ'n^ = o Iti Öeilttgf anf flire 
Form, Grösse und Lage ganz übereinstimmt, und dass def von diesM Cmrte eingenommene 
Ort, jenachdem er als primitiver, oder aber als analoger Ort gedacht wiM, die analoge oder 
primttiye Ctrve 
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O[y^afti0. x'Q'n'yi = »(S'n^ — o, oder ®[v<59), xaiül s Ö«?) = o, 
respeciive mr GorrespondiFenden hat. 

Hat man daher eine algebraische VerwandtschaA „Z^,. i bei welcher die in §• 8 

angegebene Reduction auf die Form *^ /^ ^ ausnahmsweise in algebraischer Form mög^ 

Geh ist, während dagegen die Redaction auf die Form #ri;^V mittelst keiner algebraischen 

Function möglich ist, so sind bei einer solchen Verwandtschaft das Element und die Kette 

i -— « 

darin von einander verschieden, dass aus einem beliebigen primitiven Elemente oder ans 

einer beliebigen analogen Kette 0(Ji*tj^ = o das analoge Element und die primitive Kette 

T = ;irCöp) 

kicht herzuleiten sind, während dagegen aus einer primitiven Curve oder aus einem Elemente 
der analogen Curve die analoge Curve oder das primitive Element nur schwierig ra fin- 
den sind. 

$. 10. Aus der so eben angegebenen Uebereinstimmung der durch die Gleichungen 
0Qri) = und <1>(SV) = angedeuteten Oerter, wolle man keineswegs schliessen, dass 
euch diese beiden Gleichungen, als Bedingungen betrachtet, identisch seien« Denn, findet 
letztere Bedingung OCSffi^ =^ ^ ^^^^9 ^^ ^*' diese Gleichuug, in Verbindung mit den gege* 
benen Gleichungen l' » ^(S^) tmd 37' = xLl'i) ^i^ i^eue Gleichung 

zur Folge, sodass das Stattfinden der Bedingung OCl^fi^ = in Bezug auf das zu erlangende 
Resultat mit der Bedingung @ii^) = übereinstimmt, keineswegs dagegen mit der Bedingnng- 
tf>CSj7) = 0, da diese mit der Bedingung 

als identisch zu betrachten ist. 

S« 11. Der Umstand, dass eine Verwandtschaft J'V^tP : t gerade wie eine Curve 

doppelter Krümmung, zu ihrer Bestimmung 2 Gleichungen bedarf, gibt, ausser dem in $. 8 
hieraus gefolgerten, auch noch zu folgender Uebereinstimmung zwischen den Verwandtschaf- 
ten und den Curven doppelter Krümmung Veranlassung: 

• Gleichwie der Ausdruck p^ ^ ~ keineswegs die Curve doppelter Krümmung selbst, 

sondern vielmehr das System der beiden, die Curve mittelst ihres gegenseiligen Durchschnitts 
darstellenden Flächen fcxyz) = und F(xyz) » andeutet, so auch ist der Ausdruck 

o^a J! i / jenachdem die in ihm vorkommenden Coefficienten bestimmte oder unbestimmte 

sind, entweder allzu bestimmt oder allzu unbestimmt, als dass er bloss diese Verwandtschaft 
ausdrücken sollte, und er bedeutet daher eigentlich eine gewisse Weise, in welcher man sich 
diese Verwandtschaft mittelst der beiden Bedingungen i(XnVn') =: und ^Qn^^') = ^^1** 
vorgebracht denkt. 

Die z« B. durch die Bedingungen 

aS+bj7+cS'+d/7'+t = o eJ+f^+gS'+hi^'+l = 

hervorgebrachte Verwandtschaft, welche, bei der Annahme, dass ^ri gewöhnliche Parallelcoor- 
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dinaten zy bedeuten, die allgemeine AfBnitiit aasdrilckt, eniUIt keineswegs 8 Unbettimale, 
wenngleich in obigen 2 Gleichangen 8 Unbestirooilen vof kommen, sondern sie enAilt derea 
bloss 6, da der betrachtete Ausdruck nicht allgemeiner ist, als folgender 

(a5+bj7+.c5'+dj7'+l)+Cx(e5+fJ7+g5'+hi;'+l) = o 

(a|+b^+c5'+di7'+l>fC'x(e5+fj7+g5'+hi7'+l) = o» 
-wo durch das Hinzutreten zweier beliebig gewählten 6r6ssen C und CS 2 von den 8 Unbe* 
stimmten auf o reducirt sind. # 

Umgekehrt ist das Paar von Gleichungen ^ alteu bestimmt, als dass es diejenige 

Aehnlichkeits-Verwand tschaft ausdrucken sollte, welche zwischen 2 Figuren stattfindet, deren 
letztere aus der ersteren durch eine vom Coordinaten- Puncto ausgehende 5-Balige Yer- 
grösserung entstanden ist. Denn es zeigt uns das gegebene Paar von CHeichungea 
bloss 2 specielle Eigenschaften dieser Verwandtschaft, d. h. dass die Länge z oder y des 
von einem beliebigen Puncto der primitiven Figur auf die Coordinaten-Aze YOY^ oder XOX' 
gefillten Perpendikels sich, beim Uebergang zur analogen Figur, 5«mal vergrössert. Wenn 
wir dagegen jede von den gegebenen Gleichungen mit einer beliebigen Unbestimmten multipli- 
ciren, und zu der anderen Gleichung addiren, erhalten wir den wirklichen Ausdruck 

'4-CV — 5f f'v^ ^*' gegebenen Verwandtschaft, und wir eAennen, dass unsere Ver- 
wandtschaft diejenige ist, bei welcher überhaupt die Länge der von einem beliebigen Puncto 
der primitiven Figur auf irgend 2 durch den Coordinaten-Punct gezogene Geraden sich, 
beim Uebergang zur analogen Figur, 5- mal vergrossert 

$. 12. Wir ersehen aus vorigem Beispiel, wie man durch Combination der gegebenen 
Gleichungen einer Verwandtschaft die gegebenen Eigenschaften derselben verallgemeinert. 
Ueberhaupt können wir so leicht zur Kenntniss der Haupt-Eigenschaften einer gegebenen Ver- 
wandtschaft gelangen. Leiten wir z. B. aus den gegebenen Gleichungen 

z' = 5z, y' = 5y, 

erstens folgende allgemeinere Gleichung 

z'+Cy' x+Cy 

ab, beziehen wir sodann die in dieser Gleichung vorkommenden Coordinaten z und y auf 2 
beliebige Puncto p und q, deren Verbindungs- Linie zur Geraden z+Cy s=s o senkrecht 
sei, und beziehen wir ebenso die Coordinaten z' und y' erstens auf den dem Puncto p ana« 
logen Punct p^ zweitens auf den Punct q^ Die Addition dor so erhaltenen 2 Gleichangen 
gibt uns alsdann folgende neue Gleichung 

deren geometrische Interpretation uns folgende Eigenschaft unserer Verwandtschaft gibt: 
Man wähle in der primitiven Figur 2 beliebige Puncto p und q; die Summe alsdann der von 
diesen Puncten auf die Gerade z-l-Cy = o gefällten Perpendikel, d. h. die gegenseitige EnW 
femung der beiden Puncto p und q, wird, beim Uebergang zur analogen Figur, stets 5 - mal 
▼ergrössert, wie auch die Puncto p und q gewählt gewesen sein mögen. 

$* 13. Ist uns in irgend einem Coordinaten « System gif die Gleichung einer be«* 
stimmten Curve fCSi^) s= o gegeben, so können wir bekanntlioh die Grösse und Lage dle^ 
aer Curve dadurch ändern, dass wir in der Gleichung fiSf) s» o die Coordinaten l und .9 

2 
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tmdk f ^ 4 WiHkihflidM enlkaltoidat Amdionea dieser Coerdinatai ^ nd ly arsetzai; «id 
irir kteacn aMann tocih me riolitife AararaU dieser 4 WUlkiUiriichea die gef ebene Glet— 
chnng fQtj} = o im AHgemeiaen vaa 4 CoeflideBten l^efreien and dadardi ▼eneiafaciiea, ebne 
dass dabei die Form dar gegebnen Carte sieh geindert lifitle. Htt anderen Worten : Wir 
können die Coordinaten^-Paacte A nnd B dea gegebenen Sf atema 1^ dorch neue Coordinaten* 
funete Ä md B erseCaea « in der Weiaa aaagewftlilt , daaa anaere Carre, ia ieiiag aaf 
diese Coordinaten - Poncle A and B des neuen Systems ^7 eine einhche Lage hat Und 
awar haben die hier vorzonehmeaden Sobstitationen bekanntlich, wenn Ij; das System der 

gewöhnlichen Parallelcoordinaten xy ist, die einfache Form ^Zr^J^.^.A»^^^^^^"^^^^^^ 

den Syataaea XT, ar, UV nach Ceor. g. 196 weniger einfach sind, so wie AberhaapI die 
Vem dieser Sabstitalionen Ton der Natur des Coordinate»*Systems abhftngt 

Wenden wir diese Argamentatioa an auf den Fall, dass uns eine Yerwandtschafl , und 
swar eine allgemeine, d. h. digenetische 

gegeben seL Wir können alsdann , da hier 2 Coordinaten- Systeme S7 und ar gleichzeitig 
vorkommen, erstens die Coordinaten-Puncte A und B des Systems §7 durch neue Coordina- 
lea^Panele A aad B eraetsen, dann aber auch die Ceordtaaten-functe des Systems at in be- 
liebiger Weise tndern. Und durch richtige Wahl der 8 Willkührlicfaen , welche sich in den 
SU dieser Acnderung von Coordinaten - Functen nothwendigen Substitutionen vorfinden, kön- 
nen wir den gegebenen Verwandtschall -Ausdruck durch Hinwegschaffung von 8 CoefK- 
cienten vereinfachen , ohne dass dabei weder die Form der primitiven Figur, noch auch die 
der analogen Figur sich tnderte, sodass auch die Aenderung der Form, welche die primitive 
Figur erleiden muss, um zu der ihr nach der gegebenen Verwandtschaft analogen Figur 
überzugehen, bei dieser Aenderung der beiden Coordinaten . Systeme ihre Natur unverändert 
heil>ehftlt Und es ist zu bemerken, dass diese Hinwegschaffung von 8 Coefficienten von 
der in $. 11 angegebenen Hinwegschaffnng von 2 CoSfBcienten unabhängig ist und daher 
gleichzeitig mit dieser vorgenommen werden darf. 

$. 14. Auch dann noch, wenn die Verwaadtschaft von einer digenetischen za ei- 
ner homogenetischen übergeht, bleibt die vorige Argumentalion dieselbe. Wenn dage* 
gen die Verwandlsohaft sich aaf «iae homoeiemeatfsehe redaciit, an können wir aar bei 
deai eiaiigra, der primilivea and dar aaalogen Pigar gemeiaaehafUicbea, Cooidiaatea-Syste^ 
aM eiaie Aeaderuag von Ceordiaalen-Puaden vornehmen, sodass wir alsdann aas den gege- 
kettta VJnrwandtachafta-Gleiohuagen , vrenn sie homoelementiscke Metkea aoUen, nicht 44*4, 
sondern nur 4 Cogfficienten hinwegschaffen können, iadesaen können wir nach in diesen 
Falle noch den gegebenen Verwandischalls -Ausdruck daroh einen neuen hnmoelementischem 
Ausdruck ersetzen ^-welcher S Unhestiaunle weaiger enlhftlt , als der gegebene. Nur müssen 
wir uns alsdann an der durch den erhaltenen Auadmok aagedenteten Form -Aenderung 
der priaulivctt Fignr noch eine Aenderung der Lage and Grösse hinan dankeui welche diesa 
Rignr, naehdem sie aar analogea Figur transfermirt iai, noch erleiden mnas bei coa^at 
hkifecader ISröaae aad Lage der priaHliven Figur« 

S* 15. Mlaleni wir daa Geaagie darck ein Hmt Beisplde. Deakea wir uaa z« B. die 
didementiache Verwaadtaohaft, wekhe eataleht dnivh die =3 o Setaaag aweier aB gca i eu Mn 
Vaaetloaea dae twtilen Grades in Besag auf aHa 4 Geerdinalen i ^f n^^ wobei dteae Coor- 
diaatea flinftiohheilahelber gewötoliche ParaHeleaardiaatea iryay bedealea mögen. Wir 
aea aaa hei d fü ea Vanraadlachafls-^aeiehaagea 



r 
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MB ibran 30 Gliedern «i 38 Unbestimmteii xirar nieU Mgende 8 

•xS by«, c«'\ dp'», AxS By«,. G««, I)»^^ 

aber docb felgovde 8 

n«, ny, p»*, qy', Mx, Ny, Pa?', (y 

mm Verschwinden bringen, wenn wiv die 4 Coordimaea 

z» y> ^» y durcb 

«•i-ftr+rf — /fe+ay+*, «^«'+#V+y', -H^'Ä^+^y-fr* 

ersetzen. Und veoi de» 20 Steigen Unbestimnttft können wii alsdann nocb nack {^ It 
2 hin wegschaffen, sodass nur 18 flbrig bleiben. 

Nehmen wir als ein anderes Beispiel die allgemeine Collineaiion 
,i ^ ax+by-t-c ^ ^ f^ + gy+h 

dx+ey+1 dx+ey-fl 

Wir können nnn erstens die Collineations-Centra der Systeme xy und x'y' zu den Coordina- 
teu-Puncten dieser Systeme wählen, und die gegebene Verwandtschaft dadurch auf die Form 

X' w kx+ty+i 

reduciren , welche Form sich durch eine gehörige Bestimmung der Richtung der Coronlina^ 

ten-Axen weiter auf 

y y ^ m 

reibicireft Ifiist Dann aber können wir in jedem der beiden Systemar die eoordinaten^uncte 
A and B, nnd daher auch ihre halbe gegenseitige EotCernung, d. h. die Ung^a- Einheit AO^ 
in der Weise bestimmen, dass onseve Gleicbongen sieb weiter auf 



reduciren, sodass die 8 Unbestimmten der allgemeinen CoDineation alle verschwunden sindl 
Indessen ist, während dieses XJebergangs ,. die gegebene Verwandtschaft von einer homoel»- 
mentischen zu einer dielementischen geworden, und' kamt ^- den speciellen Fall ausgenon*- 
men , wobei die gegebene Collineation eine mit collihelrer Lage wäre — nicht zur homo^ 
elementischen Form gebracht werden , ohne dass wiederum 4 Unbestimmte in die OleichuA- 

gen eingeführt worden, dadurob,. dass wir die Fnnolionen — | und r > in der Sprache 

des Systems xy ausdröckten. Nor ist es «na abdbnn erlbubt^ dte* gegebene allgemafaiei CöBlL 
neations' Verwandtschaft als eine aolche au betrachten^ wobei, difr analoge Figur aus der pri» 
■uüveai durelL 2 auC einander fb^gende Aenderangea. entstanden ist,! d. b. ao, daas die eiu 
ste Aenderung die durch den homoelementischenr Auadrudc^ 

dargestellte, o Unbestimmte enthaltende ,. Form - Aenderung, der primitiTen Figur ist, während 
die' BWeite Aendenmg eine beliebige , 4 UnbestuMite. enthaltende Aenderung der Lage nad 
Gröaie dansMUt, welche die Figur nach ihrar ftaasformation noch erleiden muss. 

S. I& fiie vorige Avgumentition« bezog, sieh auf den. Fall, daas man voUsländige dg)B^ 
braiseha Gleichungen irgeadi elneS' Grades* hatte« Findet dieses nicht statt, sondern bat die 
Gleichung nur einige Glieder, oder ist sie gar eine transcendenla Gleichung, so können wir 
bekanntlich aus solchen Gleiehsngen,» wie v B» . 
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Az'+By»+DxH-l = o Ayxsin.^x)+Gx(lgx)xCca8.7)+l = o 

etc. darch eine Aendening des Coordinaten - Systems nur <4, bisweilen keine einzige 
Unbestimmte zum Verschwinden bringen. Ans der nftmlichen Ursache gibt es auch b^ 
den Verwandtschaften viele Fälle, in welchen eine Aendening der Coordinaten -Pancte nicht 
8, sondern nnr <8 Coefficienten der Verwandtschafts - Gleichnngen zum Verschwinden bria-^ 
gen kann. 

f. 17. Jede der beiden Gleichungen einer Verwandtschaft 

enthält im Allgemeinen sowohl die Coordinaten der primitiven, als die der analogen Figur. 
Wenn aber die Function f nicht die vollständige algebraische Fnnction des nt» Grades 

fnß^aV) s aH-b5+cj7-»-d(j'+eT'+g5«+hi7^4-jV^+kr«-l-lS7+ . . • . 

sondern eine solche specielle Function andeutet, bei welcher die Coefficienten b, c, g, h, I, 
. . . aller Glieder, welche ^ oder ij enthalten, sich auf o reducirt haben, so erhalten wir 
eine Verwandtschaft 

f(aV) = Fßiya'rO = o 

ans deren ejner Gleichung die Coordinaten $ und tj verschwunden sind. Da nun aber jede 
algebraische Function y/Qfj') f-yrenn sie mit o multiplicirt wird^ im Allgemeinen o zum Re- 
sultate liefert, so därfen wir die erstere unserer beiden Gleichungen auch betrachten ab 
t(a^t^) 3= oxtf/Qti} und dabei die Fnnction tf^ beliebig wählen, sodass wir unsere Verwandt- 
schaft uns auch als durch die Gleichungen 

fCa'xO = oxf(g^) ^ Fßj7aV) = o 

ausgedrückt vorstellen können. Wäre die Function f eine solche gewesen , dass nicht die 
Coefficienten b, c, g, h, . . . , sondern die Coefficienten d, e, J, k, . . . alle verschwundea 
wären^ so hätten wir eine Verwandtschaft erbalten von folgender Form 

fCgjy) = FßiytF'TO = 

deren Bedeutung uns indesjsen verständlicher vrird, wenn wir sie in der Form 

fßay) s oxf(aV) F(|i7aV) = o 

schreiben. Es könnte sich femer ^eignen, dass bei der Function F eine ähnliche Specia- 
lisirung stattgefunden hätte, in welchem Fall wir eine Verwandtschaft von irgend einer der 
folgenden 3 speciellen Fprmen 

f(oV) = fa^) = fß^) = 

FCaV)=:o F(gj7) = o F(a'rO = o 

erhalten wflrden, wdche Verwandtschaften wir wiederum besser in folgender Form 

f(<FV) =s oxf(gj7) FCo'rO = oxFCJEaj) 

etc. schreiben. -Wenn endlich aus der Function f alle 4 Coordinaten verschwunden sind^ a» 
erhalten wir eine Verwandtschaft von der Form 

a = F(5j7a'TO =5 

welche wir uns aber, wenn wir a =: b — c setzen, auch unter folgender Form 

F(5i7a'rO = b ftfl^^ = c 

vorstellen können. Untersuchen wir die Natur obiger 6 speciellen Verwandtsohafls - Artea 
näher; beschränken wir uns jedoch dabei Deutlichkeitshalber auf den Fall homoelementischer 
Coordinaten- Systeme, und zwar gewöhnlicher Parallelcoordinaten xy, da die meisten SchlAsae 
von diesem speciellen Falle mit geringer Veränderung unmittelbar auf den allgemeinen Fall 
dielementischer Coordinaten-Systeme sich fibertragen lassen. 

S. 18. Betrachten wir erstens die Verwandtschaften von der Form 
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tixff} =s F(xyxV) = 

Die Coordinaten x' und y' des einem beliebigen Pancte der primitiven Figur analogen Punc- 
tes der analogen Figur sind hier [so lange wenigstens der primitive Punct sich nicht unend. 
lieh entfernt] immer der von der Lage des primitiven Punctes unabhängigen Bedingung 
f|[z^) =s unterworfen, sodass der analoge PUnct sich stets auf der Gurve f(xy) = o be. 

finden muss. Ein daher nicht im Umfang dieser Gurve f(x^yO = o liegender Punct ^ v^ 

der analogen Figur hat in der primitiven Figur keinen einzigen Punct zum Correspondenten^ 
ausser den im Unendlichen liegenden Pancten der primitiven Figur. Jeder dagegen irgendwo 



im 



x' = a' 



Umfang der Gurve f(x'y') = o liegender Punct ^ _ a^ hs* in der primitiven Figur nicht 

x' sss a' 

nur einen Punct, sondern eine gewisse, mit der Fortbewegung des Punctes ^ _^ ^/ in Fona 
und Lage sich ändernde Gurve F(xya^/!^0 ^ F^Cxy) = o zur Gorrespondenten. Umgekehrt 
hat jeder [nicht im Unendlichen Hegender] primitiver Ponct ^ einen oder mehrere in 

Umfang der Gurve f(x'yO = o befindliche und fiberdiess von der Lage des prioiitiTen Panc-- 

x^ srs «^ 
tes abhängige Puncte zu Gorrespondenten ; und zwar sind die Coordinaten -- Werthe , ^ 



x' = «' . ^ , . , , ^ . X = a 



. y.j etc. der verschiedenen dem Puncte ^ analogen Puncte die verschiedenen aus 

den 2 Gleichungen fCx'y^) = o und F(a/S!xY) s FCxfj^) s= o hervorgehenden Werthe voa 



X = a .... « x' =3 a' jf rsi if 



x' und y'; es hat jedoch dieser Punct seine mit diesen Pancten , , 

etc. stattfindende Gorrespondenz mit allen den anderen primitiven Pancten ~ ^ etc. 

gemein, welche sich mit dem Puncte ^ auf der nämlichen GarveF(xya'/90 = F'(xy) =a 

befinden. 

Die Natur unserer Verwandtschaft tritt klarer hervor, wemi wir sie nach $. 17 unter 
folgender Form 

f(x'yO = oxf(xy) F(xyxy) sss o 

schreiben. Da nämlich bei einem beliebigen Puncte ^ die Function fCXoyo) dasProdud' 

y — Yo 

der Segmente andeutet , welche , wenn man den Punct ^ mit der Gurve f(xy) = a 

y = To 

In einer gewissen Richtung Terbindet, zwischen diesem Puncte einerseits und den verschie-» 
denen Zweigen der Gurve andererseits enthalten sind, so erkennen vrir, dass unsere Ver- 
wandtschaft eine solche ist, bei welcher dasProdnct derBntfemnngen, welche ein beliebiger 

In dw primitiven Figur befindlicher Punct ^ von den Zweigen der Gurve fQcy) =s • 

hat, sich, beim Uebergang zur analogen Figur, unendlich verringert, sodass der analoge' 
Punct sich irgend einem der Zweige dieser Gurve f(xy) =: o unendlich genähert' haL 
Mit anderen Worten: Die primitive Figur erleidet bei unserer jetzigen Verwandtschaft 
die Aendemng , dass sie sich nach der Gurve {[xy) = o hin unendlich stark zusanunenziehl^ 
sodass der ganze nicht im Unendlichen befindliche Theil der primitiven Figur sich auf die 
Carve f(xY) ss o reducirt, und zwar so, dass die zwischen 2 successtven Curven Vixfa\ß^i) m 
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F'Czj) =: und F(xya^2/3^) s F'^tq^ 3= enthaltene 8tseek(e^ steh aaf den zwbchen den 



jedesmaligen corresponcjirendea PUncfen ^ ^/ und ^ ^' enthaltenen TheiT der 

Qanüa <i(x^O 9^ o nduoirt. 

Ei» Beisrj^l «Mefei jetaigea Venvaiid<M)mftfr«*Art ^t um die iai 9. MA belracbt^ote 
Tevwand^chalt 

Dx*— Ay' = 6 ax+by+cx'+dy'+l =s 

qier^ wenn im lock weiAer apeteialinreo^ das VerviwidiMhafI 

y^ SS Q x' :oq X. 

Van denke sich nämlich, 2 einander mcht parallele Ebenen xy nnd x'y', und einen aosserhalb 
derselben liegenden Punct, yerbfnde jeden in der einen Ebene Kegenden Punct mit dem fe- 
sten Puncte dorck eine Gerade, nnd betrachte alsdann mit S t e i n e r (Systematische Entwicke- 
Inng, etc. 1832. fag. 254) als den entsprechenden Punct des veränderlichen Punctes denjeni- 
gtft Pwct der andean. Bbene, in wetehem ato wn der* GcarmLeii getNkffeni wiid.. Han stell» 
sich nun den festen Punct ver als in der Ebene xy liegend und sich in irgend einer Rich- 
tung unendlich entfernend , nur nicht nach der Spitze des Durchschnitts der beiden Ebenen 
hittk Wir erinlten alsdasD diejenge Venrandlsehaft^ wefchnv y^enA die Goordinaten-^iae XQX' 
ha den Durchschnitt der beiden Ebenen gelegt und die Axe YOT' nach dem. festen Puncte 

gerichtet wird, die Form ' ^ zum analytischen Ausdruck hat. Es hat alsdann jpder in 

dieser Durchschnitts - Geraden liegende Pinel der Ebene x'y' die ganze ihn mit dem festa^ 
Puncte verbindende und auf der Ebene xy Megmufe Gerade zum CorreapoBdenfteK^ wahread 
jeder andere Punct der Ebene xY mit dem festeik Punct durch eine der Ebene xy pacallele 
Gerade verbunden wird und daher nur den unendlielt entfernten Durchschnitts-Punct der Ebene 
xy nnd der ihr parallelen Geraden zum Correspondenten hat. 

$. 19. Nach dieser ausfQhrlichen Betrachtung der ersten von unseren 6 specieitea 
Yerwiindl^Ghafts- Arten wird es uns leicht sein, hieraus die geometrische Bedeutung der 4 
folgenden herzuleiten. Denn wir erkennen jetzt s,ogieieh, dass jede Verwandtschaft von der Art 

f(xy) = . . f(xy) = oxf(x'yO 

F(xyxYs.Q FOcyxY) axr a 

eine solche ist, wobei die primitive Figur eine bei der Curve f(xy) = anfaigimda unend- 
liche Ausdehnung erleidet, ^nd. zwar so, dass derjenige Theä: de? ptimitiven Figur, wel- 
cbeü di^ Curve ((^). sp q unmittelbar umgibt und zwischen irgend 2 in dieser Curve be* 

lindlichen Puncten J^ und ^ enthalten ist, beim Uebergang zur analogen Figur sich 

zu der ganzen zwischen defrCqrven F(ai/?jxy) = f'(x'yO = und FCöaftx'y') = F'(xy) = o 
beflndKcben Sireolte erweitunt. Ein Beispiel diteet BtaHe» gihl: uns. dis: in S* !«&. b»tnditeta 
YerwandlBchaft' 

f. 20. Be» folfendiee: ItorwandtdeliBft dhgege» 

ftjC^O = s oxf(xy) . VQdt) =z. ^ oxVCfS) 

wird die primitive Figur unendlich zur Curvei f(xy) = und gleichzeitige unendlich zur Curve 
V^^y s: 0- zusammengezogen, sodassi die^ primitine Figur ». eidwednr mü oder ohne: Aendep-^ 
Hing ihr^p Fozm, siuh> unendlich verkleinerli nid a«C dieumi&teUMireB Hmgebnngen der mx» 
Darcbschnttts-Funoti} derv Curven- fm^zy) » • vnd: FB(xy> an o rediiairt^ Bin Beiapidt dieses 
IMlea gibt une- die. Yenwandlsohafl 

•dei^ wenn vrir selbige^ mittelat des* Systeme xy auadrfiekeuy 
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9er gtmtfe 'oberkdHi Kter Axe XOX' befindüfhe und nioM im Uneadliohen Uegfeade Theil tkr 
frimiliteii figixt redodf t rioh alsdann auf etetn vom den beiden Fnete« 

* -^ Alk Dri A* — — 



AÜ~ßC '^ ~ BC-*-AD 

und «war auf denjemigen, welcher tich oberhalb 4tt Axe XOX' befindet, wäkfend der mnev- 
hBÜb XOX' liegende Theil der piimitiven Figttr ze der unmittelbaren Umgebrng des zweiten 
dieser Pmiele sick verkleinert. Bin andwm Beispiel gibt uns dte hi $. 173 betmobtete Veih- 
wendleebafL 

Eine Srifintemny der Katar dieser VerwandtsohaA mittetet der Oeometrie des Räumet 
tfldel matt, wenn mae, wie in $. 18^ zwei Elbeeee Xf und xV Und einen TeslenPuaet betracb- 
tet, die beiden Ebenen aber jetzt einander paralld und den festen Punct irgendwo in der 
Ebene x'y' liegend sich vorstellt. Jede in der Ebene xy gezeichnete Figur wird alsdann mit 
dem festen Pnncle dsrch Gerade verbueden, welche eDe die Ebene x^ ie diesem festen 
Puncto treffen, und hat daher nur diesen einzigen Punct zum Correspondenten: jede dagegen 
in der Ebene x'y' gezeichnete Figur hat zu ihrem Correspondenten die unendlich entfernten 
Durchschnitts-Puncte der Ebene xy mit den ihr parallelen Geraden^ welohe die in der Ebene 
x'y' liegende Figur mit dem festen Punete verbinden. 

$. 21. Hätten wir mngekehrt die Verwandlsdiaft 

f(xy) fcs s oxftxY) F(xy) ac: o e OkBC^J') 

60 würde die primitive Figur eine bei der Cnrve f(xy) aas e anfangende und gleichaeitig 
eine zweite bei der Curve F(xy> = o ansingende unendliche Ansdehnung erleiden, d. h. 
jeder von den mxn Durchschnitts - Puncten der Cnrven fmC^) »^ o und F^Cxy) sc o 
wurde alsdann ein Centrum verstellen, von wo aus eine [mit Umformung entweder gepaarte» 
eder nicht gqmarte] nnendUche Vergrösseraog der primitiven Figtur ausgfinge, sedess die 
nnmittethere Umgebung jedes von diesen mxn Puncten zu einem gewiasen endlich grosses 
llmi des analogen Ranroes sich ausbreiten würde. Bin Beispiel gibt Uns die V^Wandtschaß 
eon g. 174. 

$. 22. Hätte femer unsere Verwandtschaft folgende Fonn 

f(xy) a= e SB oxRx'y') F(xy) « o s oxF(xy) 

so würde die primitive Figur, während sie sich unendlich nach der Curve F<xy) so # 
hin zusammenzieht, gleichzeitig eine bei der Curve f(xy) ss ö anfakigende unendliche 
Ansdehnung erleiden* Es bat nledann jeder auf der Curve f(|[y) xa o Uegeide und vom 

Coordinaten - Punct nicht unendlich entfernte PUnct ' ^ ^ der primitiven Figur jedM 

beliebigen Pwict der Genre P(xY) ss o zum Gonespondenten, d. h. die gan^e Curve F(x'7^)ii«ow 
Jeder dagegen nicht auf der Curve f(xy) sss e eed nicht im Ubendliehen Kegende PnncI 



X -— y 

Y ^gg A ^^^ primitiven Figur bat in der analogen Hgur keinen einzigen Punct zum Corre* 

spondeMen , nasser den Im Unendliehen liegenden und angieich auf der Omrve WO^f) s ^ 
sich befindenden Puncten , d. h. ausser den Spitzen der der Curve VCxfy') s= o ang e ii d rifda 
asymplonisoben Zweigei Umgekehrt ist jeder mdit im UnendBehett liegende Penot dii# ana- 
tagen Figur, i^nn er sieh ittfUltg im Umfiuig der Cerve F(xyi =s e befindet ^ d^ Gdrse# 
spenden! der ganzen Ctarve fcxy) ma o« Wenn er sieh ddgegen niekt auf der Cdnre tintff) fea# 
beindet, ist^nerderCftirrespendenlderSpitacn der nsrmpteSsehen Zweige dar GuTveficxri^nde» 
Miltebl der Oeemetrie des Raumes werden die BigeneohaMn enstaver jelaigen Verwende 
l€haas«-Art erlMert, wenn man t wie oben , S nicht pahdiele Ebenen xy und xV isid einani 
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Piinct annimmt Man stelle sich non den festen Punct als uncndlicb entfernt, nnd zwar «of 
der Spitze des gemeinschaftlichen Durchschnitts der beiden Ebenen liegend vor : dann hat j&. 
der in dieser Durchscbnitts-Geraden liegende Ponct der einen oder der anderen Ebene diese 
ganze Gerade zum Correspondenten, da ein solcher Punct der primitiven Ebene mit dem fe. 
sten Puncte durch eben diese Gerade verbunden wird, die Gerade aber ganz auf der anden 
Ebene liegt und daher mit allen ihren Puncten diese Ebene trifft. Jeder dagegen nicht in 
dieser Durchschnitts- Geraden liegende Punct einer von beiden Ebenen wird mit dem festen 
Puncto durch eine der anderen Ebene parallele Gerade verbunden , und hat daher den db- 
endlich entfernten Durchschnitts-Punct dieser Ebene mit der ihr parallelen Geraden zam Cor- 
respondenten. Nimmt man jetzt die Coordinaten - Axen so auf den Ebenen liegend an, dass 
die Axe YOY' im Durchschnitt beidar Ebenen liegt , so hat die Verwandtschaß in uoserem 

Beispiele zum analytischen Ausdruck ^ ~ t während sie bei einer anderen Lage derCoor- 

dinaten-Axen einen Ausdruck von der allgemeineren in $. 169 betrachteten Form 

Ax+By+1 = o Cx'+Dy'+l = o 

enthält. 

$. 23. Jede Verwandtschaft endlich von der speciellen Art 

F(xyx'yO = b l^Cxyx'y') = c 

scheint zwar beim ersten Anblick, da zwischen ihren beiden Gleichungen ein scheinbarer 
Widerspruch stattfindet, eine solche zu sein, welche unmöglich zwischen 2 reellen Figoren 
stattfinden kann. Da wir indessen unsere Verwandtschaft auch in folgender Form 

a = F(xyx'yO = o 

schreiben und die erstere Gleichung uns rnch als 

a = oxf(xyx'y') oder f(xyx'yO = » 
vorstellen können^ so ersehen wir, dass das Verwandtschahs- Netz bei unserer jetzigen Specialisi- 
nng nur solche Elemente des Systems xyx'y' enthält, bei welchen i oder > 1 der 4 Coordinaten 
den Werth oo hat; d. h. die mit einander nach unserer jetzigen Verwandtschaft correspon- 
direnden Puncten-Paare sind solche, bei denen stets beide Puncte, oder wenigstens einer ▼oi 
beiden, sich unendlich vom Goordinaten-Puncte entfernt haben« 

Ein Beispiel unserer jetzigen Verwandtschafts -Art ist die in $. 172 betrachtete Ver- 
wandtschaft 

ax+by+cx'+dy' = j ax+by-f-cx^+dy' = k 

Unserer Fall ist analog mit der Specialisirung einer im Räume befindlichen Carve, bei welche 
die die Curve durch ihren gegenseitigen Durchschnitt erzengenden Flächen die Form 

FCxyz) = b i^(xyz) = c 

annehmen, sodass die ganze Curve sich unendlich von den Coordinaten-Axen entf^it. 
§. 24. Der Umstand, dass eine Verwandtschaft ' 

nach $. 7 mit einer Fläche darin übereinstimmt , dass beide ein Netz von Elementen darstel- 
len, gibt uns Veranlassung, folgende Eigenschaft der Flächen auf die Verwandtschaften la 
Verträgen. 

Ist uns eine bestimmte Fläche f(xyi) = o gegeben, so können wir, nach Auswahl ei- 
ner beliebigen Function ^, die unendlich vielen, aus der allmähligen Zunahme der Unbestimm- 
len G hervorgehenden Flächen ^(xyzC) ss o die gegebene Fläche schneiden lassen. Wir 
erhalten so eine Reihe ron unendlich vielen , einander unendlich nahe liegenden , anf der 
Fliehe f(xyz) =s o befindlichen Curven doppelter Krämmung. Und wenn wir die zwischen 
& ittccessiven Curven enthaltenen jedesmaligen Streifen einander anreihen, werden io die od' 
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Pancle der gegebenen Fläche in oo^ Grappea von je oo« Pnncten xeriheilt, deren jede die 
unmittelbare Umgebang einer gewissen Gnrve doppelter Krfimmnng ^^^L^^ ^ darstellt 

So auch können wir den beiden Gleichangen eines gegebenen Yerwandtschafls-NetKes 

f(5j7a'iO = Fßj7a'T0 = o 

eine Reihe von jedesmaligen dritten Gleichungen hinznfOgen , welche beim allmähligen Zit- 
wachs der Unbestimmten C ans dem unbestimmten Ausdruck OQria^t^C) = o heryorgehen. 
Wir erhalten so eine Reihe von unendlich vielen Ketten 

fßiyo'r') = FGj7a'T0 = OQtjo^T^C) ss o 

welche wir aber, wenn wir 2 der iCoordinaten successive eliminiren, auch betrachten kön- 
nen als 

f'ß^C) » F'CaVC) = O'^jya'i'C) = o 

d. h. wir erhalten alsdann eine Reihe von unendlich vielen primitiven Curven VC^C) as o, 
deren jede mit einer Curve der analogen Reihe V^^'j'C} =s o nach unserer Verwandtschaft, 
und zwar nach der jedesmaligen einfacheren Weise <I>'(S^a'T'C) = o correspondirt Nun 
können wir aber diese Ketten benutzen, um die od^ Elemente des Yerwandtschafls-Netzes in 
OD^ Gruppen von je od^ Elementen zu zertheilen, dadurch , dass wir die zwischen 2 succes. 
siven Ketten jedesmal enthaltenen unendlich viden Elemente zu einer Gruppe vereinigen, und 
diese Gruppen alsdann einander anreihen. Es wird so die Verwandtschaft, welche nach den 

beiden gegebenen Gleichungen J'^ ^^ ~ zwischen den oo^ Funden oder Elementen der 

ganzen Ebene Ij; und zwischen der ganzen Ebene oh^ stattfand , in verschiedene speciellere 
Verwandtschaften getheilt, wodurch gewisse Streifen dieser beiden Ebenen mit einander ver- 
bunden sind. Denn derjenige Theil unserer Ebene, welcher zwischen irgend 2 einander un- 
endlich nahe liegenden Curven fC^i^Ci) = o und t'Qf]C2') == o enthalten ist, correspon- 
dirt alsdann mit den Puncten oder Elementen, welche den zwischen den jedesmaligen 2 
analogen Curven F'(0^r'C|) = o und F'Ca'f'C^) = o enthaltenen Streifen darstellen; und 
zwar correspondiren diese beiden Streifen nicht nur im Allgemeinen nach der gegebenen 

Terwandtschaft Jz^^\\ *^ , sondern insbesondere auch noch in. einer einfacherMi Weise« 

deren Einfachheit das Mittel hält zwischen der durch die Gleichung O^d^a^t'Ci} = o an- 
gedeuteten Einfachheit und zwischen derjenigen, welche aus der Gleichung O'Q^a^r'Cj) = o 
hervorgeht. 

$• 25. Da nun, wenn auch die Functionen f und F gegebene und bestimmte sind, die 
Specialisirungs-Function O dennoch beliebig ausgewählt werden darf, so gibt es ersichtlich 
unendlich viele verschiedene Arten, um eine gegebene Fläche in Streifen doppelter Krümmung 
oder um eine 2 Ebenen verbindende Verwandtschaft in speciellere, zwischen Streifen statt- 
findende, Verwandtschaften zu theilen. Es sei z. B. die gegebene Verwandtschaft die Colli- 
neation mit coUineärer Lage 



dx+ey+1 ^ dx+ey+l 

Wählen wir alsdann für die Specialisirungs-GIeichung (I>(xyxYC) = o unmittelbar eine 
Gleichung von der Form F^Cx^C) = o, und zwar folgende 

dx'+ey' = C : Jt 

wodurch die verschiedenen in der analogen Figur mit der Cöllineations-Axe dx^^- ey'+ 1 — a = o 
parallelen Geraden angezeigt werden. Wegen dieser speciellen Form der Function F' ist die 
Function f' im jetzigen Fall voii der Function F' nur durch die Unbestimmte C verschieden, 
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du die Gleichung f (zyC) = o eine Gleichung von 4er Form F^(xyCO ;» o wird , ond zwar 
folgende : 

Jeder Streifen also> welcher zwischoi 2 beliebigen der CoUineations - Axe parallden 
primiUven Geraden enthalten ist^ correspondirt nach unserer Verwandtschaft mit ^nem der 
CoUineations-Axe gleichfalls parallelen analogen Streifen« Ist z. B. der primitive Streifen die 
unmittelbare Umgebung der CoUineations-Axe selbst, so stellt auch der analoge Streifen die 
unmittelbare Umgebung der nämlichen Geraden dar* Wenn dagegen der primitive oder ana- 
loge Streifen sich unendlich entfernt» geht der analoge oder primitive Streifen in die unmittel- 
bare Umgebung der Gegen-Axe dx^+ey' — a = oder der Gegen- Axe dx+ey+1 =0 über. 

Bei der nämlichen GoUineation aber hätten wir als specialisirende Gleichung auch 
folgende 

y = Cx 
nehmen können, in . welchem FalU die Functionen P und F' von einander gar nichts auch 
nicht in Beaug auf die Unbestimmte C, verschieden sein würden^ da ersichtlich eine beliebige 
durch den Coordinaten-Ponct gehende Gerade y = Cx beim Uebergang zu der ihr nach 
unserer GoUineation analogen Geraden 

y' = Cx' 
ihren Ort unverändert beibehälL Die zwischen allen Puncten einer beliebigen primitiven und allen 
Funden einer analögen Figur nach der gegebenen GoUineation is^altfindende Cortespendena 
wurde sich in dieser Weise theilen in die spedelleren Correspondenzen, wodurch jeder zwi- 
sehen 2 beliebigen primitiven Geraden y =3 C^xz und y s=r C2XX enthaltene unendlich 
grosse Sector ^ in sofern er als ein Ganzes betrachtet wird , sich nicht ändert beim Ueber- 
g)ang zur analogen Figur, da der primitive Sector von dem im nämlichen Räume enthaltenen 
analogen Sector nur durch den innerhalb dieser Sectoren stattgefundenen Puncten -Umtausch 
verschieden ist 

Bei der nämlichen Verwandtschaft können wir endlich drittens auch eine solche Spe. 
cialisirungs-Gleichung <Z>(xyx^y^C) e=s auswählen, dass die Gleichungen F'(x'y^C) = und 
fyrfC) SS o folgende Form 

(d^+e») (x»+yO = (dx+ey+1) ^P+ 1—2^ 

^nehmen« Wir erhalten in dieser Weise die primitive Ebene xy zertheUt durch eine Gruppe 
von. Kreisen» deren Centra sich in den verschiedenen Puncten der Geraden dy— ex = be- 
finden j, während ebenso die analoge Ebene x'y' in Streifen getheilt ist durch Kreise ^ deren 
Centra in der nämlichen Geraden dy'— ex' = liegen. Es correspondirt nun bei der ge- 
gebenen Verwandtschaft nicht nur jeder Kreis der ersteren G^ppe nach $. 142 mit einem 
Kreise, welcher zur zweiten Gruppe gehört, sondern auch jeder zwischen irgend 2 Kreisen 
der primitiven Gruppe enthaltene Streifen correspondirt mil dem zwischen den 2 analogen 
Kreisen enthaltenen Streifen. Und zwar ist die in die Natur der gegebenen GoUineation, 
insofern sie nur auf ein solches Streifen.Paar bezogen wird, hineingebrachte Vereinfachung nach 
^ >--S»218 diese» ilass alle Theile des primitiven Streifens eine Umformung vom nämlichen Um* 
fange erleiden. Auch bei dieser Wahl dar Specialisirungs -Gleichung bleibt also die Verein* 
Cftflhuii^jt welche in den allgemeinen Eigenschaften der gegebenen Collineation in Bezug anf 
ü^nd eia specieUes StreUen-Paar stattfindet, constant für alle Puncten -Paare des nämCchett 
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Streifen-Paares; sie ändert sieh dagegen beim Uebergang znm nächsten Streifen-Paare. Wenn 
2. B. der primitive nnd daher auch der analoge Streifen die unmittelbare Umgebung des ge* 

meinschaftlichen CoIIineations- Centrums darstellen, findet nach €. 261 gar keine Um- 

y = *» o 

formung der primitiven Figur statt, sodass die Collineation sich in Bezug auf dieses Streifen- 
Paär auf eine blosse Yergrösserung reducirt Wenn aber die Kreise allmählig grösser 
werden, nimmt die Umformungs-Starke allmählig zu, bis sie endlich nach $. 244 eine unend« 
liehe Umformung wird , wenn der primitive oder analoge Kreis ganz im Unendlichen liegt 
und daher der analogä oder primitive Kreis sich auf die Gegen«Axe dz'+ey'— a ss: o oder 
auf die Gegen- Axe dx+ey+1 = o reducirt. 

g. 26. Jede Fläche, jede Verwandtschaft , und überhaupt jedes Nets Usst sich in 2 
verschiedenen Weisen hervorgebracht denken: entweder dadurch > dass wir das Blement dea 
benutzten Coordinaten-Systems durch eine in zweifacher Hinsicht freie Bewegung das ganze 
Metz beschreiben lassen, oder aber so, dass wir das Netz nach $. 24 durch das Aneinander- 
reihen unendlich vieler Ketten entstehen lassen, und zwar derjenigen unendlich vielen Ketten» 
welche, bei der allmähligen Veränderung der einen Unbestimmten C, durch die in einer 
einzigen Hinsicht freie Veränderung einer gewissen erzeugenden Kette hervortreten. 

Die letztere Entstehungs-Webe eines Verwandtschafts -Netzes können wir uns mittelst 
der beschreibenden Geometrie verdeutlichen, wenn wir die in der Ebene XY befindliche Ho« 
rizontal - Projection V'txy) = o und die in der Ebene XZ befindliche Vertical - Projection 
;|r(xz) s= einer beliebigen Curve doppelter Krümmung durch Umwendung der einen Ebene 
auf 2 in der Ebene XT befindliche Curven V^(xy) = o und ;((xY) =3 o reduciren, welche 
aber alsdann, da jedes Puncten-Paar die beiden Projectionen eines uud desselben Fünctes des 
Raumes darstellen soll, durch die Gleichung nf s= x mit einander veril>undea sein sollen. 

Wenn nun die Curve doppelter Krümmung ^y^^ ~ sich fortbewegt und verändert und 
80 die Erzeugende ist, welche die verschiedenen Theile einer Fläche f(xyz) s=: o be- 
schreibt, so ist gleichzeitig das Curven.Paar V/'*?^^™ die erzeugende Kette eines Ver- 



x' =3 X 



wandtschafts - Netzes „^ . ^ Und zwar können wir diese Verwandtschaft , je nach 

F(xyx'yO = o 

der verschiedenen Wahl des Curven - Paares *^ vl ^^ » 1" unendlich vielen verschie- 

denen Weisen hervorbringen, da jedes Verwandtschafts -Nets nai^h S^ 25, je nach der ver-^ 
schiedenen Wahl der Specialisirungs^Function O, in unendlich vielen vervchiedenea WeiseQ 
dnrch eine Reihe von Ketten getheili werden kann« 

$. 27. Auch die andere Batstehmqfs- Weise einer Verwandtschaft, d. h. die noiitteist 
der zweifachen Bewegung oder Veränderung eines Etementes, lässt siph ia verschiedener 
Weise verdeutlichen durch verschiedene Vorslelhugs •* Weisen des Slenentiis« So ist z. B. 

bei einer Verwandtschaft „^^^/? '^ ^ das Element des Systems xyxy nach $. 2 der 
Complex eines Punctes C oder _ ^ des primitiven- Systems xy und eines Ponctes C oder 

^ des analogen Systems xy. Zur Andeutung des nwisehen diesen beiden Puncten 

stattfindenden Zusammenhangs wollen wir sie durch eine Gerade CC veremigen, wetcfter 
Geraden wir zur weiteren Verdeutlichung noeh einen Stock rs und zwei Sahne GP nnd G^ 
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einfSgen wollen. Die so erhaltene Gabel (fig. 2) stellt alsdann das Element dar, welckea; 
wenn es durch eine in s befindliche Hand nach zwei Richtungen gleichzeitig über eine 
Ebene fortbewegt wird, durch die verschiedenen in dieser Ebene hinterlassenen Eindrücke 

ihrer Zihne PP^ die verschiedenen Poncten - Paare der Verwandtschaft „^ : i^ be- 

F(xpc'yO = 

schreibt Es ist aber zu bemerken, dass wir uns diese Gabel , wenn nicht zufälligerweise 
die Verwandtschaft sich von der allgemeinen angegebenen Form zur speciellen Form 

(x'— x)2+(y'— y)« = a^ FCxyx'yO = o 

specialisirt hätte , nicht aus Holz oder aus irgend einer anderen soliden Materie angeferligi 
denken müssen, sondern aus Gutta Percha oder aus irgend einer anderen Materie, deren Ela- 
sticität jene Aenderung der Grösse und Form der Gabel zulässt, welche diese Gabel, soll ihre 
Fortbewegung uns eine klare Vorstellung der Verwandtschaft geben, erleiden muss. 

S. 28. Hätte jedoch unsere Verwandtschaft die specielle Form 

flCxyx'yO 3 f'(x j«,x',y'«) == o F(xyxy) = F'Cx,y»p[',y'0 = o 

so würde es in vielen Fällen besser sein, die Verwandtschaft als 

zu betrachten. Solch ein Verwandtschafls-'Netz nun wird hervorgebracht, wenn wir das Ele* 
ment des Systems Xf* d. h. zwei in Bezug auf die Axe XOX' symmetrisch liegende Puncte C 

und c oder ^ und ^ zu einer Gabel vereinigen, und die so erhaltene Gabd 

CcPp alsdann mit einer, das Element ^ ^ d. h. das Puncten.Paar C'c' darstellenden, 

zweiten Gabel G^cT'p^ vereinigen zu einer dritten Gabel (fig. 3), welche die vorigen kleineren 
Gabeln zu ihren beiden Zähnen hat. Ueberhaupt ist es bei irgend einer Verwandtschaft 
höheren Grades im Allgemeinen J)esser , letztere Vorstellung anzuwenden , wobei wir unserer 
das Netz beschreibenden Gabel, statt 2 Zähne, 2 partielle Gabeln mit verschiedenen Zähnea 
geben , da bei einer solchen Verwandtschaft jeder primitive oder analoge Punct im AUge* 
qieinen mit mehreren analogen oder primitiven Puncten correspondirt. 

S. 29. Eine andere Art, um ein Verwandtschafts-Netz „Z^^J? ^^ ^ mittelst der zwie- 

FCxyx'yO = o 

fachen Bewegung eines Elementes des Systems xyx^y' zu beschreiben, ist diese, dass wir die 

primitive Ebene xy mit der analogen Ebene xY nicht mehr, wie im Vorigen, coincidirend 

uns denken, sondern uns diese Ebenen mit Steiner (Systematische Entwickelungen, etc. •• 

1832. pag. 254) als einander im Räume schneidend uns vorstellen. Lassen wir alsdann ir- 

gend eine Gerade nach irgend einem Gesetze sich im Räume fortbewegen und betrachten wir 

das jedesmalige Puncten-Paar G und C^ c und c' etc., worin diese Gerade das Ebenen-Paar 

trifft, als die einander entsprechenden Puncte der beiden Ebenen, so ist diese veränderliche 

Gerade diejenige, welche nach unserer Vorigen Vorstellungsweise der die Zähne C und Cf 

▼ereinigende Arm unserer Gabel war. Soll indessen unsere jetzige Vorstellungsweise sich 

nicht nur für die Verwandtschaften der einfachen Form 

X' = «yi^yj^c _ fx4-gy-fh 

3x+ey4-l ^ jx+ky+l 

sondern überhaupt fQr die allgemeine Verwandtschaft 

fin(xyx'yO = FnCxyx'yO = o 

«ignen, so müssen wir, statt der veränderlichen Gerade, eine in Form, Grösse und Lage ver- 
änderliche Curve doppelter Krümmung nehmen , welche jede Ebene in einer unendlichoi 
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Anzahl von m^^n reellen oder iroaginiren Poncten darchschneidet ; wobei alsdann die Form^ 
Grösse nnd Lsge dieser Cnrve, und das Gesetz, nach welchem sie sich verSndert und forU 
bewegt, die Art der Functionen f und F, d. h. die Natur unserer Verwandtschaft bestimmt. 

S. 30. Zu einer gehörigen Untersuchung der Theorie der geometrischen Verwandtschaf» 
ten ist allerdings eine bestimmte Classification derselben erforderlich. Wir können hiem 
den Grad der sie ausdrückenden Gleichungen benutzen, gleichwie eine Curve von einfacher 
Krümmung, jenachdem ihre Gleichung faCxy) = o oder fnCXY) = o oder tnQ^} = o vom 
n^ Grade ist, eine Curve der n^ Ordnung oder der nten Classe oder überhaupt eine Kette 
des n^^ Grades genannt wird. Beim Uebergang jedoch zu den Curven doppelter Krümmung^ 
oder zu den Verwandtschaften genügt nicht mehr, wie im vorigen Falle, ein einziger Name 
zur Andeutung des Grades einer solchen Curve oder Verwandtschaft, da hier 2 Gleichungen 
gleichzeitig in Betracht kommen, sodass z. E die Benennung Verwandtschaft des 4f^ 
Grades sowohl die Verwandtschaften von der Art 

f^djya'iO = o F,($7cf'tO = o 

als auch die, eine andere Natur habenden, Verwandtschaften von der Art 

f,C?i7a'fO = o F^ß^a'rO = 

andeuten würde. Nur in dem speciellen Falle, dass die beiden Graden m und n der die 
Verwandtschaft ausdrückenden beiden Gleichungen coincidiren, können wir, mittelst eines ein^ 
zigen Namens, solch eine Verwandtschaft 

f«(&7<j'rO = Fnßjyo'fO = o 

eine Verwandtschaft des n^«» Grades nennen.^ 

$.31. Doch auch so noch ist der Begriff des durch diesen Namen Angedeuteten nicht 
ganz bestimmt: Erstens nämlich könnten wir mit Magnus (Sammlung von Aufgaben Vol. IL 
pag. 417 Note) unter Verwandtschaft des n^n Grades eine solche verstehen, wobei 
jede der sie darstellenden Gleichungen in Bezug auf die beiden ersteren Coordinaten $ und f^^ 
sowie auch in Bezug auf die beiden anderen Coordinaten o^ und t^ vom n^^ Grade ist; 
wobei aber die Coordinaten t und 17 mit a^ und auch mit r' multiplicirt werden dürfen , so- 
dass jede der beiden Gleichungen in Besug auf die Coordinaten $ und a^ , oder auch in Be-^ 
zug auf S und t', etc. im Allgemeinen eine Gleichung des (2n)t» Grades darstellt. Die all- 
gemeine Verwandtschaft des n^ Grades wäre alsdann characterisirt durch die Eigenschaft 
dass jedes Element des Systems IS^ oder oV im Allgemeinen mit nxn Elementen des Systems 
oV oder l^ti correspondirt. So wäre z. B. die allgemeine Verwandtschaft des 1*^ Grades 
die von der Form 

(a5+bi;+c)5'+(dg+e^+f)J7'+(g5+hj7+l) = 
(Ag+Bj7+C}p+(D5+Ej7+F)j/+(G5+Hj7+1) « 
Dann aber können wir zweitens die bei den Curven übliche Terminologie unverändert auT 
die Verwandtschaften übertragen und unter Verwandtschaft des n^» Grades eine 
solche Verwandtschaft 

verstehen, wobei jede der beiden Functionen f und F in Bezug auf alle 4 Coordinaten litja^t* 
vom <» Grade ist. Diese Verwandtschaft hat alsdann, so lange sie die vollständige des 
n^ Grades ist, swar noch immer die so eben erwähnte Eigenschaft, dass 1 Element des 
Systems S17 oder oV im Allgemeinen mit nxn Elementen des Systems a^t' oder Itj corre- 
spondirt; indessen ist die Anzahl der gegenseitig cörrespondirenden Elemente alsdann nicht 
mehr, wie nach der vorigen Terminologie, eine characteristische Eigenschaft des Grades der 
Verwandtschaft, da eine Verwandtschaft des nt» Grades sich jetzt, bevor sie sich auf den 
n— 1^ Grad redncirt, so specialisiren lässt, dass 1 Element des Systems £17 oder aV mit <nxii 
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^menten des anderen Systems correspondirt Letztere Tenninologie scheint mir in analy« 
tiscber Hinsicht geeigneter als die vorige, da es ersichtlich Verwirrnng bringen wflrde, 
wollte man die gleichseitige Hyperbel axy+bx+cy-hl ■■ o die allgemeine Corve des !•>» 
Grades nennen. Und so habe ich denn auch diese letztere Terminologie in dieser Schrift 
angewendet nnd z. B. im System xyx^ anter der allgemeinen Verwandtschaft des 
l«icii Grades folgende 

ax+by+cx'+dy'+l = o ex+fy+gx'+hy'+l =s o 

verstanden. Hierdurch soll indessen keineswegs behauptet werden^ dass die Magnus' sehe 
Terminologie sich nicht eignen sollte, um, bei ausführlicher Untersuchung der Theorie 
der Verwandtschaften , neben des Verfassers Terminologie gleichzeitig zur Classification der 
Verwandtschaften angewendet zu werden, wenn man nur beide Terminologieen durch be- 
sondere Namen von einander gehörig unterscheidet 

$. 32. Die Tollstandige Verwandtschaft des n^ Grades ist also eine solche, wobei 
jede von den sie ausdrückenden Gleichungen 

fnßjya'iO = a+b|+CJ7 + d<j'+er'+gg2+hiy«+ja'=*+kf'*4-l?i7+ni5a'+pgr'-H . . . . = o 

^ ^ , ^^ \. J verschiedene Glieder, und daher, wenn wir alle Glieder durch 

1x2x8x4 * ' 

den Coefficienten eines beliebigen Gliedes theilen, ^ — —^ — j^ ^ —1 verschie- 

^ 1x2x3x4 

dene Unbestimmte enthält. Von dieser ganzen Anzahl der im unmittelbar gegebenen Aus- 
druck unserer Verwandtschaft 

vorkommenden Cn-f l)(n-f )(«>+ X"+ ) _2 Unbestimmten lassen sich nun aber noch 2 

3x4 

zum Verschwinden bringen, da wir die gegebene Verwandtschaft nach $.11 ohne Verringe- 
mag ihrer Aligemeinheit auch unter der Form 

fn(?J7a'T0 + C X F„(5jftf'rO = fnCjjyo'f + C'x F„Öjy<T'f = o 

uns dmken können» Und von den übrigen Unbestimmten können wir alsdann naoh $• 19, 
so lange es bloss auf die gegenseitige Beziehung der Formen der Figuren ankommt, noch 
8 hinwegschaffen. 

§. 33. Da eine Aenderung der Coordinaten-Pnncte A ond B, d. h. eine Aendenmgr 
der Lage und Grösse einer Figur , im Coordinaten«System zy bekanntlich dadurch angeseigt 
wird^ dass wir die Coordinaten x und y durch die linearen Functionen 

ax+by+o und — bx+ay+h 

dieser Coordinaten ersetzen , so folgt, dass eine im S^tem xy ansgedrAckte dielementische 
Verwandtschaft n^» Grades 

fii(xyxy) == FnCxya'yO = o 

zugleich eine homoelementische Verwandtschaft n^*^ Grades 

f'.(xyx'yO =s F'„(xyx^O = o 

darstdlt. Bitten wir dagegen die dielementischett Verwandtsohafien m^ Grades 

f„(uva^O = f.(XTJC'FO as e f,(ÜVÜ'FO » o 

F,(uva'i)0 =t o F„(X¥X'ro » o FrfUVD^f') « o 

so mftssten, beim Uehergang znr hemoelenienlischen Forn, die CoordfaialeA n^ oder X^V^ 
oder U* V^ nach Ckior. S- 196 durch Qnolienlen gewisser lineirer FüactaotteD dar Goordinateii 
n'v^ oder X'Y^ oder U^V^ ersetzt werden, welche Quotsenten, da sie in den nnvcrindeit gefau»- 
aenen Coordinatm uv oderXY oder UV nicht vorkommen vrtrden, die gegebenen dielenenli«* 
neben Verwandtschaften n^«» Grades auf homoelementische Verwandtschaften des (9d)^ Grades 
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P^„(uvuV) = P^«(XTXOrO s f"",o(üVü'VO = 

redociren würden. 

S. 34. Bd sind ferner dfe Coordib&ten-Stysteme xy, XT, n^, UV naoh Goor. $. It mtt 
den Systemen nv^ UV, xy, XY durch 9 sdcher Uebergangs- Formeln verbunden, deren jede 
aus einem Quotienten zweier linearer Fnactlonen mit gemeinschaftlichem Nenner besteht, so- 
dass die Gleichung n^«» Grades 

. f^(xy) =5c ö^ föCXY) :^ ti(uv) = f^CUV) = o 

zugleich oAie Gleichung n^^ Grades 

p„(uv) = f"»(ÜV) ä: o . f "„(xy) == f "'„(XY) = o 

darstellt) da diese 8 Curven je 2 nnd S.collineir verwandt sind. Man möchte geneigt sein, 
hieraus zu schtiessen, dass auch eine im S^ystem xy oder XY oder uv oder UV ausgedrückte 
Verwandtschaft n^^ Grades z. 6. 

foCütii'vO = ö . . FttCüvüV) = 4> 
wenn sie mittelst des Systems uv odör UV oder xy oder XY ausgedrückt Wird, eine neue 
Verwandtschaft n^«>» Grades 

f nCxyx'y') = F'n(xyx'yO — o 

etc. darstellt. In der Wirklichkeit Jedoch steigt der neue Ausdruck der jedesmaligen Ver-* 
wasdisohftft auf den (fin)^ Grad^ da der in den beiden Uebergangs-Fonneln 

l+x' , 1— X' 

u' 5 ^^ v' s — j^ 

y# y/ 

irorkomtoendd I^nner y^ zwar diesen beiden Formeln gemeinschaftlioh ist, jedoch verschiedea 

voll dem in den beiden anderen Uebergangs^-Formeln 

i+x ' 1— X 
tt s V s 

y y 

vorkommenden Nenner y , sodass die gegebene Verwandtschaft n^^ Grades , nachdem sie im 
System xyx'y' ausgedrückt und mit den Nennern y» und y''' multlplicirt ist, eine Verwandt. 
Mhaft des C2n)<«» Grades 

f'anCxyJt'yO = F'.nCxyx'y') = o 

darstellt. So wird z. B« die allg«meiae Affinität, wenngleich sie im System xy die allgemeine 
Verwandtschaft des l«^" Grades 

X' = Ax+By+C y' = Dx+Ey+G 

darstellt, im System uv nach Coor. $. 196 durch eine Verwandtschaft i^ Chnrdes ansg^drOÄl 
Und auch im System XY oder UV stellt die allgemeine Verwandtschaft nao&Coor.S. 190 eiM 
VerwandtKbaft 2t« G^det dar. 

$. 35. Die vollständige Gleichung des n*^ Grades zwischen 4 Veränderlichen 
fnÖi^^'rO 3 [ag«»+b«7°+ii<T^+dr'»+e£n-»i7+gJ»-*V-^b8»'-V+j^-^fl''4-kj;^^^ 

lässt sich, wenn wir Alles durch i^ theilto, auf eine SnmiM von ii-fl GHedem 



D+<ir+ ICil+C ][f3 
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reduciren, welche die verschiedeBen ExipoMnten VM - successive zum Factor haben. Neh- 

i 

men wir nun in der primitiven Figur eüi beliebiges Element, dessen Coordinaten-Werthe un- 
endlich gross seien, und suchen wir dasjenige Blemenl der analogen Figur, welches mit dii 
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Sem primitiven Elemente S = QO]7s=sQo^s=a nach der allgemeinen Verwandtschaft nt« 
Grades v^V^^slrk Z! correspondire. Durch die Stellang $ s= oo verschwinden alsdann die 

B letzteren von den n+1 Gliedern der Gleichung -^^^ — - = o, und diese Gleichung reducirt 
sich daher auf 

+ ra+ea+ . . . ba»]| =s o 

sodass wir die Werthe der beiden Coordinaten a^ und t' des gesuchten analogen Elementes 
erlangen durch zwei vollständige Gleichungen des n^^^ Grades 

Bwischen d^n 2 Grössen j und -, welches Gleichungen-Paar uns für diese beiden Qaotienten 
im Allgemeinen ein System von nxn verschiedenen endlichen (reellen oder imaginären) 
Werthen gibt. Hätte das primitive Element die specielle Form S=ao i; — üd ~ = o, so würde 

i 

auch dann noch unsere Argumentation unverändert fortbestehen, da alsdann in der Gleichung 

Ca' t'\ 
-s-, -1 =s zwar die Grössen j, b, e, etc. • . . sich alle auf o reduciren, die CoS/ficf* 

enten jedoch A, B, C, D, etc. dieser Gleichungen noch ganz allgemein bleiben würden. Und 

mach dann, wenn das primitive Element die Form S=3cqo 7 = 00 g e=s 00 hätte , wärde 

5 

dennoch , wenn wir dieses Element als^/sooSsco^ss betrachteten und die 

V 

— , - j = und V^'J — , - ) = o suchten , unsere Argumentation noch 

immer gelten. Endlich dürfen wir auch, da die gegebene Verwandtschaft in Bezug auf 
die Coordinaten-Paare Xti und a't* symmetrisch war, in unserer Argumentation die Coordi- 
naten $fa'T' durdk 0*%%^ ersetzen. 

Wir erkennen hieraus, dass jedes primitive oder analoge Element von der Form 

oder , ^ ^ nach der vollständigen Verwandtschaft des n*«* Grades J\T^^, ^ mitnxn 
t' = 00 ^ Fb(5j!^'tO=o 

analogen oder primitiven Elementen von der Form oder correspondiri. 

Hieraus folgt weiter, wenn wir unsere dielementische Verwandtschaft zu einer homoelemen« 
tischen and unsere allgemeinen Coordinaten Ifi zu Parallelcoordinaten xy specialisiren , dass 
derjenige Pnnct oder überhaupt -diejenigen nxn (reellen oder imaginären) analogen oder pri- 
mitiven Puncto, welche nach der allgemeinen Affinität oder überhaupt nach der allge- 
meinen Verwandtschaft n^*«^ Grades p'^^^22 ^ ^ A»i* einem beliebigen primitiven oder 

analogen Puncto correspondiren , so' lange letzterer Punct von den Coordinaten - Axen 
endlich entfernt bleibt, auch selbst im Allgemeinen in endlicher Entfernung sich befin- 
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den, wenn aber der gegebene .Punct sieh onendiich entfernt, aueh selbst sieb unendlich 
vom Coovdinaten-Pnnote eatfornen. Wenn wir aber, statt der Coordinaten x und y; 
die Coordinaten X und Y nehmen , so erkennen wir , dass jede den Co<Milinalen ^ PoncI Ö 

durchstreichende primitive oder analoge Gerade nach der VerWandt^chaA WXYX'TOso 

Pn(XYX'Y')=0 

flo Itfige diese Verwandtschaft eine voUstfindige des n^» Grades ist, mit nxn (reellen oder 
imaginären) den nämlichen Pnnct durchstreichenden analogen oder primitiven Geraden corre^ 
apoudirt 

§. 36. Die mit einander nach einer algebraischen Verwaodtaehaft i 

f»(xyx'y') = FnCxyx'yO = o 

eorrespondirenden Puncten«>Paare haben nach dem Vorigen, so lange f und P Tollstäadige 
Functionen des n*«* Grades bedeuten, die eine oder andere von folgenden beiden Formen 

y = /»y'Ä/J' y=:Qoy'ÄQo 

wenngleich sich unter den Pnncten^Paaren von letzterer Form im Allgemeinen auch eine end- 

liebe Anxahl befinden wird von der speciellen Form 

x = a y = oo x'äoo y^ssQD > 

oder überhaupt von solcher Form, dass 1 von den 4 Coordinaten xyxy einen endlichen, die 

3 übrigen unendliche Werthe haben. Dagegen wird unser Verwandtschafts-Netz, so lange 

die Functionen f und F allgemein sind, keine Elemente von der Form , f 

X =s « x' = 00 . X = 00 x' CS a' 

/> i öder . ^, 

y = /Jy'=roo y = « y' = jS' 

haben, Uätten wir indessen eine Verwandtschaft des nt«n z. B« des 2^ Grades, welche nicU 
die vollständige Verwandtschaft dieses n^» oder 2^«« Grades , 

ax2+by2-j.cx'2+dy'2+exy+gxx'+hxy'+jyx'+kyy'+k'y'+mx+ny+px'+qy'+r = o 
Ax«+By2+Cx'HDy'2+Exy+Gxx'+Hry'+Jyx'4.Kyy'+Lxy+Mx+Ny+Px'+0^ ss o ^ 
wäre, sondern deren Coeificienten a, A, b, B • • • etc. gewissen Specialisimngen unterworfen 
wären, so könnte es sich allerdings ermgnen , dass sich unter den verschiedenen , nicht im 
Unendlichen liegenden, primitiven oder analogen Puncten eine oder überhaupt mehrere Reihea 
von 00 Puncten befänden , bei welchen die mit einem solchen Puncto nach der gegebenei|i 
Verwandtschaft eorrespondirenden analogen oder primitiven Puncto sich dennoch unendHci 
entfernt hätten, sodass alsdann das Verwandtschafts*Nets eine oder mehrere Ketten enthalte« 
würde, von welchen jedes Element eine von beiden oben angegebenen ungewAhnlichen Foiu 
men lUUle« Wenn e. B. unsere Verwandtschaft 2^ Grades den 6 Bedingungen 

C=sO d=sO IsrO CssO DssO LssO 

^eichzeitig unterworfen wäre und sich daher auf die Form , 

~ fl>aCxy> ^ ~ a>2(xy) 

reduciren liess, so würde jeder im Umfang des Kegelschnitt« ^aOHT) ^a o liegende prinutiv^ 
funcl 

x=sa. x = r j x=si. 

y = p yssd y = 5 

Mt Einern entlegen Poneie ^ 

x' = 00 y' ^: 00 T = ^ oder x' ss od y' c= oo 57=» oder ... etc. 

* X* * X' ' 

welcher sich stets im Unendlichen befände, correspondiren, sodass alsdann nsere Verwandt 
Schaft unendlich viele Elemente von der ungewöhnlichen Form 

4 



k 
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Xttso fsB/f ^taoo ffanf» 

nnHiBtteo wtede, Mter weldito Elamoiteii «idk afaidann weHer nodi efaie enilielie AbmU 
der iKH^h spidelkrea form 



-vörfintai wtrde. W4hre «nsere allgemrfne Y«rwandtscbaft 2^* Grades ausser genanotea 
SoduigwigeB cnch noifli folgenden anderen is 

asso b=50 e = o A = o Bsso Es=so 

unterworfen, sodass sfe gleiciaeitig auf die beiden Poitnen 

gebraoki werden kAanle und sich daher anf die von II a g n a s (Sammtang von Airfgabea 
ToL I pag. 230) untersnebte Verwandtschaft reducirte , so würden zn den vorhergenannteai 
Formen von Elementen noch gewisse Elemente von der Form 

XsssQO y=:oo. x'srsÄ* y'sajj' 

hinzukommen , und zwar alle diejenigen Elemente , welche dnen Punct des Kegebchnflta 
O'Cx'yO SS mit einem im Unendlichen liegenden primitiven Puncto correspondirea lieiseii* 

ft 87. A«ch Elemente von der speciellen Form 

x=so y=s=o x' = o y^ = o 
wird unsere VerwandCschaft, so lange sie die vollstftndige des 2^ oder irgend eines andere« 
DMB Grades ist, nicht haben , sondern sie wird diese erst dann bekommen , wenn gleichioi* 
tig r = und R = o ist, d. h. wenn keine der beiden Terwandtschafts-Gleichungen em 
constanles Glied bat. 2war dürfen wir nach $.11, durdh Rinzuffigung zweier Arbitrirea C 
und C'y den gegebenen Ausdruck unserer Terwandtschaft immer durch den neuen 

fn(xyxY)+C><F„(xyx^yO = o fü(xyxy)+C'xF«(xyx'yO = o 

ersetBon ud die DiAestimmte G alsdann so wühlen, dass die erstere der beiden letzten GM» 
ehmigen die verlangte Eigenschaft dos Verschwhidens des constanten Gliedes eriangt; in« 
dessen muss alsdann die andere Gleichung fn(xyx'y')+C'xPn(xyxy) = o, da die linefre 
OcMHing r+CA = nur einen Wertfa fdr C zulisst, ihr constantes Gliad hehaRen, m- 
dass unsere Verwandtschaft nur durch Hinzufflgung zweier Specialijfiningett der PuncSonon 
t vni F dio verfangte Eigenschaft erhalten wird, dass sich unter den nxn ihr nadi 
i.Ot Bekommenden Btand - Puncten 1 befindet, welcher zufMfigerweise mit dem Coordioalon- 
Pmote O oofncidift. 

S. 38. Dfo Miltii^Hcalton zweier <ile1chungen f«f $17) ^=: und Vndü = hat bekami^ 
lieh die geometrische Dedentong, dass w^ir die Curven ftJj;) = und FCSi;) =s als Zwölfe 
einer Curve des (m+n)<<B Grades f (S7) >^ F($i7) ^ o betracMen. Wenn wfr «rbenso die GM-» 
chungen einer Verwandtschaft 

Irdnaeh eine furimilfve Figur a mit einer «naiogen flgar A oorrespondiit , mit den Gtcichw a* 
gen einer zweiten , den gegenseitigen Zusammenhang der Figuren a und B darstellendem 
Terwandtschaft 

multipliciren , erhalten wir eine neue Verwandtschaft, wonach die Fig«f a sawoM mtt A db 
auch mit B corrci^pondirt. Da ind^ssen im Ausdrupk jeder Verwandtschaft 2 Gleichnngom 
Torkommen', ijft die durcli igegenseitige Hultlplicatioii der gegeiieneh Yerwandtsdiafts - Glei* 
diMgw lOrbaUMo mMo Vonriindtsoball 
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MIIMWO0B eftw sMMlebev Wtkke bot dl« beidM geyebeneD YamwniMMtm mtOM n ib^ 
ren Zweigen bitte » md welche also die Figor t nar aiü den beiden Figmrn A nnd B cok^ 
ree^eadtv» (iette, MHidern sie isl eine vierfach e, aoQh noeh üß beid<yi undefen Zweig* 
TerwandtsehaAen 

enttialtaiide Verwandtschaft; nnd sie Ussl also die primitive Fignr a gleifihaeitig mit 4 ViCiy 
cehiedenen analogen Figuren A, B, C, D, nnd na^fekebrl irgend eine analoge Figur A mit 4 
Fignfcn n» b, e« d gkichaeUg corr<Bspondiren. Hätten wir eine VinniRandticiMift gieiHtasdUt 
welche nur die beiden gegebenen Verwandtschaften enthielln, so bitten wir die^ gcfcfccütil 
Verwandtschaften vorher , mittelst Aenderung des Coordinaten-SystemSi auf eine solche Form 

tpiara^t^) = . jjf(aTa'rO = 

f(ava'z^) =s F(aTo'i') = 

bringen mflssen, wobei eine der beiden Gleichungen beiden Verwandtschaften gemeinschaft- 
lich wire ; und wir würden alsdann, durch gegenseitige Multiplication der beiden nicht iden-^ 
tischen Gleichungen, die verlangte zweifache Verwandtschaft 

V^(oto'iOxz(<'»c'tO := F(axa^i') s= 

erhalten haben. Wollen wir z. B. die Identitit 

x' = X y' = y 

mit der nach Umdrehung von 180<^ zwischen der primitiven nnd analogen Fignr stattfindenden 
Terwandtschaft 

x'+x =2 o y'+y = 

n einer neuen, zweifachen Verwsfndtschaft vereinigen, so mflsi^en wir die gegebenen Ver- 
wandtschaften vorher mittelst Potar^Coordinaten in der form 

^=' und ^V""^ 

SMdrAcken, dnd erhallen abdann Memns die veriangle Mreffiche Verwandtschaft 

r'* = r^ 9' s=s ^ 

wihrend dagegen die durch unmiltelbare Multiplication der gegebenen Verwandtschafts-GIei-* 
ehungen erhaltene Verwandtschaft 

(x'-x)x(x'+X) » . x*» -* X« 

<y'-y)x(y'+y) « '''''^ y^-y* 

eine vferfnehe Yrnrandiachalt sein wtrde^ wdnaA Jede det 4 FtgmrM 

sowohl mit sich selbst, als mit den 3 flbrigen Figmren gleichzeitig oorrespendired wtrde. 

g. 39. Wenn die beiden Zweig-Verwandtschaften efaier zwetfachen Verwandtschaft zn« 
filligerweise mit einander colnddiren, so erhalten wir eine doppelte Verwandtschaft, welche 
zwar siAeinbar eine einhche ist , in WitMlehkeit jedodi noeh stein eine zweifache Melbli^ 
80 (st n^fl. 

(x'-x+a)« sas ^ y— y ' 

eine VerwandMMhalk des 9^ Grades, wobei jeder primifivi» oder «naiege Mnet orit ^ead 
analogen oder primitiven Funden -Paare, nnd jede piHmMm' dder analogw Gerade mit eineatf 
atntugem oder primitiven Kegrfscfanitt eorvespeitfdirl. Kur hat dktfe VenNindtoehaft die 
ipeefelle Natnr, dass die beiden Puncto des genannten Punele»** Paares nn einem DoppAJ 
nmetn* znsnmmenfliDen^ mWwelb&em ter enderePinct in doppeltem Anne oorrespondirl; wih**^ 
rend anch der Kegelschnitt auf seine Asymptoten aich fednehr!, welche letztere alsdann noch 
zu einer doppelten Geraden nusammenlhllen^ sodass jede primitive Gerade oder Curve irgend 
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«sei n^ Gradci ümA natercr VenmAfolMift Imt daer tmdog^eii Gani« «der Cvre 
findet in doppolleii Siaae oorrespondiil 

S. 40. hä Allem, was wir bisher tob den Eigenschaften irgend einer TerwandUichnfl 

vntersachlen, war die geomelriache Bedentung der Coordinaten IS^jif^r^ [ansgenoMmea in d< 
jenigen Fällen, worin wir die Systeme $17 nnd a'i' in homodementischen oder sogar wa Fn-^ 
faUelcoordinaten xy und z'y' specialisirten] im Allgemeinen nnbeslimmt gelassen. Bs ist wmm 
•her za bemerken, dass die geometrische Bedentnng einer solchen Yerwandtschall eine an- 
dere wird, jeoachdem die der Coordinaten sich ändert. In Betnf[ auf diese geonaCriMlie 
Bedevtang rfnd vorzüglich 3 Fälle su unterscheiden : 

' 1) Sowohl das Element des Systems S7 als auch das von ah^ bedeutet einen oder 
mehrere Puncto, diese Systeme mögen nun homoelomentische sein, wie 1. B. bei den Ter— 
wandlschaften 

f(xyxy) =s FcxyxY) = 

oder didementische, wie s. B. bei 

fi^^tf") = . f(xyu'vO = o 

Fcxyx'yO = P(xyu'vO = 

oder sogar digenetische, wie z. B. bei 

f(xyXV) = F(xyXVj = 

2) Das Element von S/7 bedeutet einen oder mehrere Pnncte , das von a^t^ dagegea 
eine Gerade oder irgend eine andere Curve- Solche Verwandtschaften nun, wie z. B. 

f(xyX'YO = o CCiMX'Y') = o 

FCryX'YO = ^" Fa^X^Y') = 
sind ersichtlich immer digenetiscL 

3) Sowohl das Element von {17 als anob das von a^t^ bedeutet eine Gerade oder irgemd 
eine andere Qmre , diese SysleoM mögen mm homoelemenlische sein , wie' a* B. bei dcü 
Verwandtschaften 

ftXYxnr') 3= o FcxYxnro = o 

oder didementische, wie z. B. bei 

f(XYÜ'YO «B JcXYÜ'V) s 0, 

oder sogar dadurch digenetisch , dass das Element von > {y und das von e'r^ zwei Carves 
von verschiedener Natur andeuten, was a. B. daan stallfindea wtrde, weaa S9 das Systena 
XY wäre aad elsq eine Gerade zum Elemeale hättoi währeiid dagegea das Element von o's^ 
eine Graypt) von 2 G^iadea oder irgend eia aadeirer Kegdschaitt wäre* 
S» 4t Dass.iiaQ irgead dae Terwaadtscbaft . 

f(SiyoV>s=:o Fa^syisso 

ia diesen 3 FiUea 3 verscbiodeae.Arle^ voa gooaielrisch^r Bed^Mmg hat, erheaaea wir» 
wean wir die gegebene Verwandtschaft in der Sprache des Systems xyx'y' ausdrAckra* Wir 
wollea uns dabei der Einfachhdt wegen auf den Fdl beschränken, dass die Functionen f uadl 
f« aad daher «qch d)a fegebeaea VerwandtachalU^GIeichaagea, Imiae Diffareatialfaotiealem 
«alhattai«: soadem eadttcM Fnactioaea aad üleichaagea bedealea. 

. ^ Sehea wir also errteas» dnrcb welche Form von Ausdrack, bd der Ofstevea voa aato- 
na 3 ?erwearito^h#ftsrAi1en^ dia gegebeae Yerwandtschaft im System xjift angedeatel wird« 
Da hier die Sjprteme Se «d a't' mit den Syetcmea zy aad xV <huak % eadliche GWdkaegam 
, f<&7XI) « « „j f (eVx'yO =» o 

rUn^i »0 "^^ *^(oVx'y'>=: e 
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▼erbnndon sind, so köanen wir letalere GleiolntftM bentien, emeMdeB VerirMrittchafl»* 
GleicbiingeQ 

die Coordieeten £17 und a'r' dprch die ^ubititatiOMa 

i s v<xy) „„j e' s ^(xy> . 

so eUminiree, wodurch wir unsere Verwandtschaft im Sjsteni Wfxff durch 2 endliche Glei- 
chungen anagednlckl erhalten. So ist s. B. . 

1+x 1— X 






r; 



F(un'^0 s F£-y?, i^,(l+xO*+y^(t-xO^+y'*J s F'Cxyx'yO == 

$. 42« Wenn dagegen die gegebene Verwandtschaft s. B/ folgende Form 

faiX<YO « o FtxyX'YO « a 

hätte, so erhatten wir, wenn wir diese Verwandtschaft mittelst des Systems xyx'y' ausudrü« 
cken versuchen, eine Gruppe von 2 Differentialgleichungen 

aus welchem Paar von Gleichungen wir aber, da sie im Allgemeinen nur einen einsigen Dif- 
ferentialquotienten enthalten, diesen Differentialquotienten eliminiren und so eine endliche 
Gleji^hqng fVn^Y) ^ ^ zur Resultante erhalten können. Wir erbenoep hiei?%as^,,4a9S. in 
2tMi der 3 Fälle von $. 40 die gegebene Verwandtschaß in der Sprache des Systems xyx'j. 
dmrch den Cei^f Iv<^ .^^^ )«adliQben und einer Diffetefttialgleieiinng 

?P(xyx'yO = p|xyxY~^') = • ; > - 

aq|;ede^e^ wird, iinfl dajss es uns, wie anch die jr^eben^n emHiehen 9wcliop#n f nn^F fa-r 
ataUeJf sj^ih . mögen» im. AUgemeinen unmAgUch ist, so lange wenigiftens, als vrir die gef^ben« 
Verwanfttschi^ft. an sich betrachten, auch die S^« der erliattenen 2 Gleichungen von einer Dif« 
ferentialgleichung auf eine endliche zu reduqiren. Nnn ist aber der Complex solcher 2- <Siei» 
chungeu , ^a die IntegraÜen der Differentialgleicbung eljne arbitrire Constante hineipbrii^eii 
würde, im Allgemeinen nnbestimniter als der gegebene, anis 2 eodUohen Gleichungen bea[|^ 
hende und daher keine Unbestiaunte enthaltende Ausdruek 

ftxyX'YO =Ä r FCxyXTO = , 
der geg!»benea Terwndtscbaft. Soll daher der Complej^ einer enifUekea niiii eiai^r Difere^ 
tialgleichung die gegebene Verwandtschaft vollkommen easdrilcken » so wAssen wir» bei 4er 

Integration der Differentialgleichuiig n xyx'y'^ )^ ^$ "lebt das paHüculäre Integral , son-^ 

dem das singulare Integral derselbent fehmen, wodurch wir jedoch ((eine top ^xyx'y^ = 
verschiedene endliche Gteichmig erhalten dfirfen, da sonsl^ die gegebene Verwandtschaft auch 
im System jf^y/ 4i|r<ih 2 bestimmte endliche GKetcIniiig^ avsgedribpkl sein würde npid da» 
her eine Verwandtschaft der ersten Art von $. 40 wäre. Wir erkennen bieiwa^ 4ass diar 
Differentialgleichung sur endlfphen Gleichung eine bestimmte Beziehung haben muss, uni 
zwar diese, dass sie dioie endliche Gleichung zum singuläfen Integral habe, sodass der ge» 
suchte,^ 4Ji^.^gc||9bfwe Verwat^ im Syilem xyx'y' bMMehMOrieiAuidrMk folgeiHte^ 

Form hat 



f(xyXOro = d F(xyXTO = o 

an sich belnchten, sondern n«r in IMy ttf 2 durch Oß tMHMdene Conren 

10 ist es ans nach Coor. $. 178 ttiterdtafs erlanbti die gegehete Yerwandlschaft in der Spn- 
ehe von xyx^y^ durch eine Gropl^e von t eMIichen Gleichnngen 

yCÄj«Y) «e o jir(*y«'y') = o 

mszudrficken, wenn wir nnr darauf achten, dass alsdann jede Aenderting dier MlieWg ge^- 
wihlten Curven v^OD =^ o und ^(XOTO =3 eine jedesnNiIige Aenderm^ der xweiCen 
endlichen Gleichuirg xO^Y^^ = ^^i* P^Iff® ^^^ 

§. 43. Brllutem wir das Gesagte dorch «in Beispiel, nhd nehmen wir an, die gege- 
bene Verwandtschaft sei die^ folgende 

fttX' t:^ +1 SyT'Ks 4-1 

Beim Uebergang zum System xptff erbaNen wir alsdam d(e 2 Differentialgleichungen 

welche wir auch unter der PoMi 

iehretben hAnnen. Vhd weim wir den ENfferenttalquotienten X aas den beiden ersleren, oder 

II* ans den beiden letiteren Oifsrentialglelchndgmi eliminiren , erhallen wfer kr beiden PiOeff 

die endliche Gleichang 

xy+yx'-Sxy Ä o 

wekber Gteiehnng Wir Aber keine sweiCe endliche hinzu Agen hinnen , so langer whr ons da- 
tauf Msdifinken, die gegebene ▼erwandtschafl Uoss an sfch m betnchten , sodass wir un- 
sere Terwändtsohaft im Sysleih xj^ff dttrch den Complex einer endlichen Und einer Diffe- 
rettlla%leichmg ausgedrüekf erhalten , nnd zwar, wenn wir fflr letztere Gleichang die ein- 
fhchste ans den beiden erstehen unserer 4 Differentialgleichungen hervorgehende Resnltante- 
Sffferenftidglelcbung nehmen, durdl folgenden Aosdmcfc 

y'-y y ^r' _ . T 

x'-x "^ X d? X 

wenti wir aber die einfechste der ans den Beiden letzVeren unserer 4 DtfferentlalgleidinngeA 
IMrvdtyehenden Dtffitelillalgleiehungen nehmen, durch folgenden 

X'— X X y^dx y^ 

' ' $6 anch wfrtf die duteh folgende 2 endliche Glefchrnq^en 

'= • va=x •y'^T 

an^edaitere ^tgeneSseke V^erwandtsdmft, fair der Sprache des Systems xyx^, dnrch die i 
MfrereMialgfefchungeti 

dud dihMr Aireb iea Qtntfltai Wigmi« endMieii «nd fdtgvnder DfffeitaiitfäVtfcIiiin; 



dy'___ X 
«asgedrflckt. 



*'«+y^-l a»o . . ^ ^ 
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h«t, «0 eriwlton wir, Imw Uebergny iwn 97»Umi VP^'^'t wAaimm 2 Pifliwwrtiaif lekhnfi« 

welche aber jetzt 2 verschiedene Differentialqaotienten enthalten, sodass wir nach Coor« f. 1 W 
iswar den einen dieser 2 Differentialqnotienten aus dem erhaltenen Ansdrack eUminiim «iitf 
ihn dadurch bisweUen auf die Form 

reduciren , den anderen Differentialquotienteli «ber^ M la^fe die Verwandtschaft «n Bi«h be» 
traphlet wird, im AlIgomeiMA nicht gleiebseilig lum Verachwindeii bringen kftnnen» Wir 
erhalten daher im jetzigen dritten Fall die gegebene Verwandtschaft im Systeme xyi^' dnrdi 
2 Differentialgleichnngen aosgedrflekL Und zwar ist der Ciympleie dieser DiflTerentialgleichan- 
gen nicht unbestimmter nb der Complex der beiden gegebenen Gleichungen , da nw auch 
hier (Coor. $.8) das stngnlire Integral der Differentialgleichungen nehmen muss. Wäre z.B. 

die gegebene Verwfmdtscbaft, so wftre der im System xyx'y' i&r sie erhaltene Alt^dtaicic 

X* =2 ■ Y* sss ^ 



Wcpn dagigf« nuiA die V^rwandtsehall sn sich Mrachtel «iad , sundevn nw In te» 
sug auf 2 mittels! denwlbei einander verwandte €urvett 

^XY) « o und V^CK'Y^) « o 
so können wir, wie in |. 42, nnaere Verwandtschaft jm System xyx^y' immer durch % endliche 
^idrangen ausdrflcken , mflssen aber letztere , sobald wir die Curven V^(XT) =3 o und 
V^iX'Y') :am o (ndeim, dusch nant endiioha Ckichun^rn jedesnni eswtzen. indessen wtod 
es in di«se« dritten Balle» wdi.wenn die Verwandlachnft an sick betaaehtet wird, dennoch 
nach Coor. $, 199, bei einer gewissen Specialisirung der Functionen f ond F, sich ereignav 
Unnen, dass ^ie gegebene Verwandtschaft 

«(XYX'Y') » o F(IYX-Y^> «: o 

beim Mß)mp^H um SyMm vpfff einen Ansdimck liefert, welcher, stall % DjflhreaUalgM- 
chungen, 2 endliche Gleichungen enthllt; wie z. B. dann stattfinden wfkrde, wem die m 
•bertragende Verwandtschaft die allgemeine CoIIineation 

^, AX^BY+C ^, FX+teY+H 

t, 45. Pp. fwn imeii ii«n Y0d9M im Mn UebsrfMff «Mi /ifile« xjtff fliWiaa« 
Auimk «9 vmitkMiMiw ist, jetMchdam mm die dae odaf üe.ndiM ««a 4aB betaik«. 
teten 9 lf«pnßi\^fib»tkff.AMkm ««• f..40 f» 4m »pOem Mpff #flrtngwi kat, i6 «rhna« 
wif MfiM, dMi9.«Mfc. d«« c^omMmIw Btävrimtg ücftaf VMw»iidiHh«teii in dkaett Bmm 
•in« y^inicIilMlM« M, Qenp mu 4tn m»w TtnuddiidhaA M .«ntatM IUI aHdrachflute 

crtieiife» jfrir «pg(«ifiii» 4«w ^mr je4er bwliMit« Fiui«4;d«r «itef Uivm Ate anAlagen flga^ 
mch n^e«» 4jei^rF(iiM»>)iV «nd Ai aM md nbtht «U a isfeM eiMk ]>«fondt«ea4D«>v« ««n> 
Mrig, l)ptK«(At0t ipjr4t «|t itiMm «^er Mlm»«t l>eciten)e« «lwtf«i .^«rrMalQgni «der .piir 
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nitiTeii Figur »oMiJeflpiMMHri, wihrend ferner «ach Jede {nimitire Gerede oder eiifere Corre 
^(zy> s=5 o mit einer besiinimlen änalegeb Corve tff'ix'j^ äs o xorrespondirt , so aber, 
da» die gegenseitige Gemspondehs - dieser CnrvM auf der ihrer Pnecfe basirl » dt je. 

der Punct ^ ^ ^ etc* der primitiven Curve v<xy) = o mit einem oder mehreren Poncten 
. elc. der analogen Corvo V^(x'yO =;= o correspondirt ^ und »war mit den nämlichen 

Pnncten , mit welchen dieser Punct ^ ~ !! auch dann noch, wenn man die Curven V'(xy) = o 

Y = ß . 

und V'Cx'yO = dtti'ch andere Curven ;t(xy) = o unJ ;:'(xy) = o ersetste oder sogar 

irich gans wegdächte, .noch correspoiidlren wirde. 

$, 46. Ist uns dagegen irgend eine bestimmte Verwandtschaft von der xweiten Art, 
wie z. B, 

ftxyXTO «= PtryXTO = o 

X sss ii 

gegeben, so wird irgend ein bestimmter primitiver Punct .^ ^> so lange er an und 
fSr sich betrachtet wird, keineswegs mit einem oder mehreren bestimmten analogen Puncten 

X' SS o' 

^ etc. correspondiren, da dieses erfordern würde, dass die gegebene Verwandtschaft 

T — P V 

euch im System xyx'y' durch 2 endliche Gleichungen 

/Cxyx'yO == F(xyx'yO =3 o 

smsdrflckbar wäre , welohe uns , wenn wir in ihnen die Coordinaten - Werthe des gegebenen 

Punctes substitoirten, für die analogen Puncto die bestimmten Oieichnngen 

x' ^ «^ 

und daher auch die bestimmten Coordinaten-Werthe . ^. etc. gäben. Da aber im 6e- 

Ifentheil unsere Verwandtschaft nach $« 42, so lange sie an sich betrachtet wird, nicht 2 ver- 
schiedene , sondern nur eine einzige zwischen den Goordinnten xyx'y' stallfindende endliche 

€Ieichong ^(xyxy) s= o hat, so wird irgend ein bestimmter Punct jetzt mit ei- 

T =* P 
ner bestimmten analogen Curve g^iaßx'j^ ~ 9'(x'yO = o correspondiren. Und zwar wird 

diese Curve 9'(xY> «=: o eine solche Form, Grösse und Lage haben, dass sie stets einEIe- 
ment / ^ des zweiten der benutzten Coordinaten -Systeme, d. h. in unserem Beispiel^ 

stets eine Gerade y^ ^^ ^^ darstellt. Es wird ferner, auch noch in unserem jetzigen zwei- 
ten Falle, jede primitive Curve V'(xy)s=o mit einer bestimmten analogen Curve ^cXOrO = e 
eonrespondiren, so aber, dass jetzt die verschiedenen Puncto der Curve ^xy) = o mit den 
^irtchiedenenBlementen, d. h* in naserem Beispiel mit den verschiedeaen Ti^genten der 
Curve ^(X^T<) tes o eorrespoudiren« Indessen wird letztere zwischen den analogen Curven 
^xy) S3 o und v^X'Y'iaB o stattftndeade Correspondenz zar Folge haben, dass gleichzei- 
Mf eine andere zwischen ihnen sMtihMie, wobei, wie bei einer Verwandtschaft der ersfeii 
Art, die verschiedenen Puncto p> q, r, etc. der Curve v<^) =b o wR den versehiedeneh 
Puncten p^ q', r', etc. der analegen Onrve y/(XfY*) as o oorrespondiren. Denken wir uns 
nimlich in dar primitiiren Corte np(xf) as o iigend 3 einander unmittelbar folgende Pnnctd 
f , q, T^ so hat ersiohttcb der Pmel q fai der analogen Corvo ^(XT') :^ o nfcM nur die 
fanze analoge Etanentar-^dOfede Q d. k. irgend einten beliebigen in dieser Gerade beiladli- 
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cken Panel q^' asmnf Corre^pondenten, soBdern imibesondere denjenigen Punct q^ dieser Gera«* 
den Oy worin diese Tangente Q iluren beiden, mit den beiden Puncten p und r correspon^ 
direnden benacbbarten Tangenten P und R begegnet, d. h. denjenigen Punct q', worin die Gerade 
die Cnrve v^(X'YO = o berührt. Da nun aber, sobald wir die Curve V(^) = o durch 
eine andere, den Punct q gleichfalls durchstreichende Curve ersetzen, die der ClurveV'CzyjssO 
im Puncto q zukommende Tangente, und daher die Puncte p und r, und daher auch die ana- 
logen Tangenten P und R, und daher endlich auch ihr Durchschnitts-Punct q% im Allgemei- 
nen durch eine andere Tangente, durch andere Puncte, durch andere analoge Tangenten, und 
durch einen anderen Durchschnitts -Punct q^' ersetzt werden mflssen, so folgt, dass, sobald 
irgend 2 bestimmte correspondirende Ciirven V'(xy) = o und v^(X'TO = o gegeben sind, 

auch noch in unserem jetzigen zweiten Falle jeder bestimmte primitive Punct q oder^ 

«y = p 

x' = o' 

mit einem oder mehreren bestimmten analogen Puncten q^ oder ^ ^^ etc. correspondirt, 

dass aber jetzt die dem Puncte analogen Puncle durch andere Puncte / V^ etc. er- 
setzt werden mOssen, sobald wir den Corven V'Cxy) = o und v^'CX'YO = o andere Cnrven 
rabstituiren , und dass sie sogar ganz unbestimmt werden, wenn wir diese Curven uns ganz 
hinwegdenken/ Und es wird dieses bestitigl durch die Bemerkung, dass jede Aenderung der- 
jenigen bestimmten Gleichungen V'(xy) = o und v^(X'YO = o, mittelst welcher wir ans den 

dv^ 
gegebenen Yerwandtschafts-Gleichungen den Differentialquotienten ^ eliminiren und eine Gruppe 

Ton 2 endlichen Gleichungen ^(xyx^yO = o und xC^Y^ff) = o herleiten , nach $. 42 eine 
jedesmalige Aenderung der zweiten endlichen Gleichung xO^Y^'yO == o d. h. der jedesmali- 
gen hervortretenden Punct-Verwandtschaft, zur Folge hat. 

$. 47. Erläutern wir das Gesagte durch das Beispiel der vorherbetrachteten Ver- 
wandtschaft 

T'-y _ _ y ^ — ^ 1 

x'-x X dx' *" X 

Die l«t« dieser beiden Gleichungen sagt uns, dass jeder in irgend einer primitiven Curve 

y/(xy) = oder c^cc^^ (Fig. 4) beliebig gewählter Punct c oder ~ nach der gege- 

y sss p 

benen Verwandtschaft mit einem solchen zur analogen Curve v^(X^TO = o oder C'CC^' ge^ 

x' = a' 
hörigen analogen Puncto C oder ^ ^ ^ correspondirt, dass die Coordinaten-Werthe dieses 

j — p 

Punctes C der Bedingung 

."^ = einer Constanten, und zwar = — ^ 

unterworfen sind, d h. dass der analoge Punct C sich auf einer gewissen den primitiven Punct 
€ durchstreichenden Geraden beGndet, und zwar auf derjenigen Geraden g>iaßxfy') =9'(xV)==o 
oder PcCG, welche mit der Vereinigungs - Geraden Oc des gegebenen Punctes c und des 
Coordinaten- Punctes einen Winkel OcG bilde, welcher (Coor. S* 17) von einer mit der 
Coordinaten-Axe XOX' oder YOY' parallelen Geraden halbirt wird. Die 2*« Gleichung sagt 
nns, dass die analoge Curve im analogen Punöte C keineswegs eine beliebige, von der Lage 
des primitiven Punctes c unabhängige Tangente CN hat, sondern eine solche Tangente, wel- 
che der Bedingung ^- = — - unterworfen ist, d. h. welche mit der .Geraden Oc wiederum 
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durch die vorige Bedingung <cOO s=s <e60 mgftmnenhftngt, woraw folgt, da» iKe 
liehe Gerade FcCG, welche, dem Torigen zufolge , den analogen Puncl C enthalteii 
zugleich die der analogen Conre im Puncto C Eukommende Tangente darBteÜt 

Wenn nun unsere beiden Gleichnngen keine besondere Beziehung zu einander hitten, 
nondem s. B. folgende wilren 

J^_ _y ^ _ _? 

X'— X ""x dx' y 

io wörde der Complex unserer endliehea und unserer Differentialgleicluing eine unbestimnite 
Terwandtschaft d. h. unendlich viele verschiedene Yenrandtschaßett ausdrucken , dt wir als* 
dann aus irgend einer primitiven Curve c'cc'' unendlich vide analoge Gnrven CCC^' wirdai 
ableiten können. Denn vereinigen wir successive die verschiedenen im umfang der primi- 
tiven Curve befindlichen Punete c', c, &'j etc. mit dem Coordinaten-Puncte durch Gerade 
Oc', Oc, Oc", etc. (fig. 5), und ziehen wir durch diese Puncto c', c, c", etc. Gerade 
FVG% FcG, V^^&'G^y etc. in solcher Richtung, dass letztere Gerade mit den vorigen ge. 
wisse Winkel Oc'G^ OcG, 0c''6'% etc. bilden, welche aHe von einer mit XOX' oder TOT' 
paraUelen Geraden halbirt werden. Wir erhalten alsdann eine mit der primitiven Curve ana- 
loge Curve (yC(y^ , sobald wir in der Geraden FcOG einen beKd>igen Pewl C wiUen und 
diesen vereinigen mit denjenigen in den Geraden V*&& , F^'c'^G^' , etc. befindUchen Pnnctea 
C, C, etc., deren Yereinignngs- Curve eine Orthogonale Trajectorie der GeradeB Pc'Cy 
FcG, f^d^G** etc. darstellt. Und jeder neue in FcCG gewählte Punct C wArde ns eine neue 
analoge Curve C'CC^^ geben. 

Es haben jedoch die gegebenen Terwandtschafts-GIeichungen eine bestimmte Beziehung 
in einander, und zwar diese, dass die analoge Curve C'CC'^, der xweiteB Gleichung 

^L SS ^1 zufolge, die durch die erste Gleichung ausgedruckte jedesmalige Gerade af+ßxf^iaß 
dx X 

SS oder FcGG zur Tangente haben muss, sodass wir uns die Curve C'CC^ euch vorsteUem 
können als die UmhüUungs-Corve der verschiedenen mit den Puncten c^ c, c'^, etc. annlogeii 
Geraden F'C^6% FCG, F^'C^G'S etc. Hieraua aber folgt, dass wir den mit c analogen 
Ftanct C nicht in der Geraden FcCG beliebig wfihlen dürfen, sondern dass dieser Punct C 
derjenige Punct sein muss, in welchem die Gerade FcG die nächstliegenden Geraden FVG' 
und F^^c^'G'^ durehschneidet Die beiden gegebenen Gleichungen also drücken, wenngleick 
die eine eine Differentialgleichung ist, dennoch, wegen der ihnen zukommenden specieDeB 
Form 

W » ,)C^xr) = g^dx'+^dy' « o 

nicht unendlich viele Yerwandtschanen aus, sondern eine einzige, woMch mit der priaütive« 
Curve c^cc^^ nur die einzige analoge Curve C'CC correspondirt. Und es ist daher der Com- 
plex unserer endlichen und unserer Differentialgleichung nicht weniger bestimmt, ab der Com- 
flex der beides endliehea Gleiehongen 

2xX'= +1 SyT'ss H*l 

Denn es sagen ue lelitere Gleichungeu ,. dam man aus den Coordinatee x =: OD und 

j =:0B eines beliebigen Punetes c der primitiven Curve c'cc^ (fig. 4) die CoerdinateB X' =s ^ 

und T' =r ^ derjenigen Tangente, welche der anaiegeft Curve fan analoges Punote G 
kommt, herleiten kann mittelst der Gleichungen 

OG 5 ^ = 2x= SxOD OF s ^ =s 2y s 3xOB 
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d» b. wenn maa die JLftngeii OQ und OB noeh einimil auf den Axen XOX^ und TOT^ anf» 
trägt, die in XOX' and YOY' so erhaltenen Puncte 6 und F vereinigt, und alsdann die Um* 
fcülIuDgs-Cnr?e sucht der verfchiedenen so erhaltenen Geraden F^G', F6, F^G^^ etc. Da non 
aber die Gleichheit der Langen OD = DG die der Winkel OcD = GcD zur Folge hat, so 
bekommen wir in dieser Weise für die Gerade FcCG, und daher auch für die Cunre C'CC, 
die nfimliche Construction, wie mittelst unserer vorigen beiden Gleichungen. 

$. 48. Sobald uns nun die primitive Curve c'cc', und daher auch die analoge Curve 
C^CC'^ bekannt ist, ist uns nach dem Vorigen zugleich auch bekannt, welches derjenige 
Funct G ist, welcher mit dem bestimmten Puncto c nach der gegebenen Verwandtschaft im 
speciellen Falle dieser beiden Curven correspondirt. Es sei z. B. die primitive Curve der 
Kreis x«+y* = 1. 

Hieraus folgt X' = ;^ T' = i- = ^ 



!^x 2y 2^r=3? 

sodass die Coordinaten X' und Y' im jetzigen Falle verbunden sein müssen durch die GM-* 

chung ^ - 2^i=i'^ = 2 ^^-(jky 

welche ms nach Bntwiekelung für die Gletchnng der analogen Curve gibt 

X'a+Y'«« 4X'«Y« 

Wir erkennen nun leicht, dass die 4 Puncte 

x = o x = o x=-f-l X s= — 1 

y=4-l y = — 1 y = o .y = o 

worin der primitive Kreis die Axen YOY' und XOX^ beziehungsweise durchschneidet, mit 

den Elementen 

X'=:oo X' = ao X'=+i X's=— J 

Y' = +J Y' = — I Y' = 00 Y' = 00 

der analogen Curve oorrespondiren, worin diese Curve die Axen YOY^ und XOX' beziehung»« 
weise berührt, d. h. mit denjenigen Tangenten der analogen Curve, welche ihre 4 in den 
Axen YOY' und XOX' befindlichen Spitzen darstellen. Es folgt aber hieraus, dass die be- 
trachteten primitiven Puacte auch mit diesen Spitzen selbst und daher in diesem specieUen 
Falle mit den 4 analogen Puncten 

x'=s x' = x' = +2 x' = — 2 

y^a= +2 y' =3S — 2 y' a= y' a= 

beziehungsweise oorrespondiren. Wir erkennen weiter, dass die 4 Puncte 

X = +/2 X = — /2 X = — /2 X = +/2 

y s= +/2 y = +/2 y = — /2 y = — /2 

worin die primitive Curve mit der Geraden x— y==o oder x-f-y=o beziehungsweise parallel 

Uull, mit den 4 Tangenten 

1 11 < 



•^8 /ö v^Ö v^tt 

Y' = +— Y' = +— Y' = — ^ Y' = ^ 



v^8 "/ö •'b %^8 

nnd daher mit den 4 Puncten 

X' = +1^2 X' = — /2 X' = -V'2 x' = +^2 

y' = +/2 y' = +v^2 y = — /2 y' == — /2 

der analogen Figur beziehungsweise oorrespondiren, sodass die primitive und die analoge 

Figur einander in diesen 4 Puncten berühren. Es stellen daher diese 4 Puncto der p^*- 

mitiven Figur und die an dieselbe dort gezogenen Tangenten, im speciellen Falle uM^^^ 
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jetrigen beiden Curren, 4 Sland-Pancte ($. 89) und 4 Stand-Gerade ($. 103) der 
gegebenen Yerwandtoehaft dar. 

Wenn wir dagegen f&r die primiüye Cnrve die mit TÖY' parallele Gerade x= -f-/^ 

nehmen, sodass die analoge Curve durch die Gleichung X' = -~- angedeutet wird und sieb 

daher auf den in der Axe XOX' befindlichen Punct ^ ^ reducirt, so 

y' :^ o ' 

wenngleich die Verwandtschaft die nämliche ^_ geblieben ist, dennoch der Pund 

xy s= + 

^=^-^y^ nieht mehr einen Stand-Punct dieser Verwandtschaft darstellen, da dieser Punci 
jetzt mit keinem anderen analogen Puncte correspondiren kann , als mit demjenigen Pnncte 

x= +/Ö ^ßißiißf jie ganze analoge Curve enthält, 
y^o 

So auch würde, wenn die primitive Curve die Gerade x+y=r} und daher die analoge 
die Parabel 2X'+2Y<=XOr' wäre, derjenige Punct, worin die Gerade x+y=| den Kreis 
x^+y^=: 1 durchschneidet, mit einem anderen analogen Puncte correspondiren, als deo, 
womit er nach der nämlichen Verwandtschaft, so lange der Kreis x^+y^ = 1 die primitive 
Curve war, correspondirte, 

§. 49* Aus der im Vorigen angestellten Untersuchung der geometrischen Bedeutung 
einer Verwandtschaft von der zweiten Art von §. 40 erkennen wir nun leicht, wdche die 
geometrische Bedeutung einer Verwandtschaft 

fCS^«»'»') = O Fßaya'TO = o 

ist^ wenn sie eine Verwandtschaft von der dritten Art ist, a. B. folgende 

f(XTX'YO = F(XYX'YO= o. 

Denn es oorrespondirt alsdann jede beliebige primitive Curve, sobald sie solche Form, Grossa 

und Lage besitzt, dass sie ein Element des primitiven Coordinaten- Systems dar- 
stellt, mit einer analogen Curve, deren Form, GrAsse und Lage stets solche sind, dass diese 

ff^ — ff/ 
analoge Curve ein od^ mehrere Elemente ^ des zweiten Coordinaten-Systems aus» 

druckt. So oorrespondirt insbesondere im Falle unseres Beispiels jede beliebige primitive 

X = a X' SS ä' 

Gerade ^ ^ mit einer oder mehreren analogen Geraden ^. ^. Ueberhaupt hat jede 
I = P I = /r 

primitive Curve, auch wenn sie nicht die Form oder Lage eines Elementes , sondern 

7=p 

die von irgend einer Kette v^(£i7) = o hätte, dennoch eine bestimmte analoge Curve 
V^(oV) =: o zur Correspondenten, und zwar so, dass die verschiedenen Elemente der pri-> 
mitiven Curve mit denen der analogen Curve, d. h. in unserem Beispiele die verschiede- 
nen Tangenten der Cnrve v^XT) = o mit denen der Curve V''(X'T') =3 o correspon- 
diren. Es folgt hieraus, dass, sobald irgend zwei bestimmte einander analoge Curves 
^(|i7) = o und v^Co'rO = o gegeben sind, auch bei einer Verwandtsdiaft unserer jetzigen 

dritten Art jeder primitive Punct q oder ^ mit einem oder mehreren bestimmten ana- 

y = p 

ogen Poncten q' oder oorrespondirt, so lange wenigstens der Punct q im Umfange 

^^^ gegebenen Curve V(&7) = o und daher die Puncte q' sich im Umfange der analogen 
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Curve ^(a*x*^ = o betndea. Denn c. B. der PoncI q, welcher den Dnrchschnilto«« Panel 
zweier einander nnmitielbar folgender Tangenten P und R der Curve V'(XY) ss e und 
daher einen bestimmten Punct dieser Curve V'(XY) s o darstellt, hat zu seinen Correspoiw 

denten gewisse analoge Puncto qf oder ^ ^^ , von denen jeder eiii Durchschnitts- 

PuncI ist zweier mit den Tangenten P und R beziehungsweise cprrespondirenden Tangenten 
P' und R' der analogen Curve y/(X'T) = o. Wenn dagegen die Curven t^(^) = o und 
tf^(a't')=o durch andere ersetzt werden, welche die Pimcte q und q' noch stets durchstrei- 
chen mögen, so hat die primitive Curve im Puncto q im Allgemeinen andere einander un-* 
mittelbar folgende Tangenten , als die vorigen P und R , wesshalb auch die analogen Tan- 
genten P' und R', und daher auch ihr Durchschnitts-Punct d. h. der mit dem Puncto q cor- 
respondirende Punct q\ wenngleich die Verwandtschaft unverändert geblieben ist , andere 
sind, als die vorigen. Bestätigt wird dieses durch die Bemerkung, dass die aus der 

ffXYX'YO =: 
gegebenen Verwandtschaft «y vyy'Y/\ durch Hinzufugung zweier endlichen Gleichungen 

^(XY)=:: o und v^(X'YO =: herzuleitenden endlichen Gleichungen ^(xyx^yO =^ ^ ^"' 
9)'(xyx^0 = o i^&ch' S- ^ ^^^^ jedesmalige Aendernng erleiden bei Aenderang der hinzu- 
gedachten 2 Gleichungen V'(XY) = o und y/(XfY') =5 o, und sich sogar gar nicht finden 
lassen, wenn wir bloss die gegebene Verwandtschaft an sich betrachten. Wenn wir also die 
Curven tpQfj) =: o und v^'Ca^rO =: o uns ganz hinwegdenken, oder wenigstens als nicht 
mehr die Puncto q und q' respective durchstreichend, so wird der mit dem bestimmten 
Puncto q nach der gegebenen Verwandtschaft correspondirende analoge Punct q' unbestimmt, 
sodass alsdann der an sich betrachtete Punct q nicht mit einem analogen Puncto , sondern 
mit einer ganzen analogen Curve correspondirt , welche Curve jedoch hier nicht, wie bei 



a' = a' 



einer Verwandtschaft der zweiten Art von $. 40, ein Element , .. darstellt, sondern eine 

Kette ;:'(oV) ss o, und zwar diejenige Kette, welche nach der gegebenen Verwandtschaft 
mit der den Punct q ausdrückenden Kette yXl*l) ^>=s o correspondirt. 

XX' =1 X — « 

So hat z. B. bei der Verwandtschaft ™^ jeder primitive Punct q oder ~ ä 

da er eine Kette ersten Grades aX+ßX=z\ ist, nach Coor. f. 187 die Kette /9X'+aY's=X'Y' 
d. h. eine die Axen XOX' und YOY' berührende Parabel, zur Correspondenten. Dagegen 

bei der allgemeineren Verwandtschaft p^yy/x^^ correspondirt irgend ein primitiver Punct 

q mit einer Curve höheren Grades. Wenn endlich unsere Verwandtschaft sich zu einer 
Collineation 

Y/ — AX+B Y+C _ FX+6Y+H 

"ßX+EY+l ^ ~0xVEY^r 

specialisirt, so reducirt sich die mit dem primitiven Puncto q oder ;r(XY) = o analoge Curve 
;^'(XOro = auf einen einzigen Punct q^, sodass nach emer solchen Verwandtschaft 

F^XYX'Y^^ ~ der primitive Punct q, auch wenn keine bestimmte einander analoge Curven 

V^XY) = o und y/{X1[') = o gegeben sind und der Punct daher bloss an und fftr sick 
betrachtet wird, dennoch mit einem bestimmten analogen Puncto q' correspondirt, vresshalk 
eine solche Verwandtschaft, beim Uebergang zum System xyx^ zwei Gleidinngen Betat^ 
welche nicht, wie im Allgemeinen der Fall ist, Differentialgleichungen sind^ sonderm 
sich zu endlichen Gleichungen specialisirt haben* 
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S« 60. fiei adle« ><le«u6nffeii , wm ivir bisher Aber die Varwiadlsebafteii wglen, be- 
acbräakten wir 4ins auf die Palte, da«5 aw weben den Coordtiiaten i «ad if de^p men Sysleatf 
und den CDordiniiteB er' und t' des anderen .SyateBts^ entweder 4 oder 3 oder 2 GteichuageA 
gegeben waren , wodurch wir beziehnnifsweise gewisse Elemente , gewisse Ketten , oder 
ein gewisses Netz des Systems i^a'z', i. h. im letzteren Falle eine gewisse Verwandtschaft 
erhielten. (Betrachten wir jetzt auch den bisher nicht untersuchten Fall, dass bloss eine 
Gleichung zwisohen den 4 Coordiaaten gi^a^v^ gegeben ist, und nehmen wir dabei der Bin- 
fachheit wegen an, dsas I7 und a^r' homoeleiiientisiAe Systeoe, «nd zwar gewöhnlicher Pa- 
raüelcoordtnate«, bedeuten. Da alsdann durch die eine Gleichung 

9<a[yx'yO = o 
daa in 4faoher Uiiisidht «nbeslinvnte ElemeaA oder Puncten-Paar 

x=C, TäC, x'—C, T'«C* 

MHT in einer Hinsicht bestifluat wird, ae enhaltan wir aladann eine Grupj^ von oo^ verschie- 
denen correspondirenden Puncten-Paaren. Gleichwie nun eine Kette aus 00^ Elementen and 
ein Metz aus oo^ Kelten besteht, so auch enthält unsere durch die Gleichung ^C^x^y') = 
dargeateUte Gruppe von od^ fitementen jetat a>^ versohiedene Netze oder Verwandtschafften, 
welche .man ^^dlt^ wenn inaa eine beliebige, eine einzige Unbestimmte C enthaltende, 
Function xC^yx^fC) wfihlt^ und alsdann die durch allmdhlige ¥ennehrang dieser Unbestimm- 
ten C hervortretenden 00^ vielen Verwandtschaften 

ytxyx'yO = o «K^cyx'yO = « ffxpc'yO === o et^j 

jtOtyx'y'ajso Kxyx'y'i^)=o jcCxyx'yV) = ' . 

einand^ anreiht. Und zwar dürfen wir, — gleichwie wir in {. 25 je nach der verachiede- 
nen Wahl der jedesmaligen specialisirenden dritten Gleichung f (Kyx'y'C) = verschie- 
dene Trennungs -Weisen des nämlichen Verwandtschafts -Netzes „ ^ ; ? ^^ w Ketten 

^ F(xyx'y') = 

erhielten -- so auch jetzt die zur gegebenen Gleichung hinzugefugte Gleichung /CtyxV^)=^ 
beliebig wählen, ud erhalten so verschiedene. Weisen» in welchen man sich das durch die 
Gleichung ^(xyx'y') = Ausgedruckte aus od^ vielen versduedenen Verwandtschaften zu- 
aanuoengesetzt denken kann. 

S. 51. Nehmen wir z. B. die Gleichung 

jcy'-f yx'— 2xy = 
welcher wir in $. 43 noch eine zweite filetchung, und zwar esse Differentitflgleichuflg, hin* 
zugefügt dachten ; betrachten wir jedoch jetet die endliche Gleichung für sich. Es sagt uns 

dann diese Gleichung nach $. 47, dass ein bestimmter Punct c oder ^ einer bestimm- 

ten primitiven Curve c'cc^' nach der gegebenen Bedingung correspondiren muss mit dnem 
beliebigen Puncte C derjenigen analogen Geraden FcCG iFig. 4) , welche mit dem Radina 
Tector Oc einen durch die mit tOY^ parallele Gerade cD halbirten Winkel OcG bildet. Es 
sagt uns daher dje nSmliche Gleichung auch, daas man die mit irgend einer gegebenen 
primitiven Cwrwe c'cc^' annloge Ourve (yCO" erhält, wenn man die verschiedenen im Um- 
fange der primitiven Curve befindlichen Puncte c^, c, &' etc. (Fig. 5) mit dem Goordinaten« 
Puncte vereinigt, und alsdann in jeder der durch die Bedingungen <c^OG' =s <c'G^O, 
<eOG = <cGO etc. hervorgehenden Geraden &G\ cG, c^'C etc. nach einem bestimmten 
Gesetze einen bestimmten Pnnct auswählt und die so erhaltenen Puncte C^^ C, &' etc. ver- 
einigt. Da nun aber das Gesetz, nach welchem in jeder von den Geraden c'G^ c6, c^'C etc. 
der geeignele Punot gewählt werden aoll, ein beliebiges ist und durch die der gegebenen 
Gleichung hinzuzufügende beliebige zweite Gleichung xVkjx'y^) kc ausgedrückt wird , ao 



J 
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erkennen wir, das9 nach dter gfegfebcMn Gleielnng xy'^i-yx'— 9jiy ss o- mit dct hirrtimmlmi 
Ckfrre c'cc^' mendtteb ^iele mmkfge Curvea correspondii en , mAmm durch die» GleicIinBy 
der CMiplex mencHick vieler ▼enchiedener VerwsndtschftAen ansgedrüoki wird. 
Nehmen wir z. B. filr die zweite Gleichung folgende 

x' = Ax 
(wo A eine unbestimmte Constante bedeuten mag) so erhaltea wir den Compks der uaend* 
lieh vielen verschiedenen Affinitäten 

md zwar ist alsdann der i» de» verschiedenen Geraden c^Q^, cG, o'^G^ elo. ansznwtUend^ 

Jedesmalige Punct O oder C oder C" derjenige, welcher von der Coordinaien-Axe YOT' eine 

A-mal grössere Entfernung hat, als der jedesmaKge correspondirende primitive Punct c' oder 

c oder &^. Wir erkennen nun sogleich, dasa eine Aenderung der hinzugefügten Gleichung 

x'= Ax, z. B. eine Aenderung der Unbestimmten A, eine jedesmalige Aenderung der Form 

der analogen Curve G'CG^* aur Folge haben muss^ Findet z. B. der Fall statt, dass A sich 

auf reducirt , d. h. dass die hinzugefügte Gkichung folgende ist 

x' = oxx i h, X' =5 Q 

so erleidet die primitive Curve c^cc^ nach $. l64, beim Uebergang zur analogen Figur, eine 

unendliche Zusammen Ziehung nach der Axe TOT' hin, sodaas ^ analoge Ganre sich ant 

diese Axe TOT' reducirt, und zwar so, dass die verschiedenen Puncto F', P, F^^ etc^ in 

welchen die Geraden c'GS cC, c^'G'' eto. die Axe TOT' beziehungsweise durchschneiden, 

die mit den Puncten c', c, c* etc. analogen Puncto darstellen. Und wenn wir der ge* 

gebenen Gleichung xy' + yx'— 2xy = o statT der Gleichung x' ses Ax irgend eine andere 

Gleichung z. B. eine Gleichung höheren Grades /nCxyx^O^ ^ hinzufügen, so erhalten vrir 

nicht mehr, wie im Vorigen, den Comptex unendlich vieler Affinitäten, sondern im Cqv^im 

einer gewissen Gruppe von Verwandtschaften höheren Grades , woiians wir e rkenneHt das» 

die Gleichung xy'+yx'-^Sxy £=o ausser den vorher betrachteten Affinüiten aochnech viele 

andere Verwandtschaften enthött. 

$• 52. Wenngleich nach dem Vorigen irgend eine gegebene Gteiehung ^(syx'yO =>= ^f 

da die ihr hinzuzufügende Gleichung /(xyx'yO=o eine ganz beliebige ist^in unendlich vielen 

verschiedenen Arten als der Gomplex unendlich vieler Verwandladkaften betrachtet wetdeü 

frxvx^'> «s A 
kann, so ist dennoch zu bemerken , dass nicht jede beliebige VerwandtschaR »^ / 1 

als eine im Ausdruck ^Cxyx'y^) = o enthaltene zu betrachten iai, da dieses nur dann er- 
laubt bt, wenn sich aus den beiden Gleidmngen f(xfx^) tap o und F(xyx'yO «ao einoGlei«« 
chung von der Form ^xyxY) =:: o herleiten Uast Wäre z. B. die Gkichung fCxyxTO a*>^ 
folgende 

SO würde sich unter den verschiedenen in diesem Ansdtuek enthaltenen VerwandtschatlM 
keine einzige CoHineation vorluden, und zwar an& demaelben Grmjb» weashalb aof dem 
Umfange einer Kugd x>+y*+s*=s 1 keine Gerade liegen kann. 

$. 63. Gleichwie es nun unter den veraehiedenen im Umfange einer beatimmlen Fliob^i 
liegenden Gurven von doppelter Krümmung einig» wenige giiM von besonders einfacher 
und inleressanter Form — vrie z. E vor den •hrigen im Uaifkng einea UaMlrehnngs -p-Hyper^ 
boloids liegenden Gurven die Geraden sich besonders ausaeiohnen — so auch gibt es unter 
den verschiedenen im Ausdruck 9>(xyx'yO= o enthdienen Verwandtschaften einige, welch» 
znn gegebenen Ausdruck ^xyx^) «s n eine beamdem fieuehni« haben und Um gteiehsam 
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cbaracferisiren. Welche iran unter den verschiedenen Verwandtschafleii die vorher er- 
wähnten besonders interessanten seien, ist, da das Coordinaten - System ans 2 Gruppen 
von je 2 Coordinaten xy und x'y' besteht, leicht aufzufinden. Unterwerfen wir Hämlick 

den mit irgend einem Puncte ~ a einer primitiven Curve V^(xy) = o correspondiren- 

den Punct , welcher, der gegebenen Gleichung zufolge, sich irgendwo in der Curve 

9(a/?x^0 = 9>'(x^yO = ^ befinden soll, auch noch der zweiten Bedingung, dass er einer 
von den Durchschnitts- Puncten sein soll der Curve q>(aßx'j') = o und derjenigen Curve 
^i^+da^ß-^ißjTCf^yO =^ 0, welche, der gegebenen Gleichung ^(xyxY) = o zufolge^ mit 

dem, dem Puncte ^^ *! in der Curve tp(xy^ = o zunächst liegenden Puncte ^ "*" ^ü 

Y =: ß ^^ 'r . "* Y=.ß+dfi 

correspondirt. Es muss alsdann der Punct ^ ^^ den beiden Bedingungen 

W s 9)(a/Jx'yO = und yCa+da, /9+d/?,x',yO = o 
gleichzeitig genügen, und daher auch der dritten Bedingung 

Jtmr HIV 

9(a+da,/J+di?,x',yO — 9)(d,Ax'yO ^ ^ da + ^ dß = o. 

Nehmen wir letztere Bedingung für die der gegebenen Gleichung hinzuzufügende SpecialisU 
rang, so erhalten wir die in §. 42 untersuchte Verwandtschaft 

»(xyx'yO sW = o j^dx + ^dy=o 

welche sich, dem dort Gefundenen zufolge, in digenetischer Form durch 2 endliche Gleichungen 

ftxyX'Y') =5 FCxyX'YO = o 

ausdrflcken lässt, im System xyx'y' dagegen, so lange die Verwandtschaft an sich betracfatel 

wird, durch 2 endliche Gleichungen nicht ausdräckbar ist, 

$. Ö4. Wir erkennen daher, dass unsere jetzige Verwandtschaft keineswegs eine oder 

andere der unendlich vielen im Ausdruck 9)(xyx'yO=o enthaltenen Punct. Verwandtschaften von 

cpCxyx'y' ) *^ o 
der Art v /i^ darstellt, sondern dass alle letztgenannten Verwandtschaften von 

;r(xyx'yO = o ' * 

nnserer jetzigen gleichsam umhfillt werden. Wenn wir nämlich diejenigen Curven 

9(a/?x'yO s 9)'(X'y') = 0, 9(ydxY)s9)''cxY) =o, etc. suchen, welche mit den verschie- 

denen Puncten c' oder ^ , c oder .1 etc. einer primitivi^n Curve c'cc'^ nach 

y =! /9 ' y = d "^ 

der gegebenen Gleichung <p(xjx'j^) =s: o analog sind , wenn wir z. B. nach $. 47 die den 
verschiedenen Puncten c', e, &' etc. nach der Gleichung xy'+yx'~2xy » o entsprechenden 
Geraden F'c'G' oder ay*+ßx* — 2a/J = o, FcG oder yy'+fa'— 2yJ ^ o, etc. suchen, and 
nehmen alsdann die analoge Curve C^CC'S welche alle diese analogen Geraden FVG^, 
FcG, etc. oder überhaupt alle diese analogen Curven '9(a/}xY)^=09 9Cr^xV)= o etc. am* 
hüllt, so ist diese UmhüUongs-^Curve C^CC diejenige, welche mit der primitiven Curve c'cc'' 
Aach unserer jetzigen singulären Umhüllungs-Verwandtscbaft analog ist, während die verschie- 
denen Puncte der Curven ^(cc/^V>=o, <pCySx'j^) = o, etc. in irgend einer anderen Weise 
verbunden, diejenigen Curven andeuten, welche mit der primitiven Curve c'cc'' correspondiren 
nach den verschiedenen particulären, von der vorigen Verwandtschaft umhüllten^ und durch 2 



Gleichungen von der Form ^^^^J * ^ angedeuteten Punct-Verwandtschaften. 

^ ;f(xyxy) =0 « 

$. SS. Da die gegebene endliche Gleichung 9(xyxY)»W=o die DiSbrentialgleichung' 
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dW . dW . dW . , dW., , 

^dx + 5^dy + 3^,dx'+ 3^dy=o 

zar Folge hat, aufi welcher wir, wenn wir sie mit unserer Torigen Differentialgleichung vei>* 
Inndeüi folgende andere Differentialgleichung 

r-r ^^ + m dy' = o 

dx' dy' ^ , 

erhalten , sa erkennen wir, dasa wir unsere jetzige Verwandtschaft auch durch die 2 Glei- 
chungen 

^(xyx'yO s W = ^ ^^ + JyT^y = ^ 

darstellen können, wie wir z. B. in $. 43 die Verwandtschaft 

2xX' = +1 2yY' = +1 1 

nicht allein durch j 

Ws*-4 2 = und j — dx + :, dy = o oder -^^ = — ^ 

y X . dx dy ^ y^dx y' 

sondern gleichzeitig auch durch 

W = xy'+yx'-2xy = o und 3^ dx' + g^ dy' = o oder ^ = - J 

ausdrückten ; oder, wean wir es geometrisch ausdrücken : Suchen wir die mit den verschieden^ 
f uncten C, C etc. einer analogen Curve C'CC nach der gegebenen Gleichung yCxyx'y') =3,0 
Dorrespondir^den primitiven Geraden od^ Curven tpOcfm'ß'} = 0, vCxy/^O =3 0, etc., so 
stellt auch umgekehrt die Umhüllungs-Curve letzterer Curven die primitive Curve c'cc'' dar, 
welche die Curve C'CC nach unserer jetzigen Umhüilungs-Verwandlschaft zu ihrer ^aloge^ 
Curve hat. 

S. 56. Nehmen mr z. B. folgende Gleichung 

W s g>(xyxy) s (ax+by+c)x'+ (dx+ey+g)y'+ (hx+jy+l) =s= 0. 
welche, je nach den verschiedenen ihr beigefügten endlichen Gleichungen ;i:Cxyx'yO =s= den 
Complex unendlich vieler verschiedener Punct-Verwandtschaften ausdrückt, d. h« sojcher Ver- 
wandtschaften, wobei die Figuren Punct für Punct correspondiren. [Unter welchen Ver- 
wandtschaften sich nach $. 51 bei gewisser Specialisirung der CoSfBcienten a, b, c etc. audh 
unendlich vide CollineatioBen befinden.] Wenn wir nun dieser Gleichung, nicht eine endliclp« 

dW dW 

Gleichung, sondern die Differential-Gleichung ^-^ dx + ^ — dy hinzufügen, so i^teDt dieser Au^ 

druck eine einzige bestimmte Verwandtschaft dar und zwar die allgemeine R^ciprocitfit, wor 
nach die mit einer primitiven oder aQalogen Curve correspondirende analoge oder primitive 
Curve diejenigen analogen oder primitiven Geraden, welche . den verschiedenen Puneten d^ 
primitiven oder analogen Curve entsprechen, alle umhüllt. 

S. 57. Bei allem demjenigen, was wir bisher von den geometrischen Verwandtschaften 
SBtersuchten , beschrinkten wir uns inuner auf den einfachen Fall sQ)cher Veirwandh 
Schäften, welche je 2 Figuren-Gruppen A, B, C etc. und A^ B^ C' etc. mit^einander verban- 
den , d. h. so, dass die Figur A mit der Figur A^ B mit B^ C mit C^ ^\c, nach der gege- 
benen Vwwandtsohaft correapondirte. Demi auch dann noch (fräS), a^ wir VerwandU 
aohaften betrachielen , wodurch eine Figur A mit 2 oder > 2 analogen Figuren A^ und Q^ 
gleichzeUig verbunden war, dachten wir uns die zwischen A und A^ stattfindende Verr 
wnndttM^haft als eine für sich bestehende, ohne zur Vorstellung dieser Verwandtschaft 
noch die zweite Figur B' ztt brauchen. Von complicirterer Art sind die zwischen mehr ab 
xwei Figuren bestehenden gemeinschafllichen Verwandtschaften. Ue))erdiess beschränkten 

6 
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irir uns immer auf den einfachen Fall, wo man je4e der beiden einander verwandten Figo- 
Ten in einer Ebene annimmt, sodass nnr 2 Gruppen yoq je 2 Coonttnaten xj und x'y^ oder 
überhaupt {ly und 0V in Betracht kommen. 

Beide Beschränkungen aber mässen, soU man die Theorie der Yerwaadtechailem 
überhaupt untersuchen, nothwendig aufgehoben werden. Erstens also kommt diejenige Art 
Ton Verwandtschaften in Betracht, wobei mau die eine von den beiden einander yerwand- 
ien Figuren als in einer Ebene liegend, die andere als Im anbesohriakleii Räume ansge^ 
dehnt sich vorstellt, sodass die Verwandtschaft gegeben ist durch eine Gruppe von det- 
diungen von der Form tQsfzxfj') = o d. h. durch Gleichuqgen , w^lcb^ je eine Gruppe von 
3 Coordinaten Ifjl^ mit einer Gnippe von S Coordinaten g't' verbinden. Ferner ist derjenige 
Fall zu untersuchen , wo man sich die beiden Figuren im unbeschrfinklen Räume aisgerfebal 
vorstellt und daher 2 Gruppen von je 3 Coordinaten £17^ und ^Vr' durch verschiedene Glei- 
chungen von der Form f(xyzx'yV) = verbunden erhält» Endlich ist die grosse Menge 
derjenigen VerwanAschaften zu unteiv;uchen, wodurch je 3 oder überhaupt Je p Figuren in 
eine gewisse gem^schafUiche Verbindung kommen. 

$. 5& Es werden die Verwandtschaften letzterer Art dnreh eine Gmppe vea Gletobnn- 
gen zwischen 3 oder überhaupt zwischen p verschiedenen Gruppen von .Coordinaten ausge- 
drückt. Und zwar können diese Coordinaten-Gnqypen je 2 Coordinaten alle enthalten, was 
dann stattfinden wird, wenn aüe p Figuren in einer Ebene liegen ; oder aber es kann Jede 
Coordinaten^rappe ans 3 Coordianten bestehen, wenn man rile p Figuren als im nnbesehrink- 
Ien Räume Hegend iidi vorstellt; eder es kann sich endUeh auek ereignen , daes man gt^ 
wisse von den p Figuren als im Ranne, andere als in einer Ebene liegend ^oh denkt, in 
wdchem Falle gewisse von den p Coordinaten-Gruppen bioas 2 , andere dagegen 8 Coordi- 
naten enthalten werden. 

Ein Beispiel eines solchen zwischen p>2 Figuren-^Groppen A, B, C, etc. , A% B% 

C, etc. . . . A^^ fi^, C^, etc. . • • bestehenden gemeiaschaMichea Saaammeahaags gibt die 
durch die 4 flleiohnng^ 

anijgedrilckte Verwandtsebaß, wodurch, sobald ein bestimmter Punct der primitiven 

ffgur A gegeben ist, sogleich der Complex der beiden in der awellan und drMteii Pigvr den 
ftmcte _ ^ leziehnngsweiae avalogen Puncte ^ " tmd ^^ ^ ^^^ gegeben Ist Bagagen 
ial die durch die zWef <GliMimmen 

ansgedrftekte ▼erwandteebaft eine sefldie, wodardh, sobald ^ler Gemplex eines besUmniten 
Pnactes ^ ~ « -der lecsten Figur A und eines bestimmten Punctes , ^. der priaitivea 

y — p *Y -aa: p' 

Figur A^ gegeben ist, alsdann der in der drMen ffigur A'^ dem vorigen ftmcten^ConipkK 
analoge funct ^ ^ bekannl ist. 

g. 9d. 'Wir erkennen aus dem in $. 67 und %. 58 Gesagten, <daas iKe in dt e n er Sdnill 
niedergelegten Ohtersuehungen nur einen gana Meinen Ikell der Vkeorie «derVervandkMaliaf» 
ten 'dbei^baupt umfassen, da der aKgemciine begriff ekier Terwandlaskaft Mfender iüt 

fis seien n gewisse TerinderlMe oder Coerdinalen x, y, z, etc. dnrdi eine Grappe 
von tn ^lelchmigni 

'fl[xyz • . .«ele.} ss o V^mu . * .«tco s= elo. 
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gegenseilig verbuadeii. Und zwar ndgen diese n Coordinalen entweder mur solche sein, 
welche die Lage .eines Pnnctes oder überhanpl irgend einer Elementar-Curre in der Ebene 
oder im Räume bestimmen, in welchem Falle durch die Grnppe der m Gieichungen eine ge- 
wisse Figur A aosgedrfickt wird ; oder aber es mögen sich auch anter den n Coordinatm 
einige befinden, z. B. die Zeit t, die Wanne w, etc., welche die verschiedenen messbarea' 
Qualitäten irgend eines Elementar-Punctes oder Elementar-Köigiacs andeuten, in welche« 
Falle durch die Gruppe der m Gleichungen 

fCxyztw . . 0=0 F(xyzlw ...) = <> etc. 

das Gesetz angedeutet wird, nach welchem die verschiedenen messbaren Qualitäten uasores 
Elementes sich alhnähtig ändern. So auch sei zweitens durch eine Gruppe von m^ zwischen 
n^ anderen Coordinalen £', j^^, (', etc. stattfindenden Gleichungen 

Hi'^V . • . etc.) =: F'(5'jy'?' . . . etc.) = o et«, 

eine gewisse Figur A' oder überhaupt ein gewisses Aenderungs-Gesetz A' angedeutet. tSme 
dritte Figur A^' oder überhaupt ein drittes Aenderungs^Geseiz A^' sei aiigedenlet durch eiae 
Gruppe von m^' Gleichungen 

f'C^"ö"i''. . • etc.) ^ F"(v'V'i'/. . . ete.) s o etc. 

welche n^' neue Coordinaten gegenseitig verbinden. Denken wir abdann die (n+n'+n''+ 
...z=sg) Coordinaten x,yyZ,... SWt^',.. .k.f'^,o'',T'<,*.^.. durch q verschiedene Gleichungen 

V<aiyz . . . IVC- . • p'VV. • «= o 
X(JY^ . . . $V?', • • ^"ö"»". ♦ .) » e ete« 
verbunden, so wird durch diese Gruppe von q Gleichungen eine Verwandtschaft swisohen 
den p Figuren»-Gruppen oder überhaupt zwischen den p Gruppen von Aenderungs-Gesetaen 
A,B,C . . • A',B',C'. . . A",B",C" . . . angedeutet. 

S. 09. Ungeachtet der grossen Allgemeiidieit des vorigen Begrifft, muss er dennoch, 
soUeQ wir die Ilieorie der Verwandtschaften übeiiiaupt untersuchen., noch veraUgemeinert 
vrerden. Denken wir uns nämlich eine die p Figuren A, A^ A^^ etc. verbindende Ver- 
wandtschaft a, wobei wir der Einfachheit wegen den Fall nehmen wollen, dass zwischen 
2 Figuren 

«^\-=» und J;r? '='*> die Verwandtschaft ^^;^J « * 
F(xy) = o FCu'vO = o XO^Y^ «* ^ 

stattfinde. Denken wir uns zweitens eine andere^ zwei andere Figuren B und B' Teriundende 
Verwandtschaft b; es möge z. B. zwischen den 3 Figuren 

aMtfinden, wobei wir diese Verwaadlscbaft b von solcher Natur uns denken wollen , dass 
die Functionen v^ und ;t' «i^ <ien vorigen Functionen y und x beziehungsweise identisch 
seien. Alsdann wird durch irgend 4 Gleichungen von der Form 

^Kxyu'v'XYü'VO = o ^'(zyu'v'XYiJ'V') c^ e y"0 . f= o ff '"<* . .) = o 
eine neue Verwandtschaft r au^edrücltt) welche die Verwandtschaften a uadb oder 

V<^V)=5 - vCXYU'V')=o 

;f(xyu'vO = o ^""^ ;^(XYU'VO = o . 

gegenseitig verbindet, und welche zu diesem Verwandtschaften-Paare a b die nämUche Be- 
ziehung hat;, wie die Verwandtschaft a oder b zum Figuren-Paare AA' oder BB'. Es stell! 
daher die Verwandtschaft y, in Bezog auf die Figuren-Paare AA' und BB', so zu sagen, eine 
Verwandtschaft der zweiten Ordnung dar. Und in ähnlicher Weise kdnnen wir, wenn wir 
mk unserer Argumentation weiter gehen, uns auch Verwandtschaften der dritten. oder hd- 
kefen Ordnung vorsteUen. 
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$.61. Wir wollen uns jedoch auf dieses unabsehbare Feld von Untersuchungen nichl 
femer einlassen, sondern uns bloss auf folgende Bemerkungen beschrfinken : 

Die geometrische oder physische Bedeutung irgend einer Ghruppe von q ffleichungeB 
zwischen s Terschiedenen Verftnderlichen oder Coordinaten Iftsst sich , jenachdem wir diese 
Veränderlichen als eine einzige Gruppe von Coordinaten betrachten oder aber in mehrere 
Gruppen theilen, in verschiedener Weise vorstellen. Erstens nämlich können wir jede der 
q Gleichungen in der Form 

f(ryzlw . . . etc.) = o 
schreiben, d. h. wir können die s Coordinaten betrachten als s verschiedene Bestimmungs- 
Weisen der Lage eines Elementar-Punctes oder überhaupt als die Bestimmungen s verschie- 
dener messbaren Qualitäten eines sich allmählig ändernden Elementes unseres einzigen Coor- 
dinaten-Systems, in welchem Falle die gegebene Gruppe von q Gleichungen ein Gesetz an* 
d^tet, welches zwischen den gleichzeitigen Aenderungen der s verschiedenen Onaliiiteii 
dieses Elementes einen gegenseitigen Zusammenhang darstellt. Zweitens können wir die s 
Veränderlichen in p Gruppen theilen, welche beziehungsweise die n Veränderlichen x,7,z, ..., 
die n' Veränderlichen S', ^', C, ... , die n" Veränderlichen (>", a", r", ..• etc. enthalten, in wel- 
chem Falle jede der q Gleichungen in der Form 

V<xyz . . . g'iy'C' . . . (>'W' ) =ss 

geschrieben werden muss, sodass die gegebene Gruppe von q Gleichungen eine zwischen p 
Figuren A, A^ A'^ etc. bestehende Verwandtschaft andeutet , oder fiberhaupl eine Verwandt- 
sohaft, welche den gegenseitigen Zusammenhang darstellt von p verschiedenen Aenderungs-Ce- 
setzen, welchen das Element des Coordinaten* Systems xyz . . . ., das Element des Systems 
SVC'- • M d>s Element des Systems ^'V'r'<. . . . etc., bei ihren allmähligen Aenderongea 
unterworfen sind. Drittens können wir (wenigstens wenn die Anzahl s unserer Verinder- 
liehen gross genug ist), jede der p verschiedenen Gruppen, worin wir unsere s Veränderli- 
chen getheill haben, aufs Neue in Unter-Gruppen theilen, und jede der q Gleichungen z. B. 
in folgender Welse 

9[xy . . . . , u'v'. • . . etc., xy , u'v* . . .. etc., XY. . . ., Ü'V etc.] = o 

schreiben, in welchem Falle wir uns die gegebene Gruppe von q Gleichungen als eine p 
verschiedene Verwandtschaften gegenseitig verbindende VenvandtschaA der zweiten Ord- 
nung vorstellen. • 

$. 62. Wir können uns daher auch eine Verwandtschaft dadurch verdeutlichen, dass 
wir uns die die Verwandtschaft ausdrückende Gruppe von q Gleichungen als eine Figur vor- 
stellen oder Aberhaupt als das Gesetz andeutend, nach welchem die s verschiedenen Qua- 
Iftäten oder Coordinaten des Elementes eines einzigen Coordinaten-Systems sich ändern. So 
wird z. B. die in §. 17 untersuchte geometrische Bedeutung derjenigen Verwandtschaften, 
bei welchen die Coordinaten des einen Systems aus einer Gleichung oder aus beiden Glei- 
chungen verschwunden sind, verdeutlicht durch Vergleichung mit den im Räume liegenden 
Cun^en oder Geraden, welche der einen oder anderen von den 3 Coordinaten-Bbenen XT, 
XZ, YZ oder aber der einen oder anderen von den 3 Coordinaten- Axen XOX^ TOT% 
ZOZ' parallel sind. 

Da indessen die Anzahl derjenigen Veränderlichen, welche im Ausdruck einer p Figures 
A, A^ A^' . . . verbindenden Verwandtschaft a. vorkommen, nach $. 59 die Summe 
a = n+n'-fu'^ 4- ... derjenigen Veränderlichen ist, welche im Ausdrucke der verschie- 
denen Figuren beziehungsweise vorkommen, so folgt, dass, wenn wir uns eine Verwandl- 
schaft als Aenderungs- Gesetz vorstellen wollen, die Anzahl s der Coordinaten des durch 
Vereinigung der p partiellen Coordinaten-Systeme hervorgehenden neuen Coordinaten-Syslei 
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im Allgemeiaen allzu gross sein wird, als dass wir uns dieses Aenderongs^Gesetas als Fignr^ 
d. h. als das Gesetz, nach welchem die Lage eines Punctes sich änderte, vorstellen könnten» 
sodass wir, wenn wir den geometrischen Begriff einer p Figuren verbindenden Verwandt» 
Schaft uns als Aendemngs-Gesetz vorstellen wollen, meistens genAthigt sind, noch physische 
Begriffe von Zeit, Wirme und dergleichen herbeizuholen. 

Es Iftsst sich indessen die Anzahl dieser der Geometrie fremden Begriffe , welche wir 
unserer Vorstellung einer Verwandtschaft einzuverleiben genöthigt sind , verringern durch 
die Bemerkung, dass jede Gruppe von q Gleichungen, welche s Veränderliche verbindett 
sich du^ch successive Elimination von je q — 1 dieser s Veränderlichen auf eine Gruppe von 
q Gleichungen reduciren lässt, deren jede bloss s — q+1 Veränderliche enthält, in welchem 
Falle es sich öfters ereignen wird, dass diese Zahl s— q+1 nicht grösser als 3 ist, sodass 
diese s — q+1 Veränderlichen sich als die 3 rein geometrischen Coordinaten xyz betrachten 
lassen. So können wir z. B. den Ausdruck der allgemeinen Affinität 

ax+by+cx' + dy'+l =5 o ex+fy+gx'+hy'+l =s o 

auf die Form 

x' = Ax+By+G y' = Dx+Ey+G 

reduciren und uns alsdann letztere Gleichungen verdeutlichen durch die Vorstellung zweier Ebenen 

z = Ax+By+C und z = Dx+By+G 
So auch können wir die 2 die allgemeine Coliineatton ausdruckenden Gleichungen 

^i_ ax+by+c fx+gy>i-h 

dx+ey+i dx+cy+i 

uns verdeutlichen durch die Vorstellung zweier HyperJ)oloide : 

dxz+eyz— ax— by-f z— c = o dxz+eyz — fx— gy+z— h = o. 

§. 63. Es ist jedoch zu bemerken, dass wir in dieser Weise eigentlich nicht die Ver- 
wandtschaft selbst , d. h. den ganzen Complex aller q Gleichungen , uns vorsteUen , sondern 
uns nur eine einzige dieser q Gleichungen durch jedesmalige geometrische Vorstellung ver— 
deutlichen, sodass es uns keineswegs erlaubt ist, den Complex dieser q partiellen Vorstellun- 
gen als den Ausdruck der Verwandtschaft zu betrachten. So dürfen wir in unserem vorigen 
Beispiele die Affinität oder Collineation uns keineswegs als die Durchschnitts-Gerade der 
2 Ebenen oder der 2 Hyperboloide uns vorstellen, da dieses erfordern würde, dass zu den 
beiden Verwandtschafls-Gleichungen noch die dritte Gleichung x'=y' hinzukäme, d.h. dasa 
wir nicht das Verwandtschafts-Netz, sondern eine Kette des Systems xyxY betrachteten, 
und zwar die die 2 bestimmten Geraden x'-y'so und (A-D)x + (B'-E)y + (C— G) = o 
verbindende Verwandtschaft. 

Bei gewissen Verwandtschaften indessen von specieller Natur lässt sich, nicht nur 
jede Verwandtschafts-Gleichung an sich, sondern auch die ganze Verwandtschaft durch die 
geometrische Darstellung einer Curve von doppelter Krümmung veräinnllchen. Nehmen wir 
z. B. folgende Verwandtschaft 

x'-x = b x'-2y'= o 

wodurch nach %. 164 angedeutet wird, dass die primitive Figur sich beim Uebergang zur 
analogen Figar parallel mit der Coordinaten-Axe YOY^ verschieb! und gleichzeitig eine un- 
endliche Zusammenziehung nach der Geraden x— 2y = o hin erleidet. «Da nun der Com-^ 
plex unserer beiden Verwandtschafts-Gleichungen hier nur 3 Coordinaten xxV enthUt^ 
so können wir unsere Verwandtschaft uns jetzt vorstellen durch eine im Räume befindliche 
Curve, und zwar in unserem Falle von einfacher Krümmung, d. h. durch die Gerade 

x<-z 33 b x-2y =5 o 
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S» 64. Dia iwigclMai u/gead 2 diuioder vcarwaadten Corvea^s. B. zwfackaa der primi. 
ÜTen Cnrve ^(&|) =3 o and der aaalog^n Caire ^'(o'yO scs statüadeade Yerwandtechafl 
hi^ea wir aaa bisher iamier gedacht ala bervorgabraahl daroh einen zwiacben den Coordt-^ 
nateiKWertben der analogen Elemente diea«r Canren stattfindenden ZaaamaMnbabg 

Wir erbielten 80 aus der Gleicbang der prinütiTen Cnrve 9(1^) ?= nacb $. 9 die der 
analogen 

wenn wir die in der primitiven Gleicbang vorkoaiaiende Function 9 nngeandert Uessen, aber 
die in dieser Gleichung vorkommenden Coordinatea $ und. 17 (so lange wenigstens die Yer- 
wandtschafk die allgemeine Form Uro. 4 von §. 4 bitte}, durch gewisse Fanetionea anderer 
Coordinaten ersetzten, und zwar durch diejenigen Coordinaten-Fanctionen ^o^r') und xC^^'O» 
womit die Coordinaten § und 17 nacb d^ gegebenen Verwandtscbaft beziehungsweise iden- 
tisch waren. Und hatte die gegebene Verwandtschaft die specielle Form Nro. 2 oder Nro. 3 
von $. 4, so erhielten wir ans der Gleichung der primitiven Cnrve die der analogen, wenn 
wir die Function 9 wiederum ungeaadert Hessen, aber die Coordinaten l und 9 beziehuigs- 
weise durch Functionen Ui.V^O ^^ JtCI'^O dieser Coordinaten oder unmittelbar durch 
die neuen Coordinaten o' und i^ ersetzten. 

Nun können wir aber auch noch in anderer Weise von der Gleichung der primitiven 
Cnrve zu der der analogen gelangen. Es hat nämlich letztere Gleichung, im Falle die Yer- 
"wandtschaft die Form Nro. 2. von §. 4 besitzt, eine solche Form 

dass sie von der primitiven Gleichung bloss in Bezug auf die Functionen 9 und 9' versehie- 
den ist, dagegen in Bezog auf die Coordinaten l und 37 mit ihr übereinstimmt *). Und auch 
dann, wenn die Verwandtschaft die Form Nro. 3 oder Nro. 4 von $. 4 besitzt, können wir 
die analoge Gleichung als von der primitiven bloss in Bezug auf die Functionen 9, 9'', 9'" 
verschieden ans vorstellen , wenn wir die erhaltene analoge Gleichung ip(aV) = o oder 
4f\a'%'y = mittelst des zwischen den Coordinaten-Systemen Itj und ot stattfindenden Zu- 
sanunenhangs 

T ^ Fa^i^ "*' *"• t' ^ f(5V) 

auf die Form 9(0'»') = 9>lfQ'n% ''(S'^Ol = ^''(S'^O = o 

oder 9'(ö''0= 9lfaWh tS'^OJ = 9''"aV) = 

beziel^ongsweise reduciren. 

Wir erkennen hieraus, dass wir uns eine Verwandtschaft auf zweierlei Weise vorstellen 
können: Erstens als Coordinaten- Verwandtschaft, d. h. als eine solche, wobei 
nnan die Gleichung der analogen Corve aus der der primitiven erhalt, wenn man die in 
der primitiven Gleichung vorkommende Function 9 ungeandert lässt und nur die dorch 
diese Function verbundenen Coordinaten | und fj durch andere Coordinaten oder Coor- 
dinaten-F^nctionen ersetzt Dann aber zweitens als FuActionen.VerwandtSGkaft, d. b. 
als eine solche, wobei in der primitiven Gleichung die Coordinatea | and if ungetadert 
bleiben und nur die sie verbindende Function 9 durch eine andere Fnnctioa 9' oder 9'' 



*) Denn dass die in der sweiten Gleichung vorkommeodea Coordinaten aecentoirt sind, bedentet nach 
$• 9 keineswegs, dass sie von den Coordinaten { und tj verscliieden seien, sondern dass diese nn- 
verändert gebliebenen Coordinatea jetit die analoge Corvo hasliiaaion sollon. 
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oder fp'*' enata^ wird. Und dte^n beiden VersMlQBgfr-Weiseii int aisdaiiH aeeh eine dritte» 
ans den beiden Torigea gebadete hiesüBufi^gen, wonech mm. die epaloge Gieicbuey q^ia^t*^ » o 
ans der primitiven fCi^f) «s o dednrch, dasa «Idohseitig Aioctiea nnd Ceerdinaien geändert 
werden, herleitet, sodass man sich die Verwandlachaft hier ans dem Complex einer Fnn*^ 
eCioaen^ und einer Coofdinaten>^Yegwapdtscteft eehildei denkt. 

§. 65. Es ist nun aber wohl M beachten, dass ^ enimnte 3 Verwandtsohafts-Arten kei-- 
neaw^s versebiedene individneUe Verwfoiidtsoheftw bedeuten, in solcher Weise z. B. dass 
alle Yffwandtschafien in 3 Greppen ni 4heileii würen , daren erstere alle Goordinaten.Ver- 
wendischaften entMeli, die sweitte alle FnndKonen-^Verwandtschaften etc., nnd dass eine Ver« 
wandtschafi, welohe m der ei»m oder enderen von dtesesi 3 Gnippen gehörte, nicht gleieh- 
zeitig zu den beiden änderten Gnippen gdiAren könnte — sondern dass wir hier bloss 3 
verschiedene Yorslldlttngv}f>W^sen jeder individnellen Verwandtschalt vor uns haben. So ist 
z. B* diejenige Verwandlscbaft, welche irgend eine analoge Curve 

g s q^(a,b) = (pltpaWh X(,IW)] = 9W) = n^QW)] = 
mit der primitiven Caorve c s fih!) ^^ o verbindet, glekhzeHIg eine Goordinaten-Verwandt- 

Schaft ^ ™ ^/V ^^^ ®'"^ Functionen-Verwandt^chaft y'ßV) = ^t^ß'^O] oder g = F(c). 

M9rarden> ißi die nimli^ amloge Corvo milt den primttiyeii Cnrven a = V'CI^} = o nnd 
b s yXbfi =^ ^ dnrch (die Funetionen-V^wandtscbaft g « q>(ßi^i) und mil den primitiven 
£W(fm d 5 { px ii»d e £s iy sae: donsh den Complex einer Funotionea^-Verwandtschaft 

g = 9)(a,b) nnd einer Coordinaten- Verwandtschaft \ )" / V verbunden. 

S- 66, IVenngleich also unsere 3 yerwaedtoeh9fts-Arten hierin mü einander Oberein«- 
ßtjoifnen , dass der«h alle 3 die niHkliohe individneHe Verwandisdiaft amsgedridct werden 
JnüHi, «a M^ dennoeh die N^tv dieser dm Arten von Verwandtsohnflen . in vielen anderen 
DiMif iQhteo eelur nm einander wrachieikn. 

Erstens nämlich drQckt eine Cpordinaten-Yjerwandtschaft * ^'*** w ?•? den gegenseitig 

gffn KuAiinsienbaing itor analogen Pan^e oder itberbeupt der analogen Eleamnte, welohe die 
anlegen (Cmen diqrstelkn, «ns, ^Keineswegs degegen di^ >der analogen Cnrven 9($iy) ts o 
und 9'(g'j70 = selbst, ineofern diese ris cän 'GeoAes betraohlel werden. Es conrespcoidiret 
aino mit ;einander imch einer Cooidinnlen-Verwnndtschaft keine andere wm sich betrechtete 
Cprven, als djejenjgen Gecaden oder andere ElementarrCurvep, welche die Elemente des be^ 
nutzten Coordinaten^^slefl^ XY oder §^7 darstellen. Dagegen bei einer Punctionen-Verwandt« 
aohaft g s 9(n,jb) «orreepondirt «war die Cnrve gsqo als Indimdnnm helrachtet, mit den ganzes 
Cnrven apn^i und fapso , keineswegs jedoch ^leadizeitig auch jeder Annct oder jedes Eiemeal 
der Curve g=:o mit einem Pnncten- oder Elem/enten-Paare der Cnrven a=o nn4 b^^^ 

{. 67. Zweitens ist bei den Coordinaten-Verwandtschaften der einfachste ved in 4ie» 
aar fichrifl fast ff)Iein nntersnebte Fall derjenige , dass man siiA cdne eolcbe Vemmn^tschafi 
als ibloss S'Wet tFignaen A und hf gegenseitig witw4e»d vorsteKI; nur Weniges ist In g. B6 
nd '§. M ttber diijenigen ^JeerünatenrVevwanitaobeften gesagt werden , welohe 8 o^f^ 
tterhaapt p fliguren A, A', hff «le. fegensei% veetiinden. Dagegen isi bei 4en AmcHoneii- 
Verwandtschaften der interessanteste ni^d api meßten yorkopune^de Fall deijepig^^ if^9ß UMip 
sich drei Figuren g=so^ a=o, b=o 4<nrcb eine solche Verwandtschaft gegenseitig verbun. 
den vorstellt. Man denkt sich nämlich alsdann diejenige Ceovdinaten-FujpK<tion ^ 5 9*(&ni^ 
die = o gesetzt, die Gleichung ^'(S'^O = oder ff^'d^ß^üz o ^ier analogen oder pri- 
mMnen Corvo .ansdrOcken aoll, als am Function q = «f (nyb) von nwei anderen Coor^ 
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dintton-Faiictionen a und b, welche =o gesetzt, beziehungsweise die Gkichangen der bei- 
den primitiven Curven a = ^P&i) := o und b = xHi) = ^ ^^^^ ^^'^^ ^'^ ^^ beiden analo* 
gen Carven bedeuten. Zwar gibt es auch bei den Fnnctionen- Verwandtschaften dnige, 
welche bloss 2 Figuren g=o und c=5 gegenseitig verbinden, welche die Form g s F(c) 
besitzen. Indessen gibt es unter letztem Vrawandtschaften nur wenige interessante; denn so- 
bald die Function F der Bedingung F(o) = o unterworfen ist, hat die Bedingung c=o die 
Bedingung g=o zur Folge, sodass alsdann die analoge Curve gt=o entweder mit der prlnd- 
tiven Curve c«so ganz identisch ist oder doch wenigstens diese Curve c=50 als Zweig &al^ 
hält. Und es bleiben daher für diejenigen Functionen-Terwandtschaflen, welche zwei wirk- 
lich verschiedene Curven g=o und c^o gegenseitig verbinden, nur wenige übrig, z. & die 
Verwandtschaft g = c+C woselbst C eine arbitrfire Constante bedeuten mag. 

$. 68. Ein dritter Unterschied zwischen den hier betrachteten Vorwandtsckafls-Arten 

ist folgender : Wenn man bei einer Coordinaten- Verwandtschaft * ,l/^i\ diejenige Fim- 

ction ipC^Tj) oder (p^il'fj^)^ welche s=ro gesetzt beziehungsweise die Gleichung der primitiven 
oder analogen Curve liefert, mit einer beliebigen Constanten C oder C' beziehungsweise mul- 
tiplicirt, so bleiben nicht nur die einander verwandten Curven, wenngleich sie jetzt durch 
C><9>(S^)=ro und C^X9>'(§'j9')=o ausgedruckt werden, unverändert die nftmlichen, sondern 
auch auf die zwischen ihnen stattfindende Coordinaten-Verwandtschaft hat die £infiUinmg 
dieser Arbiträren C und C keinen Einfluss. Wenn wir dagegen bei einer Functionen-Ver- 
wandtschaft g ~ 9>(a,b) die Gleichungen der beiden primitiven Curven a s y^Qi) = o und 
^^xGn)^=o mit einer Constanten C oder C^ beziehungsweise multipliciren, so bleiben zwar 
üiese beiden Curven so wie auch die ihnen analoge Curve g=o unveröndert, es ändert sich 
jedoch die zwischen diesen drei Curven stattfindende Functionen-VerwandtschafI g = 9>(a,b), 
da sie jetzt durch die neue Fnnctionen-Verwandtschaft g = 9(Ca, C'b) s 8(a,b) ersetzt wer- 
den muss. Wir erkennen hieraus, dass der Ausdruck g = 9(a^b) eigentlich unendlich viele 
verschiedene im unbestimmten Ausdrucke g s (piCü, C^b) enthaltene Functionen-Verwandt- 
schaflen enthält, wenngleich es unter den Functionen -Verwandtschaften einige wenige gibt, 
welche durch die -Einführung zweier solcher Arbiträren sich gar nicht ändern, z. B. die 
Verwandtschaft gs axb, d. h. diejenige, wobei wir die analoge Curve gt=o aus den beiden 
primitiven a=o und bsso als Zweige zusammengesetzt uns denken. 

§. 69. Wenngleich nach $. 65 der zwischen irgend zwei Curven g^=o und c=o statt- 

findende Zusammenhang sowohl als Coordinaten -Verwandtschaft rw / ^^ auchgleich- 

zeitig als Functionen -Verwandtschaft gsF(c) betrachtet werden kann, so stimmt dennoch 
die Fnnctionen-Verwandtschaft g5F(c) mit der bestimmten Coordinaten -Verwandtschaft 

— * fV ^^ keineswegs an sich, sondern bloss in Bezug auf die gerade betrachteten Cur- 
ven gtso und csrso und in Bezug auf das gerade benutzte Coordinaten-Systea gjy übermn. 
Wenn wir dagegen entweder die einander verwandten Curven oder aber das Ooordiaaten- 
System, mittelst welchem wir sie ausgedrückt haben, durch andere Curven oder ein anderes 
System ersetzen, stimmt die nämliche Functionen -Verwandtschalt g 3 F<c> nicht mehr mit 

der vorigen Coordinaten -Verwandtschaft ?/? sondern mit einer anderen Coordi- 

naten-Verwandtschaft * ^^ .1^ ^ öbcrein. 

$. 70« Wir haben uns in den vorigen Unlersnchungen (mit wnigen Ansnahmen 
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1. E in $. 60), $teti nur eine einsige Terwandtschaft zur Untersucliang vorgelegt- Betrach- 
ten wir jetzt aber zwei Verwandtschaften gleichzeitig. Und zwar mögen diese Verwandt- 
schaften der Einfachheit wegen beide mittelst des nämlichen Coordinaten-Systems IfjaV aus- 
gedrflckt sein. Bei einem solclien Verwandtschaften-Paare nun 

f(5i,aV) = o /'(gi;aV) = o 

P(5iyo'T0 =0 Filn^'t') = o 

gibt es gewisse Elemente des Systems ifjo't\ welche beiden Verwandtschaften gemein«« 
schaftlicb sind^ d. h. es gibt gewisse Elemente des Systems 3^17, welche mit den ihnen 
analogen Elementen des Systems o't' sowohl nach der einen als nach der anderen Verwandt- 
schaft correspondiren. Diese gemeinschaftlichen Elemente sind ffir zwei Verwandt« 
Schäften dasjenige, was fQr zwei Curven f(xy3=o und f(xy)=: ihre Darchschnitts-Puncte 
sind, und die Betrachtung der gemeinschaftlichen Elemente bietet uns also zur Erforschung 
der Eigenschaften der Verwandtschaften den nämlichen Vortheil dar, welchen die Bestimmung 
der AAzahl und der Lage der Durchschnitts-Puncte zweier Curven uns bei der Untersuchung 
der Curven darbietet. 

§.71. Die gedachten Elemente nun müssen den 4 Gleichungen 

gleichzeitig genügen und sind daher auch Elemente eines jeden von den 6 Verwandtschaften 

oder Netzen 

tQtjo't') = fÖ^a'r') =s o ftgjyo'fO = 

F«j;o^i')=o /(CS^aV)= o F(5jjaV) = o etc. 

welche man erhält, wenn man die 4 Gleichungen je 2 und 2 combinirt. Es stellen daher 

diese Elemente nicht nur für die beiden gegebenen Verwandtschaften 

fßi7a'f = o /Ö^a'TO = 

FCSjya'j') = f (I^^o'tO = O 

soadem im Allgemeinen für jedes aus der Combination dieser sechs Verwandtschaften her- 
vorgehendes Verwandtschaften-Paar, wie z. B. 

f(5j7a'»') = o ; . FQ^'t') « 

die, solchen zweien Verwandtschaften gemeinschaftlichen Elemente dar. Es sind überdiess 
die nämlichen Elemente, wenn f, F, f, F aUgemeine algebraische Functionen irgend eines 
fondes bedeuten, die den beiden sechsfach uhbestimmten Verwandtschaften 

fßj7oV)+G,F(|i7aV)+C/(?i7aV}+C»n$iya'T') = o 

Md 

fÖ^a'»04-C7F(gj7dV)+C|/ßi^'TO+C9f(5i7aV) = • 

f(Si?aV)+C|oFßi7a'TO + Cufttiyo'T')+C„rttjja'TO = o 
gemeinschaftlichen Elemente, sftdass sie nicht bloss den beiden gegebenen Verwandtschaften, 

sondern zugldeh yfi anderen Verwandtsobaften n^ &ades genfigen und daher zugleich die 

gemeinschaftlichen Elemente von oc'^ anderen Paaren zweier Verwandtschaften n^ Grades 

darstellen. 

: f. 7% BrUMem wir das Gesagte durch ein Beispiel , und nehmen wir also die zw^ 

Aehnlichkeiten 

(x'-b)= aCx^b) (x^-c) = d(x-c) 

y = ay ™* " y' = dy 

Wenn Wir non in der primilived Figur einen beliebigen Punct p wählen CFig* 6)9 so wird 

die geradlinige Verschiebung pl^ welche dieser Pnnct p beim Uebergang der primitiven Figmr 

7 
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ta der Ihr nach def erst^en Aebnllchkelt analogen Ptgur erRlhH, d. h. wrfcAe dieser Pimcl p 
durch eine vom Vergrösserangs-CeBtram A oder ausgehende a. malige Vergrösserong 



erfihrt, mit der dem nftmlichen Pancte durch die xweite Vergrösserung ^ L^ a 

ertheilten Verschiebung pk im Allgemeinen nicht identisch srin, d. h. es wird der dem primi- 
titen Punete p nach der erstem oder eweiten Verwandtschaft besiebungtweise analoge Punel 
oder k im Allgemeinen nicht mit dem Punkte k oder 1 zusammenfallen. Wenn dagegen pl 
und pk Verschiebungen von der nämliche« Art, d.h. welche in der nimlidieii Geraden sCatt- 
finden, darstellen, sodass die Radii Veotores Ap und Bp mit einander und daher aucli mit 
der Vereinigung»-<<3eraden efAB der beiden Vergrösserungs^Centra susaaimeDfaileii und also der 
Panct p sich in irgend einem Punete e dieser Geraden efAB befindet, so kann es sick allefw 
dings ereignen, dass dieser Pünct e mit seinem analogen Puncto f das verlangte Puneten- 
Paar darstellt, d. h. dass der Ptinct e durch beide gegebene Vergrteserungen die nimlidie 
Verschiebung ef erleidet. Und zwar wird dieses dann der Fall sein, wenn die Coordinate z 
dieses Punctes e den beiden Gleichungen 

(X'-b) rit: a(X-b) UUd (X'-C) tt d(x-^c} 

und daher auch der dritten Gleichung 

a(x-b) - d(x-c) = c— b 
genügt, d. h. es wird dieses Puncten-Paar e und f durch 

^, ^ (ab>>cd)>^(b-c) ^^ ^, _ Cac-bd)^>ad(b— c) 

a— d a— d 

y' = J* tas o 

ausgedrückt. Wenn wir nun jedes Vergrösserungs-Centrum A oder B nach irgend einem 
anderen beliebig gewählten PuncCe A' oder B' der Gemden efAB versetzen, d. h. wenn wir 
die Constatiten b und c beziehungsweise durch ^ neue beliebig gewählte Conalanten b^ od 
c' ersetzen, so wird ersichtlich das Puncten-Paar e und f im AMgemeinen keineswegs gleiob* 
zeitig auch das den beiden neuen AeWIf ehkeiten ' 

(X'— b') sfc «(x^bO ^^^ (X*— oO ac± dCK-cO 
y* tt=5 ay y' t=a dy 

gemeinschafHiche Puniift£ft*faaf sein* Daireh sdiickMche Aenderang indeasen der beiden Ver. 
grösserungen , d. h. weim Wir gleichzeitig auclir die beiden Censlanten a und d durch wwA 
neue gehörig gewählte Constantea a' und d' eiä^aen , binnen wir leicM bewirken, dass das 
Puncten-Paar e und T auch noch bei tmseren neuen Vergrdsserungen das ihnen gemein. 
schaftliche Puncten-Paar darstellt. Oder, um es analytisch auszudrücken: Dasjenige Blemeal 
des Systems xyxy, tvdch^s den beiden gegebenen Aehnlichkeiten 

Ct'— b> Ä a(z^b) ^j (xT-^) es dot-4d 



y t*fc «y y « dy 

g^eitisehafllich Ist, ^f^ zugleich jedem sfuderen Paare ten aoSchen AehnKchlmilan, wie 

tfx^--b) — iKÄ--b33 ^ C>tltx*-MD) ^dcx'^c)] as» <e 
[y'—ay] + C X [y^ -dy] = o 
gemeinschaMIch, welche aus den gegcfbenen betdM Glaiebungen^Paaren i m ( üb AddRiam her- 
vorgegangen sind und sich durch die Bedingung 

a-fCd a+C^d 



C+1 C'+l 

tt ^inet VergrOsserang SpeciaKsirt haben. Letalere (S^^eclaUairung iH aber In 
Hln^icfat enridillich eiee nm Gonsiantblelben des gemeimehaMioben Blemenlea ef 



SedkifWg^ da wir nach S« 71 4lie Wien fegdiaiiDo V^fSTroMenuigM ohoe Acttderwf ilorei 
gemeinschaftlichen Elementes ef durch die beiden AOaUeteo 



(x'—h) M aix^b) • ^j U'~c) Ä d(x~o) 



i 
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y' = dy 7' c» ey 

ersetzen dfirfen. Die ndmlicbe Bescbrinknng ist d«her eu^h in geometrischer Hinsicht eine 
minöthige, d. h. wir können zwei beliebige ia der Geraden efAB hefindHohe PunoteA^ Mmi 
B^ zn Stand-Puncten «weier Affinitaten 

x' 3=s Ak+C ^^ x' s= ax+f 
y' = Ey y' Ä $?i 

wAblen und alsdwn die di« Nator 4tMiser Affinitäten bestimmenden 6 Gonstanten A,€,E9 4i»r,# 
von den Constanten a, b, c-, d dwr gegebenen beiden Aehnlicbkeiten so abhangig sein lassen, da» 
e und f auch bei den Affinitäten das ihnen gemeinscharUiche Puncten-^Paar darstellen. End-. 
lieb 4Artm wir aueh, statt der Puncte A' und B^ 2wei beliebige nicht in d^ Geraden 
efAB befindliche Puncto A^^ und fi^ nehmen zu Stand-Puncten sweier Affinitäten von soL- 
eher Beschaffenheit, dass der Punet e nach der ersteren Affinität mit dem nämlichen Pun- 
cto f correspondire, wie naoh der anderen Atfinität. Oder, um es nnalytisch ansAidrflcken : 
Das den beiden gegebenen Aehnlicbkeiten gemeinichafUicbe Puncten-Paar e und f ist mgleiok 
dasjenige, welches einer beliebigen von den oc^ verschiedenen Affinitäten v<mi folgender Form 
[(x'-b)-a<x-b)] + Ci[(x'^c)-d(x-c)l+C,[y'-ay] + C3£y'-dy] = o 
C<x'-l))-atx-b)]+C4£(x'^c)^d(x-c)]+Cs[y'--ay]+Cö[y'-dy] s o 
gemeinsdinftlich ist mit einer zweiten Affinität, welche von der vorigen bloss dadoreh 
vewehieden ist, dass die 6 Constanten C^, Cj, C^, €4,6^, C^ mit 6 anderen Constanten C7, C» 
C9, C|o, C||, C|3 vertauscht worden sind. 

$. 73. Die 4 Coerdinaten eines zweien allgemeinen Verwandtschaften n^ Grades 

Foß^aV)=0 ™" Fo(5a7oV)aO 

gemeinschaftlichen Elementes des Systemes t^io^^^ müssen, dem Vorigen zufolge, 4 Gleichun- 
gen genügen, deren jede eine vollständige des n^ Grades ist, sodass es bei 2 Verwandt- 
«ehtften n««" Grndes im AUgeneinen nxnxnxnesn'^ versohJedene Elemente des Systems £ir 
gibt, welche, sowohl nach der einen als nach der anderen Verwandtschaft, mit den nämlichen 
Elementen des' Systems a't* correspondiren. *'So hat insbesondere die allgemeine Verwandt- 
sehafi enslen Grades aKiis3:n^ JBinmanto mU der nHgemeinen V^effwandteohaft nu» Gmdea 
giHW^inacihn&lieh. 

.^74. £s int ahnr au beaMorkeii, thm nntar dtMser A^iaU der Irgend zweien VerwamlM 
Schäften gctteinnebafUachna Blemenle iwwoU diqanigM flleinente des iSy^tems itfp^t' «M%e^ 
rechnet sind^ welche ganz reell sind, als auch die theilweise oder gänzlich imaginären. 
Will man sich daher bloss auf diejenigen Elemente d^s Systems t^a'^' beschränken, deren 
fiMfttinntta nHe 4 mett Mid, d: k beidnMi ein feoHer PiiM^t oder OberlMVit ein redlm 
Element der prinuHvcn Kgar mü einrnn m»eUen taanle oder XknMwIe Aer nnalegM ISgwr 
Sowohl nach der einen ab nadi der andenen Verwandtschaft ^ocrespondirt , so erhält man 
im Allgemeinen viel weniger als n*^ Pnncten-Paare. Die Anzahl der gemeinscbaftlic^n Pn»* 
olea«ra«m «wgrtflnael sieh etwas., vmtk waän nnch Jlngn«s* flemeAung (Samntaiv von 
Aalgßkem VoL II pu 41^ moh mS die Conaspondaiiz deijerilgen Pnmte RSohsiehl nimmt» 
)Mi we i n h en eia teeller Pnnei ider pnimiliir« «der nnakgeo Figw mü dMm imnginiKM 
Vlmote ier angingen 4>der i^riiHlifveia 'Sipm «OTWHpettdtfl IGmaat man endKoh nach S. 87 
anch anf di^eiligiin fnarttaM^anre BichiMM, deren Conrdinnten aUn 4 imaginär aind , -d. iL 
bei denen ein amaginäBar Pnndl ^der ptlmiltvnn Figur «il eioeai imagininen der tnalognft 
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Figur correspondirt, so erhilt man die yoUfltindige Ansahl der n^ gemeingchalttich 
direnden Panclen-Paare beider Verwandlschaften. 

$• 75. Von denjenigen Elementen xweier Systeme S17 nnd aV, welche mit einander 
nach einer algebraischen Verwandtschaft n«« Grades 

fniin^'t^y = o Fn(|j7^V) = o 

eorrespondiren, hat nach $. 36 die grösste Anzahl die Form 

5=« ^ = ß a' = a' r'=jJ' 

im Allgemeinen jedoch auch eine gewisse Anzahl stets die speciellere Form 

5 = 00 17 = 00 a'=oo r' = ao 

während es ferner, bei gevrisser Specialisimng der Functionen f und F, sich ereignen kamiy 
dass sich unter diesen Elementen gewisse von einer noch specielleren Form, wie 

5 = « *! ^= ß <f'=:oo t* z= CO 

etc. vorfinden. Es folgt hieraus, dass diejenigen Elemente des Systems S^a'r', welche der 
vorigen Verwandtschaft mit einer zweiten Verwandtschaft n^ Grades 

gemeinschaftlich sind, im Allgemeinen solche sein werden, deren Coordinaten alle 4 endlieh 
sind, da zwar jede von beiden Verwandtschaften nach §. 35 gewisse Elemente des Systems 
ifjo^t' von der Form 

S = ao 17 = 00 0^=00 t'ssod 

haben wird , nicht aber von solcher Art , dass diese Elemente als beiden Verwandtschaftea 
gemeinschaftlich zu betrachten wären; denn diejenigen Elemente der Systeme Igtj und o'f', 
welche mit einander nach der ersteren Verwandtschaft correspondiren, werden im Allgemei- 
nen eine andere Form 

Js=oo 17=00 ?=y a'=:oo r'=:ao -7=^' 

5 o 

haben, als diejenigen Elemente 

g = oo 9 = 00 1 = ' o' = ao r'=oo ^=*' 
welche nach der zweiten Verwandtschaft mit einander correspondiren, sodass man, anck 
wenn f=si wäre, das Element S=oo 17=00 ^ ^= y dennoch nicht betrachten kann als ein 



solches, dessen Correspondenz mit seinem analogen Elemente beiden Verwandtschaften 
meinschafUich wäre. Wenn man aber, während die Verwandtschaften selbst allgemein blei- 
ben, ihre gegenseitige Beziehung so specialisirt, dass gleichzeitig yssi und yhsst^ ist, so 
erhalten diese Verwandtschaften gemeinschaftliche Elemente von der speciellen Form 

5=:qO 17 = 00 i = y o'=ao r'srroo -^sssy' 

Während es sich endlich bei gewissen ^edalisirungen der Verwandtschaften selbst ereigaett 
kann, dass sie gemeinschaftliche Elemente von der noch specielleren Form 

J=:ao 17 = 00 a' sss a^ t^ ss fl^ 

elc. erhalten. 

%. 76. Wenn man; nun — analog der bei den Dnrchschnittspnnoten zweier Cnrveii 
&(xy) =0 nnd FB(xy) = o fiblichen Terminologie, wonach man die sich unendlich entfer- 
nenden Durchschnitts-Pnncte , da sie ihre Exis^nz als Durehschnilts-Puncte in gewisser Be- 
gehung verlieren, nicht zn den Durchschnitts- hmcten rechnet — so anoh als Blemente 
des Systems ifjo't'j welche irgend zweien Verwandtschaften gemeinsdiaflUch seien, Mow 
diejenigen Elemente betrachtet, deren Coordinaten alle 4 endlich sind, so ist unsere obige 
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BehaHplong, dass 2 Verwandtschaften n«» Grades n'^ Bfemente gemeinsckaftlfch haben, bloss 
auf den Fall zweier yollsiftndigen VerwandCsebaften des n«« Grades zn beschrftnken. Weim 
daher die Punclionen (FfF, nnd daher auch die Verwaadtechaften seibat, nicht mdkr yoU- 
stindige des n^ Grades sind, so wird es sich Öftars ereignen, dass die normale Anzahl Ton 
n^ gemeinschaftlichen Elementen sich rerringert 

Hätten wir z. B. zwei gewisse Verwandtschaften n^ Grades, welclKT sich wegen der 
speeiellen Fofm der Functionen f¥fF auf den Ausdruck 

beziehungsweise reduciren Hessen, so würden die Coordinaten o' und t' der diesen Ver- 
wandtschaften gemeinschaftlichen Elemente durch 

d. h. durch 2 Gleichungen des 9(n^l)tw Grades bestimmt werden, sodass die Anzahl der 
gemeinschaftlichen Elemente, wenngleich mr Verwandtschaften des nt« Grades yor uns bit- 
ten, dennoch nicht n'^ » [nxn]% sondern nur [%(n— !)]> betragen wflrde. 

So auch werden die Coordinaten a^ und r' derjenigen Elemente des Systems SJ70V, 
welche folgenden beiden Verwandtschaften n^» Grades 

5 = ^fy; und 5 = V^n(.V) 

gemeinschaftlich sind, durch 2 Gleichungen des n^«" Grades 

bestimmt, sodass solche zwei Verwandtschaften, statt n* gemeinschaftlicher Elemente, deren 
bloss n^ haben. 

|. 77. Erläutern wir ilas Gesagte durch einige Beispiele und nehmen wir also zwei 
Verwandtschaften des zweiten Grades 



X' = 



f,(xyx'y') B o ACxyxy) =fc 

F^CxyxY) =0 ""** *i(xyxy ) = 
and zwar zwei ganz allgemeine, sodass die erstere Gleiehong die Form 

ax^+by^+cx'^+dy'^+exy+gxx'+bxy'+jyx^+kyy+bty-i-inx-f ny+px'+qy'+l 8= o 
besitzt, und auch die drei übrigen Gleichungen die vollständige Anzahl yon 14 Unbestimmten 
enthaliea. Es gibt alsdann dem Vorigen anftrige a^ssi^sstö reelle oder imaginäre Puncten» 
Paare von solcher Art, dass der primittve Panct' eines jeden Paares mit dem analogen Puncto 
des nämlichen Paares nach beiden gegebenen Verwandtschaften gleichzeitig correspondtrt; 
Wenn dagegen unsere beiden Verwandtadhafleih sich zur Form 

axHhby+c / Ax-i*By4-C 

~dx+ey+l Ä '^ Dx+By+l 

Y/ = f?±8T±h """* ^^F x^Oy+H 

^ jx+ky+i -^ ix+Ky+l 

beiielinnfsweise speeialisiren , so gibt ea unter <deit nicht hn Unendlichen liegenden Pnnotek 
der primitiven Figur nur [S(n--l)P ss [ftkt)^ ss 4, bei welchen die nul ihnen analogen 
Puncto sieh, wenn man die erstere Verwandtacbaftidurdi dte zweite ersetzt, nicht ändern. Und 
zwar sind es die 4 Durcbscbnitts^Plinete - von zwei ganz . allgnmeinen und daher in keiner 
besonderen Beziehung zu änander stehenden Kegdsehnilten 

(ax+by+c)(Dx4-ET+ i) - (Ax+By4^C)(dz+ey+l) = o 

(fe+gy+h)(Jx+My+l) - (Fx+Gy+HXjx+ky+l) =s 0. 

Da nun 4dier diese 4 Durchschnitts^Pnnete entweder alle 4 reeH oder imaginär sein können 
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9der auch aus* 2 redkm imd 2 imagiofiren DiirckBeiiaitto.PiiiieleD bestehen Unnen, ao wfibl 
ticby daaa bei taaerea 4 gfemaimchaASch eormpoiuKremleii Panolen -Paaren entvieder alle 
8 PiiiMla reell, oder* die 8 itaiagbiir aiad, edär andtich, daaa es in der prioiiftiven ¥igm 
B redte and 2 ioMif ihäre Ponela gibt, welehe beziehangvweise diit 2 reellen and 2 iaui*- 
ginären Pnncten der analogen Figur nach beMen gegebeten Verwandtschaften oorrespoadi- 
r^. Diejenige gan^nschaftlidhe Correspondcfla eines Ponelen -Paares, wobei ein reeller 
Punct der einen Figur mit einem iniagtMren (Aer anderen nach beiden Verwandtaehaften 
correspottdtrt , kann in diesem Beispiele nicht vorkommen, weil die Realität der CoefGcien- 
ten a, b, c . . • . A, B, C ^ . • etc. fordert, dass einem reellen Puncte hier immer ein reeller 
Pwict aotspreohe. 

$. 78. Auch dann noch, wenn durch HittSüfagnog der 4 Bedingungen 

d=j e = k D = J E = K 

unsere beiden Verwandtschanen sich zn zwei Collineationen specialisiren , bleibt die vorige 
Argumentation dieselbe^ da auch in dieaetn Paik die Kegelaehnitte, wdcbe die gemeinschalt- 
lifdi correapoadlreilden Pnnete»»Paalra teslmmien^ die au ihrer vollständigen AUgeaMHibeit 
erforderliche AnzaU van ünh eaM ninrtjBn enthalten. 

Geben wir dajgegen mit unserer Specialisiraflg weiter^'und lassen wir die eine von den 
beiden Collineationen sich auf eine Afimitat rednciren, so gibt es, wem man vriederam dia 
sich unendlich entfernenden Ponete nasser Betracht lässt, bei 2 solchen Verwandtschaften 

^,^«+bj+c x'=Ax+By+C 

nur 3 gemeinschaftlich correspondirende Pnncten - Paare , da alsdann die zu diesen Fancten- 
Paaren beaiehnngswelae gehlrigw primitiven Pondie die Dnrchschi^itts-Pttnctn aweier Kegel- 
schnitte darstellen 

(Ax+By4^C)(4](+ey+l) - (ajc+by+«) rsz o 

(Dx+Ey-f-GKdx-^ey+l) - (fx+gy^^) » ^ 
welche eine Asymplalen-Rtohinng gemeinaebafttiah haben und also nur dreimal anaaerhalb 
ihrer Asymptoten mian4er bagegneu kdnnen^ 

fid weiterer SpettiaUsirung der AfBnilflt Mmnle, auch wenn die CaUinealion ganz all- 
gemein gelassen wArde, diese AnzaU von ^ g eaiMasahaftKch eorrespondirenden Puncten-PaareA 
sieh -Qoeh weiter varringern. Wma t. B* «nnere Alftaitit die in %. 169 antersochte apecielle 

Fevm Ax4^fiy4-l m q Ite'+Ey'+l ±=^ 

annähme, wdrde es unter 4cfi «iaht iln thiMifobea üc^endM Puneten-iPaaren aichl 3, son- 
dern bloss ein einzigeo gab^n , dessen gegenseitige Correspandenz sowohl nach der Affini- 
tät als nach der CoOinealioA stattfinde, da es ersichtlich in 4er beliebigen primitiven Geraden 
Ax+By+1 = bloss einan eMzigen Punct gibt, welcher nach der gegebenen Collinention 
correspondirt mit einem Pndite/der Geraden Dx^+By^-M xac (^ so lange wenigstens diese 
fieiia4e ki 4er ailalagM 'f ig« MieMg ga^hit iat «nd daher nicht aalhal omI 4er ficndan 
iAx4«BTM-4 'sm o «atfk dar gttgebdien GnUifienttnn ettrespondirt» 

f. 7A. ^beiaiiaam enrilich Se beidndf VkrarmMtaclütaen sich an 2 Aünitita 

X' sn «K^'by-ho 'X^da Ax-f'By+G 

y' == dK4.ey -«^g f tan ^^^B^+ß 

80 ist das jetzt einaige gemeanatiiaSiich conkapondirende Pknctan«-Paar inmar reell in Besaig 

auf alle 4 Coordinaten^ so taugt wUnigrftens dte CoiSeiaalan n, b . « . A, B • . . etc. alle reell 

aind. Und ciMr baateht dieiea Punotan-Pakr im AHgMieiacB ans 2 aoldien PmletaB^ welche 
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nicht im UneDAickm h^gm» Gleichwolil «rird weh dieses letzte fun^Ißn-PaiMr sich anend- 
lich entfernen und dadwrch scheinbar ^eraohwimlen« sobald dosch Wmi^Bigmg der Bedingang 

d-^D _ e-B 
•-A ~ b^ 
der Itamer^ welcher in 

ib^B)(g->G)^(e-lt)(c->C) 
~ (e-EKe-A)^tb-Bxd-D) 
und in den Werthen der 3 öbrigen Coordinaten yx'y' dieses Pancteu- Paares vorkommt, sich 
anf reduoirt, so lange wenigstens diese Bedtafnng nicht zugleich auch die Zähler dieser 4 

Coordinalen-Werthe auf o redocirt und den Coordinaten selbst endliche in der Form aus- 



gedriokte Wertbe gibt. Denn bei a dfeser Bedingung 

(ae-*bd)*f (AE*-BD) m^ (;Ae^Bd)^C«E-bP) 

unterworfenen Afßnitftten, wie z* B» 

x' SS ax4-by+e ^^^ wf tm (a4-j)x*hCb+h)f+C 
y' « dx4-ey>g f n (d4-j)X-^Ce+b>yH^6 



wird der primitive Pnnct x=:ao y=Qo -=s ^\^ sowohl nach der ersteren als nach der 

X h 

zweiten AfünitSt mit dem analogen Puncto x'=oo y'=ao ^ = \J^^^ correspondiren. 

$. 80. Spedaiisiren endlieb unsere AffaMtett lich zu zwei mit ftotatian nicht verbnn«* 
desM Transhitionen 

^'r^+j und »;*«+f 



90 bflAndet sich dns gemeinschafllich coive^^endirende Punoten^ar noch Vßf stet^ im Dn* 

IQ 

• X O 

v' 
und ^ = - ausgedrückt, sodass alsdann jeder im Unendlichen liegende Punct, insofern er 

erstens ds priMliver, denn als analeger Funot betrachtet wird« <wt ni^ch npsefep beiden 
Affinitäten gemeinschaftlich correspendkendes Puncten-Paar darstellt, da ein solcher Punct 
sowohl ein Stand -Punct ist (§. 89) ^ ersteren, als auch zugleich ein Stand -fnnct 
der zweiten Affinitit. Man heAracbM zwar gewöhnlich die Bew^giing von endlipbei 
Grösse, welche der primitiven Figur durch die erstere Translation ertheilt wird, d. ^* 
welche von der Riohtnng der Coordinaten-Axe XOXs' um den Winkel nrc. tg* ^ abweicht^ 
als niezMls, anch nicht bei ui^ndlicJi entfernt liegenden Pontfen« «v> wüst i» ^^ Vififinm 

arc. tg. K stattfindenden und durch die zweite Translation hervorgebrachten B^^^S^^^ Uen- 

liaeh. Indessen verlangt die nnalj^che 'Conae«iew^ dn9s man M^üm die ^ m«*^^^^^^ 
Snünmung. stettfiedende endttche Be wi^pn der pfwittve« Pigw eb ^^i^ ^pna Poofdiiiet^^ 
UiiHtu« •»» «wnerkbate, d, h. als eiee NiedUBewegiing betrn^te, wakh» **^'^ ^LSLi 
vem 4aa asiiaH>talisehen Ziragen der pnmWven Figinr t»ei der awüii^ii u^eO'^ 4»»»»*^ 
sduDiilbafen ttawvindeitichkelt anseMiieefUlt. ^^. ^ 

%. pöi; Bei Alleei , wns wir W«her tber die geanMeekeflUckL eoar-«*'»^^**'**^!!^ 
neme «ngteii , . belf aeshtetim wir «^einfaneUjg nur % Vei^and^tf^mfu^n j. e^^^^^i^A« 
aUerdings, de« Veeigen znfolge, hn Allgemeinen inaniar eok^ Klem'enU »**• « aSL»*»^ 
äek dagegen flieht ß, iwndern » luersohiedene YerwfMdlncbalt^n *• B. d'* ^ 
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x' a=s tt+*y+c X' =r Ax*f By + C x' r=s «x+^+y 

y' =5 dx+ey+g y' = Dx+*y+6 y* = fa+«y+C 

Yor, so wird es nicht immer ein Element der primiKven Figur geben, welches mit einem 
Elemente der analogen Figur nach allen drei Verwandtschaften gleichzeitig correspondirt. 
Gibt es jedoch ein oder mehrere solcher Elementen->Paare , so müssen deren 4 Coordina» 
ten den 6 die 3 Verwandtschaften ausdrOckenden Gleiehungen genügen, sodass ein solcher 
specieller Znsammenhang der drei Vemvandtschaften die Erfüllung von 6— 4= 2 Bedingun- 
gen ^fordert. 

$.82. Zur Untersuchung der Lage nad der übrigen Eigenschaften irgend einer be- 
stimmten Curve f(xy) = o besitzen wir bekanntlich ein geeignetes Mittel darin , dass wir 
den die Curve beschreibenden Punct, welcher sich zwar immer im Umfange der Curve befin- 
den muss, übrigens aber eine unbestimmte Lage hat^ durch Hinzufflgung einer zweiten 6lei* 
ohung von elnracher Form, z. B. xa=o bestimmen, und alsdann ans der Lage des erhaltenen 
Punctes gewisse Eigenschaften der gegebenen Curve ableiten. So auch können wir über- 
haupt, wenn wir eine Kette {(iij) c=z o dfscuti^en wollen, die gegebene Gleichung mit verschie- 
denen Gleichungen nach einander zusammenstellen, und uns die Coordinaten-Werthe der 
jedesmal erhaltenen Elejnente merken. Von grösserem Umfange wird diese Untersuchung bei 

den Verwandtschaften „fü^ ]] ^ da diese ein Netz darstellen. Denn es kommen alsdann 

F(Jj7a'T0= 

zweierlei Arten von Specialisirungen des das Netz beschreibenden unbestimmten Elementes in 
Betracht, erstens eine partielle, dann eine totale. Erstens nämlich sind diejenigen 
Ketten des Coordinaten-Systems gj^o^r' zu untersuchen, welche man erhält durch jedesmalige 
Hinzufflgung einer neuen Gleichung zu der das Netz ausdrückenden Gruppe von Gleichun- 
gen. Dann aber sind auch noch die Elemente von £170^1' zu betrachten, welche sich er- 
geben, wenn man mit der Specialisirang weiter geht und das Netz zweien Bedingungen 
üifia'i'') :^ und f(^a^TO ^=i gleichzeitig unterwirft. Letztere Elemente sind auch nach 

§. 70 als die den beiden Verwandtschaften .; v J j ^nd '^fü^ ^ ,\, gemeinschafUi- 

chen Elemente zu betrachten. 

$. 83. Beschäftigen wir uns erstens mit der ersteren Art von Specialisirungen, und 

specialisiren wir. also die Verwandtschaft l^^i^ZL ^u^^h Hinzufflgung einer neuea 

Gleichung PQija^^') es 0. Wir erhalten eine Kette des Systems tv^^\ and zwar eine durch 
die drei Gleichungen 

ftgiyo^rO = O F(Sj7<F'rO = FQ^a^t^)=: 

atisgedrfickte, aus weicheh drei Gleichungen wir indessen je 2 von den 4 Coordinaten elinu- 
nicen und so 2 Gleichungen von der Form 

f'Cgjy) a= F'(o'x') = 

ableiten hflnnen ; und letztere Gleichungen kCnnen wir alsdann weiter benutzen, um sie nfiit 
1 oder >1 von den vorigen 3 Gleiehong^eti zu verMllden und diese dadurch auf dne einfa- 
i^here Form F($J7<Hr'>&=: eto. zu reduciren. Die durch dpecialisirung des yerwandtschafla- 
Netzes erhaltene Ketle des Systems Si7e^r' lässt sieh also auch betrachten als eine zwischen 
einer bestimmten Kette des Systems £17 und einer bestimmten Kette des Systems «r'r^ beste* 
hendc' Verwandtschaft von einfacherer Form ab die gegebene. Und es bleibt diese Argu- 
mentationf' unverinAert-, wenii auch die dem Netze hinsugefllgle Gleichung nicht die allge- 
meihe Form l^CStja^^) s^r gehabt bitte, sondern eine Gleichung von der speciellen Poni 
PQif) =10 odet F'(a'T0=3e etc. gewesen wfire, da whr Immer das nfimliche Resultat, d, h. eine 
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Gruppe von Gleichungen von der Form 

f ßj;) = F'(a'rO = J^'Cgjya'iO =0 ' 

erhalten haben würden. 

$. 84. Fugen wir z. B. der in homoelementischen Polar-Coordinaten ausgedruckten 

Verwandtschaft ^^^ f ,^ die Bedingung flp'-©=:o hinzu, so stellt sich aus allen nach 

der gegebenen Verwandtschaft correspondirenden Curven -Paaren dasjenige heraus, weichet 
die Eigenschaft hat, dass die Vereinigungs-Gerade je zweier correspondirender Puncte durch 
den Coordinaten-Punct geht, und wir erhalten daher die zwischen zwei bestimmten Curven 
y/{Tg>') = und ^'(r^^O ^ ^ bestehende Verwandtschaft von einfacherer Form > 

y'— 9) = j j^ 9>' = 9 

fCryr'yO = o ' * y = /trr') 

Das nämliche Resultat hätten wir auch erhalten, wenn wir die gegebene Verwandtschaft 
durch Hinzufugung der bestimmten Curve rpdytp) = o specialisirt hätten. Oder aber, wenn 
wir die mittelst homoel^mentischer Parailelcoordinaten ausgedrückte CoUineation mit colli- 
neärer Lage 

. ax . ay 

^'=AZrn^^t y'= 



dx+ey+l ^ dx+ey+1 

durch die Bedingung specialisiren , dass nicht mehr die Correspondenz jedes von den cx^ 
Puncten des Systems xy mit jedem von den oo^ Puncten des Systems x'y' betrachtet werden 
soll, sondern bloss diejenige Correspondenz, wodurch die oo^ Puncte der Collineations-Axe 
dx+ey+1 — a=o oder irgend einer mit der CoUineations-Axe parallelen Geraden dx+ey:=G 
mit den od^ Puncten der ihr nach der gegebenen CoUineation analogen Geraden verbunden 
werden, so erhalten wir zum Resultat, dass die gegebene CoUineation sich in Bezug auf ir- 
gend ein Paar von solchen Geraden 

dx+ey=— -— und dx'+ey'=: C 

auf die einfache Verwandtschaft der Vergrössemng 

x' = (a-C)xx y' = (a-C)xy 

redttcirt 

Wenn wir endlich die Affinität , 

x' = Ax+By+C y' = Dx+Ey + G 

durch Hiazuffigung der Bedingung x^+y^+x'^+y'^ = oo specialisiren, so erkennen wir, 
dass die im Unendlichen befindlichen Puncte der primitiven und der analogen Figur nicht nur 
durch die gegebene Affinität selbst, sondern ausserdem noch durch den einfacheren Znsam- 

, d+e(J) 

menhang ^^ = — verbunden sind. Und so eignet sich überhaupt zur Untersu- 

^ A+B^y^ 

chung einer homoelementischen algebraischen Verwandtschaft ^^z^ JjJ ~ die Betrach- 
tung der einfacheren Limit-Verwandtschaften , wodurch ein Element von der Form ^'^ ^ 
oder ^ ^= ® bei solchen Verwandtschaften nach $. 35 mit mehreren Elementen von der Form 

^' *™ *^ oder ^ " *^ stets verbunden ist, da die Hinzufügung der Bedingung SHi7M-5".+^'*« od 

8 
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im AUgemeinen einige yon den in den Verwandtschafls.fileiciiniigeii TorkommeiideB GSMedeni 
yerschwinden lisst. 

$• 85. Betrachten wir zweitens den Fall, wo ein gegebenes Yerwin^tMlMillft-NelK 

^§^a J J ™ durch gleichzeitige Hinzufugung zweier Gleichungen fß^o'rO =o und Fßjyo'rO: 

specialisirt werden soll. Wir erhalten alsdann gewisse Elemente des Systems Ifja^f^^ welche 
den 4 Gleicbmigen 

f(giya'f = o . Ffl^a'iO = o fCl*!^^ = o Ftlifja't*} =2= 

gleichzeitig genAgen missen, welche Elemente wir aber auch, wenn wir aas diesen 4 GM- 
chungen die Coordinaten nach einander eliminiren, unmittelbar in der Form 

g=a J7 = b a' = o' x^ t=z ß* 

gesc i7 = d a^ = y^ t^ rst d^ 

etc. schreiben und daher betrachten hönnen als Elemente des Systems $7 mit den ihnen naek 

der gegebenen Verwandtschaft ^^ ] ] analogen Elementen des Systems a'r', welcke 

ausserdem nach der zweiten Verwandtschaft '^;^ .r^ mit einander correspondiren. Uät^ 

F($rja't^ =0 

ten wir bei irgend 2 von unseren 4 Gleichungen die Elimination nicht bis zur völligen Be- 
seitigung von je 3 der 4 Coordinaten durchgeührt, so wurden wir Gleichungen z. B. ven 
folgender Form 

^'<Sl>=^ oder *"«^) = ^ oder f'"(^^> =« %ic 

erhalten haben, und wir erkennen daher, dass unsere oben betrachteten Blemealen - Paare 
auch betrachtet werden können als diejenigen Paare der mit einander nach der gegebenen 

Verwandtschaft „^ ^' ^ correspondirenden Elemente^ welche überdiess noch der Be- 

rC5^a'i'j= o 

dingung unterworfen sind , dass das eine Element jed« Paares zur Kette PQi) = o, das 
andere zu der (mit der vorigen im Allgemeinen «iobt analogen) Kette F^o'rO ^= o gebore, 
oder aber dass sie betrachtet werden können als die den beidell Ketten PQ^) = o und 
V'^Qtj) =: o gemeinschaftlichen Elemente des Systems S79 und die ihnen nach der gegebe- 
nen Verwandtschaft J*'^ ! ?. ~ ^ analogen Elemente des Systems o't'. 

FC57<rtOar O 

(. 66. ErUmtem wir das Gesagte durch «in Beispiel, od nehaami wir alMi m, die 
d«€h l^cialisining zu untersnekende Verwandtsokaft sei die aNgamefDe ColUneatiefli 

^, ^ ax+by^c ^ *E±iy± •» 

dx+ey+l ^ dx+eyH>^i 

Als einfachstes ihr hinzufSgendes Gleichungen-Paar bietet sich dar das Paar 

X = o y = o 

aus dessen Verbindung mit den gegebenen Verwandtschafts- Gleichungen wir als Resdiat 
erhalten 

xsssD y = o x'=c y'sszk 

weUaes, wenn wir es als durch die Bedingungen x=o y^=o hervorgebracht denken, uiis 

angibt , dass der Punct ^ derjenige Punct d^ analogen Figur ist, welcher nach der ge- 
gebenen Collineation mit dem Coordinaten-Puncte der primitiven Figur correspe udlit Dms 
nimliche Puncten-Paar können wir uns aber auch denken als kervorgebraekt dupck tfe der 
gegebenen CoOineation hinzugefikgten beiden Bedingungen 
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X S=9 O X^ sss 



ind wiv erhallen alao diAJenige fiigfensoMl 4tr gegebeMA Venvmdtschafl, nach wdoher 69 
auf der GoordiQa^»-Axe YOY^ keiM aodare Pwiote der primiliYen Figar gibt, deren enW 
sprechende sich auf det bUI YOY' parallelen Geraden x^ — c befSnden^ als gerade der Coor- 
dinattn^PuMt 0. 

Ware die nliialiche Ck>lIiqeation uns nach Coor» %. 190 im folgeftirr Form fogebea 

-, _ AX + BY-*-C Y/_ WC+6YjhH 

^ ~ DX + EY+1 — DX+EY+l 

80 vurden mr, wenn wir diese Verwandtschaft durch die beiden Gleichungen 

Xs=o Y = 

specialisbrlen, als Resultat erbalteui dass das Element 

bf-ag ag-bf 

d. h. Mdi Coor. $. 9 die Kette 

(fe-gd)x'+Cbd-ae)y'+(ag-M) = o 



nach der gegebenen CoHineation mit dem Elemente ^ analog ist, d. h. (mit Berficksich- 



ügung, dass das Element ^_ nach Coor. §. 44 eine ganz im Unendlichen beGndliche 6e-' 

X'=C 
rade bedeutet): Die Gerade ^z u würde sich als die Gegen-Axe der analogen Figur 

ergeben, d. h. als diejenige Gerade, welche bei unserer CoHineation mit dem ganz im Un- 
endlichen liegenden Theil der primitiven Figur correspondirt. 

S. 87. Es ist nun aber zu bemerken, dass die aus einer Verwandtschaft J:!^^// 

^ ' F(57o'xO = 

durch HinzufQgung zweier Specialisirungen f(X>jo'x'^ = o und Fßj7a'rO = o hervorgehenden 

Elemente des Systems %fia't' nicht immer reell sind, sondern auch wohl imaginär sein kön* 

nen, wd awar von verschiedener Art. Wenn wir z. B. der gegebenen Verwandtschaft 2 

Gleichungen von der einfachen Form f(Xn) =3so und FiJ^rf) r= o binzuffigen — wobei giy 

und oh' der Einfachheit wegen homoelementische Paralldcoordinaten xy sein ndgen, wäh» 

rend tffF algebraische Funetioaen (n>l)t» Grades bedeuten mögen — so wird es sich 

erstens im Allgemeinen ereignen, dass sich unter den Durchschnitts -Puncten der Curven 

fn(xy) = und FnCxy) = o gewisse reelle ^ etc. finden, und dass auch die durch 



Substituirung eines solchen Werihen-Paares in die Verwandtschafts-GMchongen hervorge- 
henden Curven 

f(flii«xy) 3 FCxV) =j o md F<«#xV) » F^<x'yO = o 



x'=a* 



einander in gewissen reellen Puncten ^ etc. durchschneiden, sodass das gegebene Ver- 

wandtschafls-Netz erstens aokihe SIemenle des Systems xyx'y^ enihalten wird, wie 

xsctt y=^ x^aso' t^ß' 

d. h. wobei einem reellen Puncto der primitiven oder analogen Figur ein oder mehrere raeile 
Puncte der analogen oder primMven Figur beziehungsweise entsprechen. Ueberdiess aber 
wird es sich zweitens im AllgemeiHett ereignen , dass sieh unter den reellen Durchschnitts- 

Puncten der Curven /ii(xy) =r o und Fn(xy) := o gewisse vorfinden ^ wie J eta , van 

solcher Beschaffenheit, dass die hieraus hervorgehenden Curven 



60 II* Sland-Blemente aad SUnd-KelleD. 

fCyiTx'yO = P'(x'yO ^ o und P(yfa'yO s F''(x'yO = o 
einander nur in imaginftren Pancten durchschneiden. Wir erkennen hieraus, dasa «na^ 
Verwandtschafts-Neti zweitens solche Elemente des Systems xyx'y' en thalte n wird , wie 

x = y y = * x' = y' y'= i'^f^ 

d. h. welche die Correspondenz eines gewissen reellen Punctes der primitiyen Figur mit ge- 
wissen imaginären Poncten der analogen Figur anzeigen. Und dieser Art von Blementea 
müssen drittens noch die Elemente von folgender Form 

X = y y = iy/^\r x'=Y* f= i' 

hinzugefügt werden, was man leicht erkennt, wenn man der Verwandtschaft statt der 2 Glei-^ 
chungen ^(xy) = o und f(xy) = o, die Gleichungen /tx'yO = o und f(x'yO = o hinzu* 
fugt. Fugen wir endlich unserer Verwandtschaft 2 Gleichungen von der Form fiJj^ = o 
und F(x'Y^ = o, z. B. die 2 Gleichungen x=a und x'=a' hinzu, so können die ßr y ond 
y' erhaltenen Werthe entweder beide reell oder aber einer von beiden imaginär oder aack 
beide imaginär sein, in welchem letzten Falle wir diejenigen Elemente unseres Yerwandl- 
scbafls-Netzes erhalten, welche die Form 

x= a y= ßyj'^ Jf = a' y' = ß'%f-l 

haben, d. h. wobei einem imaginären Puncto der primitiven oder analogen Figur gewisse 
imaginäre Puncto der analogen oder primitiven Figur entsprechen. 



IL Stand -Elemente und Stand -Ketten. 



$. 88. Unter den zur Untersuchung einer gegebenen Verwandtschaft J^'J \ ihr 

nach $• 85 hinzuzufügenden Specialisirungs^Bedingungen sind wohl die einfachsten diejenigeo, 
wobei, wie bei den dort betrachteten 

oder . oder , etc. 

17 = o t'= o o'= o 

die Gleichungen je bloss 1 der 4 Coordinaten enthalten. Fast eben einfach sind diejeni* 

gen Fälle, wobei 2 Coordinaten einander gleich oder wenigstens nur durch das Zeichen ± 

von einander verschieden gedacht werden. Diese Specialisirungen 

5±a'=0 i7±r' = o 

werden insbesondere bei homoelementischen Coordinaten interessant. Fügt man z. B. der 

gegebenen Verwandtschaft 

f(xyxY) = o fCryr'vO = o 

FCxyxY) =0 FCr^r'^O = o 

jenachdem sie mittelst Paralldcoordinaten oder Polarcoordinaten dargestellt ist, die Specialis 
sinnigen 

^+5=^ oder r+^ = ^ 

beziehungsweise hinzu^ so erhält man in beiden Fällen diejenigen correspondirenden Poncte der 
primitiven und der analogen Figur, deren gegenseitige Entfernung vom Coordinaten-Pnncte O 
halbirt wird. 
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§. 89. Wichtiger noch als die 3 Specialislrnnfen 

ist diejenige 

jy-V = 
welche aus den nach der gegebenen Verwandtschaft « V J L correspondirenden Ele-, 

menten beider Figuren diejenigen heraushebt, welche einander gegenseitig bedecken, d. h. 
welche diejenigen Elemente der primitiven Figur kennen lehrt, die bei der Transformation der 
primitiven in die ihr nach der gegebenen Verwandtschaft analoge Figur ihren Stand unver* 
ftndert behalten. Damit vrir von den übrigen ihren Stand verändernden Elementen der pri-- 
miliven Figur diese, bei weichen ihre einmal angenommene Lage Stand hält, leichter unter^ 
scheiden können, wollen wir letztere mit den besonderen Namen von Stand-Blemen« 
ten bezeidinen *). 

$• 90. Die den Stand-Elementen hier zuerkannte Un Veränderlichkeit ihrer Lage ist nun 
aber verschieden, je nach der geometrischen Bedeutung des Stand-Elementes und des Ele- 
mentes überhaupt, und sie richtet sich also nach der Natur des gerade benutaten Coordinaten- 
Systems. Bei solchen Systemen, welche je einen einzigen Punct zum Elemente haben, wie 
z. B. bei den Systemen xy und uv, ist diese Unverftnderlichkeit allerdings (so lange vrir 
uns wenigstens auf die einfachsten Verwandtschaften der Affinität und der CoUineation be- 
schränken) eine totale, da alsdann in einem Stand - Elemente nur ein einziger primitiver 
und ein einziger analoger Punct vorkommt, zwischen deren Lage, da sie sich gegenseitig 
bedecken, keinerlei Unterschied wahrnehmbar ist. Ist dagegen das benutzte Coordinaten- 
System ein solches, welches wie das System XY oder UV eine Gerade, oder aber ein sol* 
ches, welches wie das System der Druckenmüller'schen Kreis* Coordinaten (Uebertr»- 
gungs-Principien pag. 89) einen Kreis, oder überhaupt ein solches, welches irgend eine andere 
Curve zum Elemente hat, so wird zwar in einem solchen Stand - Elemente die analoge Ele- 
mentar. Curve, insofern sie als ein Ganzes betrachtet wird, von der primitiven Elementar- 
Curve bedeckt, nicht aber so, dass auch jeder Punct der primitiven Curve den analogen Punct 
der analogen Curve bedeckt. Und auch dann, wenn das benutzte Coordinaten-System eine 
Gruppe von mehreren Puncten zum Elemente hat, ist die den Stand-Elementen zukommende 
Unveränderlichkeit bloss eine partielle. Nehmen wir z. B. das System X/u, welches fCoor» 
$• 227} eine Gruppe von 2 zu beiden Seiten der Coordinaten- Axe XOX' symmetrisch liegeo-'. 
den Puncten zum Elemente hat Bei jedem Stand.EIemente dieses Systems werden zwar ^^^ 
beiden Puncto j' und k' des analogen Elementes von den beiden Puncten j und k des prii^^^^ 
tiven Elementes bedeckt, so aber, dass der oberhalb der Axe XOX' befindliche Punct i h\o^ 
den gleichfalls oberhalb der Axe XOX' befindlichen Punct j' bedeckt, während ebenso ^^^ 
Punct k nicht die beiden Puncto j' und k^ des analogen Elementes, sondern bloss den ei<^^^ 
Punct k' bedeckt. 

$.91. Diejenigen Elemente der primitiven Figur, welche beim Uebergang zur anal^"* 



*) Ei liod diest die nimlichen Elemente, welche ich in meiDem in Cr«lle*a Jaonuil Vol. 4^ iMft«^^^^'^ 
eben Anfiatie Sitnationi-Elemente niDote, weichet Wort jedocli den beidon Bedinffimgea M^^^ 
Hameln — d. h. daee et knn leiB, mid daes et den Begriff der dorelk d^n K^^^n *^ede«i«Veii S«^^^^ 
dentiieb antdrAcken toU — aiekt fanagt» und deetlnlb hier dwoh.dna Km««^ a(an^*1L^«'"* ^**^^ 



enetit worden UL 
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gen Fig^r Stand-Elemente einer homodeiiieiilischen Verwaiidtscbafl 

darstellen, findet man nach $. 86, wenn man die gegebenen VerwandtschaAs-GIeichangen mit 
den beiden Gleichungen 

I' = J I,' = 17 

Gombinirt und dadurch auf die Pomf 

redocirt. Diese Stand- Elemente sind daher auch als die den beiden Ketten yjQrj^ = o und 
X&>fi =^ gbmkinschafUiehen Elemente, und insbesondere, wenn $ uAd 17 gewAnlicke Vn^ 
vallelcoordinaten sind , als die Durchschaittc^Puncte i&r Curven v^(xy> ss und xOV^ ^^ * 
XU betrachten. Da nun aber, wenn die Fundioiien f tuid P in Bezug auf alle 4 Coordioalcii 
xy^^^y' beziehungsweise aigtibraisohe Fuctlenen vom m^«» und n^m Grade sind, auch die 
Functionen \p und x in Bezug auf die beiden Coordinaie« x und 7 beziehungsweiae dea m^*^ 
und n^«« Grad haben und daher v^^T) ^^ o u*<l /(xy) = Curven vom n^ep und nf*^ Grade 
darstellen, welche einander bekanntlich im Allgemeinen in mxn reellea oder iMtginäreB 
Puncten durehschnelden, so folgt, dass eine Verwandtschaft tou der Fbnn 

im Allgemeinen mxn reelte oder imaginäre Stand-Elemente hat. Und wir hätten dieses isck 
unmilkeliMr ans $. 73 foigeiti können, da die Stand-Elemente der gegebenen Verwandlaobaft 
aileh als diejenigen Elemente betrachtet werden können, deroi gegeaseilige Gonrespondens 

die gegebene Verwandtschaft mit der Nichl-Aenderung \^^ d. h. mit einer Verwandtschaft 



ersten Grades gemeinschaftlich hat. Die Stand-Elemente z. B. der Verwandtschaft 

wb ms=nrs2 ist, sind (Coor. $. 189) die den beiden Gurren S^c=3l oad i^^sssl gemeinsehnfl- 
lidien Elemente 

5= +1 1= +1 g= -1 5 = ^1 

?^=+l 17=-»1 lyss-l-l ^qs— l 

§, 92. Da i\un aber die normale Anzahl der mxn Durchschnitts-Puncte zweier Curvea 
V/iii(xy)=o und xu(xy)= sich bisweilen scheinbar verringern kann wegen einer speciellen 
Form dieser Curven oder einer speciellen zwischen ihnen stattfindenden Beziehung, so folgt, 

dass auch die Anzahl der Stand . Elemente einer Verwandtschaft „}PtPj xnw^eA 

PnCl'??''?') = o 

wegen einer speciellen Art der Functionen f und F und einer hieraus folgenden speciellen 
Art der Functionen y/ und x kleiner als die normale Anzahl von mxn verschiedeneu Stand- 
Elementen sein kann. 

So kann erstens die Anzahl mxn der Stand-Elemente sich scheinbar verringern, wenn 
die Functionen f und P von solcher speciellen Natur sind, dass die Curven V'Cxy) = und 
;r(xy) = o einander berühren oder dass überhaupt 2 von den mxn Elementen, welche den 
Ketten i^(§9) = p qnd x&i) =^ ^ gemeinschaftlich sind , di^ nämlichen Coordinaten-Werthe 
erhalten. Denn es werden alsdann 2 von den mxn verschiedenen Stand-Elementen unserer 
Verwandtschaft in ein einziges Stand-Element znsammenfallen , welches aber alsdann in dop- 
pelter Hingeht' als Sland^lement zn betrachten ist. 

> 

S- 93. Eine andere Art von Verriagerung der Anzahl der Stand-hELemenle einer Ver- 
wandtschaft findet dann statt, wenn die Fnnctioiien f md F solche speaieUe Form haben» 
dass die Curven ^mÜi) = und x^ilv^ = ^ "^^ verschiedenen Zweigen 
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V/«(|i7) s V^pßj;) X V^'r(57) X elc. . . • = o 
;:„(gi7) s rM^nl X 7".(?J7) X etc. . . . = o 
besteben, und dass sich unter diesen Zweigen ein gewisser vorfindet, z.B. t//*pCStj) sj^'q^iy) =(^y 
welcher den Ourven tfimGi) =^ ^ ^'>d ;rn(S'7) = ^ gemeinschafUicb sei. In diesem Falle wer- 
den mehrere ton den 

[p+r4- • . . . = m] X t9+s+ . . . . =s n] = inn 
tersehiedenen Elementen, welche den Ciirven tpmGfj^ = o und XnVi^^ = o gemeinschaftlich 
Waren , \erschwinden : Erstens nämlich werden die pxq Elemente, welche die Curven 
^p(|]7):= und ;^q($i7) = o vor ihrem Zusammenraüen gemeinschaftlich hatten, abdann alle zu 
Elementen der Curve tp'pC^f]') s x\(^1^ = ^ werden und also Nichts mehr vor den fibrige^ 
Qttetidlich vielen Elementen dieser Curve voraus haben, da alsdann jedes Element dieser Curve 
als ein den Curven y/'Qfj) := o und x'CSl) == ^ gemeinschaftliches Element betrachtet werden 
kann. Die ganze Gruppe also der pxq den Curven ttf'Qrj^^io und xXi'i)=^^ ^^^ ihrein 
Zusammenfallen gemeinschaftlichen Elemente ist jetzt aus der Gruppe der mxn den Curven 
%ffQj]) s= o und x(^^^ == ^ gemeinschaftlichen Elemente zu entfernen, da sie in eine den bei- 
den letzteren Curven gemeinsehaflliche Kette V^^CS^y) s x\^ff) =^ o iHrergegangen ist. Aber 
auch die px(n~cp Elemente, welche der Zweig v^(Sj7)=s:o gemeinschaftlich hat mit denje- 
nigen Zweigen der Curve ;c(];9;) = o, welche nicht mit \f/\l^jj') :=:2 zusammengefallen sind, sind 
jetzt aus der Gruppe der mxn den Curven Vd'?) == o und xG^^ = ^ gemeinscbafUichca 
Elemente zu streichen, da jedes von diesen px(n-q) Elementen ein Element der Kette 
ip^C^) == o darstellt und also (da diese ganze Kette nach dem Vorigen ab zu den mxn 
den Curven tt/Qf]') = o und xQ^) = ^ gemeinschaftlichen Elementen gehörend zu betrachten 
ist), schon in den unendlich vielen Elementen der Kette rpXl*0 == o enthalten ist. Eni. 
temm wir ebenso die qx(m— p) Elemente, welche die Curve //CS^') = o gemeinschaftlich 
hatte mit den mit ihr nicht zusammenfallenden Zweigen der Curve ^C^^) = ^9 ^^ bleiben 
von den mxn primitiven Elemente, welche die Curven ^^(§37)= und xG^}= gemein- 
schaftlich hatten, nur noch 

(mxn)-(pxq)— p(n-q)- q(m — p)=a: mn-pn-qm + pq 
v^schiedene übrig, welchen Elementen aber alsdann noch die ganze gemeinschaftliche Kette 
V/^(|37) = x^Gl^ = ^ >ls Yerirtlgemeinerung eines gemeinschaftlichen Elementes hinzuzu^ 
fugen ist. 

9. 94. Erläutern wir das Gesagte durch das Beispiel deriCoDineation mit eollinearer 

dx+ey-hl ^ dx+ey+1 

Die Stand-Puncte unserer Collineation sind dre Durchschnitte^Puncte zweier Kegelschnitte 

(x)(dx+ey+l-a) =±=0 und (yX*x+€7+^-al= 
Wdche sich auf je 2 Gerade reducirt haben. Und zwar ist unter diesen 4 Geraden (JXo. 1, 
2, 3, 4) N0.2 mit 4 identisch, unter denPuncten also, worin diese auf Paare vonGertfdeii 
ifeduchrten Kegelschnitte einander durchschneiden, d. h. unter den Stand-Püncten unserer Ver- 
wandtschaft, gibt es erstens einen, und zwar den Durcfaschnifts-Punct von No. 2 mit No.4, 
welcher sich zu der ganzen Geraden dx+ey+1-a = aiKgedehnt hat. Bin andei^er ^/M 
Äen Stand-Puflcten, und zwar der Durchschnitts-Punct der Geraden No. 1 tmd 4, ^st, da schon 
l^der Ftnict der Geraden No. 4 einen Stand-Pomct unserer Collineation dar2^eHt,,bei d^r 2fih- 
nmg der Stand -Puncto nicht besonders mitzurechnen, da der t^iTnct, ^orin AU Gerade 
dx+ey+I— «äo dIeCoordinaten-Axe te=iO schneidet, nicht eher, als jeder andereiPtmct dei'Ci^ 
radendx+&y+l-n=o, einStand-Punctist Aus dem nämlichen Grunde kann auch derßurchr- 
achnitts-Punct letzterer Geraden und der Geraden y=o bei der Berechnuhj^ der S(and-Pttn(;te' ^efg- 
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gelassen werden, sodass nur noch der Durchschnitts-PoncI der Zweige No. 1 und 3 d. h. der 

Coordinaten-Axen x=:o und y=o als besonderer Stand -Punct übrig bleibt. Die Gruppe d^r 

Stand-Puncte der allgemeinen CoUineation reducirt sich also, wenn sie eine collineare Lage 

.erhalt, auf d^n Complex eines einzigen Stand-Punctes — d. h. des Punctes oder des Colli* 

neations-Centrums — und einer einzigen Stand-Geraden d. h. der Collineations-Axe. 

$. 95. Ein dritter Grund zur Verringerung der Anzahl der Stand -Elemente ergibt 

sich ans der Betrachtung, dass die Anzahl der mxn eigentlichen Durchschnitts-Puncte zweier 

Curven vom m^«* und n<«n Grade VmCxy) = o und j^bC^Y) = ^ ^^^^ bekanntlich um eine 

oder mehr als eine Einheit vermindert, wenn 1 oder >1 Asymptote der Curve V(^3 = o 

mit 1 oder > 1 Asymptote der Curve /(xy) = o parallel läuft, und daher 1 oder > 1 von 

den mxn Durchschnitts-Puncten dieser Curven sich vom Coordinaten-Puncle unendlich enU 

fernt und gewissermassen seine Existenz als Durchschnitts-Ponct verliert. Denn es folgt hier* 

f Txvx'v'^ ■ Q 
aus, dass die Verwandtschaften ", // , von deren mxnStand-Pnncten 1 oder 

Fn(xyx'yO = o ' 

im Unendlichen liegt, im Allgemeinen <mxn eigentliche Stand-Puncte haben. 

Der Grund, wesshalb ein solcher Stand-Punct, wenn er die Form 

x = oo y = oo x'ssQo y' = oo 

erhält, im Allgemeinen ein gewöhnliches Puncten-Paar wird, ergibt sich aus der Betrachtung, 

k I IM ^^ 

dass der Ausdruck ^ nach Coor. $. 45 nicht als der Ausdruck eines einzigen Ele- 

1J = CO 

mentes, sondern als der der unendlich vielen Elemente der Kette C|+C'i7s= oo zu betrach- 
ten ist, sodass das Constantbleiben der beiden Coordinaten-Werthe dieses Punctes, wenn diese 
Werthe =qo sind, nur noch in analytischer Hinsicht bestehen bleibt, in geometrischer Hinsicht 
dagegen dem Puncto keine absolute Unbeweglichkeit gibt, sondern bloss seine Bewegung auf 
eine in der Kette Cx+C'y =00 d. h. auf eine im Unendlichen stattfindende Bewegung beschränkt. 

Soll daher ein Stand-Punct, welcher unendlich weit gerückt ist, noch stets Stand-Punct 
bleiben — wie z. B. in $. 80 — so muss die Verwandtschaft von solcher Art sein, dass aacli 
jede Bewegung in der Kette Cx+C'y = oo für solche Puncto unstatthaft sei. 

§. 9& Ein Beispiel einer solchen Verringerung der normalen Anzahl von Stand-Puncten 
gibt die CoUineation« Es hat nämlich die CoUineation mit allen in der allgemeinen Form 
ax^+by^+cx'^+dy'^+exy+gxx'+hxy'+jyx'+kyy'+lxY+mx+ny+px'+qy'+l = 

Ax^ + By« + Cx'2 + Dy '2 + Exy + Gxx' + Hxy' + Jyx' + Kyy' + Ij^y + Mx+ Ny + Px' 4- Oy' + 1 
enthaltenen Verwandtschaften 4 reelle oder imaginäre Stand-Puncte gemein. Da jedoch die 
Coefficienten g, h ... 6, H ... etc. der Gleichungen 

gxx'+hxy'+jyx'+kyy' + mx+ny+px'+qy'+l = 

Gxx'+Hxy'+Jyx'+Kyy'+Mx+Ny+Px'+Oy'+i = 
v^enn sie die CoUineation darstellen sollen, nicht alle 16 von einander unabhängig sein dSr-« 
fen, indem dyrch 8 Bedingungen schon die CoUineation ganz bestimmt ist, so sind die bei* 
den die 4 Stand-Puncte einer beUebigen CoUineation durch ihre 4 Durchschnitts- Puncie 
darstellenden Kegelschnitte nicht zwei beliebige Kegelschnitte , sondern zwei , zwischen wel- 
chen eine gegenseitige Beziehung statfindet: und zwar die, dass eine von den beiden Asym- 
ptoten-ftichtungen beiden Kegelschnitten gemeinschaftlich ist. Von den 4 Durchschnitts-Puncten 
beider Kegelschnitte liegt daher immer einer im Unendlichen; wesshalb denn auch einer von 
den 4 Stand-Puncten der allgemeinen CoUineation sich immer in unendlicher Entfernung vom 
C^rdinaten-'-UrspruDg befindet. Da nun aber dieser vierte Stand-Punct, während er sich an- 
endUch entfemi, seine Existenz als Stand-Punct verliert, so hat die CoUineation nicht 4, son- 
dern, nur S Stand-Puncte« 
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Es darf uns daher nicht wundern, dass, wenngleich die Coordinten eines von den 
Stand-Puncien unserer Coliineation' 

x/ = «4-hy+c _ fx+8T+h 

dxH-ey+l ^ dx+ey+1 

den Limit-Werth annehmen, dennoch .die meisten der in diesem Ausdrucke 

y = 00 jssson 

enthaltenen d. h. der iin Uilendlichen befindlichen Poncte der primitiven Pigur gar > kein Con- 
stantbleiben ihrer Lage zeigen , soddern gewisse nicht im Unendlichen liegende Pncte del 
Geraden 

(ae— bd)y'+(dg-.eOx'+(bf-ag) = o 

d. h. der sogenannten 6egen-Axe zu Correspondenten haben. Nur einen einzigen gibt es 
unter den im Ausdrucke enthaltenen Puncten, — und zwar den Punct der primiti- 
ven Figur, welcher den Bedingungen 

® und dx+ey+1 = o 

y = CO -r J-^ 

zugleich genügt, d. h. die Spitze der Gegeur-Axe dx+ey+1 =so «— , wdcher, wenn ihm 
gleich die den eigentlichen Stand -Puncten eigene totale Unveranderlichkeit der Lage beim 
Uebergang zur analogen Figur nicht zukommt, doch insofern mit den Stand-Punoten öberein- 
stimmt, als die ihm zukommende unendlich grosse Entfernung von den Coordinatea»Axen auch 
beim Uebergang zur analogen Figur noch Stand halt; denn es hat dieser Punct die den be^- 
den Bedingungen 

^, ^^ und . (ae-bd)y'+(dg-.ef)x'+(bf-ag) = 

y — OD 

zugleich genugende Spitze der anderen Gegen-pAxe zu seinem analogen Puncte, und es ist 

also die Aehderung seiner Lage auf eine nach der Spitze dieser anderen Gcgen-Axe hin im 

Unendlichen stattfindende Rotation um den Goordinaten-Ursprung beschrflnkt. 

§. 97. Aber nicht nur bei einer Verwandtschaft von der Form 

fmCxyx'yO = FnCxyx'yO = o 

sondern fiberhaupt bei jeder homoelementischen Verwandtschaft 

Uegt, bei einer gewissen Form der Functionen f und F^ eine Ursache der Yerringeruig der 
Anzahl der mxn Stand-Elemente darin, dass die von diesen mxn Stand -Elementen, deren 
Goordinaten alle =co werden, nicht zu den Stand-Elementen gerechnet werdmi dürfen. Deut« 
lioher wird uns dieses, wenn wir ein bestimmtes Beispiel wählen und uns wiederum die all- 
gemeine Collineatton, jetzt aber unter der ihr nach Coor. $. 196 zukommenden Form 

_ AX+BY+C ^,_ FX+6Y+H 
^ ~ DX+EY+1 ^"DX+EY+T 

vorstellen. Denn wir erkennen jetzt sogleich, dass das Element ^ _^ da es CCoor. (. 45) 

ein unbestimmtes ist und jede den Goordinaten- Punct durchstreichende Gerade ausdrfickt, 
unmöglich ein wirkliches Stand -Element unserer Verwandtschaft sein kann, da sonst jede 
den Punct durchstreichende Gerade bei unserer nicht coUiheflr liegenden GoIlineatiOB ihre 
Lage unverändert behalten musste, während es dagegen unter diesen Geraden nur eine 

X E 

gibt, und zwar die durch Y= cx> Y= od y = ~~ 77 ausgedrfickte , welche eine gleichfalls 

durch gehande Gerade zur Correspondenten hat. 

9 
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wodurch eine primitive Figor H eine Aendenin;, welche +0 heissen mag, erieidet md ua 
die analoge Figur J übergebt, find zugleich Sland-Elenente der anderen Verwandtacbaft 

fil^fl^fj^ = F«'^1,) ^ o 

wodurch die primitive Figur die entgegengesetzte Aenderung — D erieidet, d. h. diejenige 
Aendemg, wodurch die analofe Figur U aus der primitiven Figur J hervorgeht; denn beide 
Arten vmi 6ta!nd«£lementen werden durch das oimlicbe Paar von deiehugen 

f(|j75j7) = Fßjygjy) = 

gefunden. Da es uns aber ersichtlich aith erlaubt ist, nusere Argumentation umzukehre» 
md zu sehliessen, dass alle Stand-Elemente der Verwandtschaft -~D zugleich Stand-Elemente 
von +D seien, so folgt, dass überhaupt eine Verwandtschaß ±D keine anderen Stand-Ele- 
mente hat, als die der anderen Verwandtschaft i^D. 

$. 99. Lasst man der Transformation ±D, welche eine primitive Figur H in J ändert, 
die die Figur J in K ändernde Transformation ±E folgen, so sind die Stand-Elemente der 
hieraus entstehenden^ die H in K ändernden doppelten Transformation ±D±E wohl zu unter- 
seheiden von den Elementen, welche nach $. 70 den beiden Verwandtschaften ±D und ±E 
gemeinschaftlich sind. Denn es sei z.B. die Transformation +D eine vom Puncte A (Fig.6> 
ausgehende e*malige Vergrösserung, während +B eine vom Vergrössernngs-Centrum B aus- 
gehende f-malige Vergrösserung der primitiven Figur bedeute, in welchem Falle — D wie 
von A ausgehende e-mallge Verkleinerung und —B eine von B ausgehende f-malige Ver- 
kleinerung anzeigt. Soll nun p der Punct der primitiven Figur sein, welcher mit seinem ann- 
logen Puncte das Functen.Paar darstellt, dessen gegenseitige Correspondenz den Aehnlichkei- 
ten +D und +E gemein ist, so müssen die dem Puncte p entweder vom Punete A oder B 
tns gegebenen Vergrdsstfungs** Bewegungen pl nnd pk identisch sein, d. h. es mflssee die 
Pknete 1 nnd k den nämlichen Pnnct darstellen. Ebenso ist eine gegenseitige Bedeckung der 
Puncto 1 und n, oder q nnd k, oder q und n nöthig, wenn der Ponot p mit dem anttogem 

Puncte der anderen Figur das dem Verwandtschafts-Paare „ oder ^« oder ^„ ge- 
meinschaftliche Element darstellen soll. Soll dagegen der Punct p der Stand-Punct der Aehn- 
lichkeit — D— E sein, so musa der an der Stelle p liegende Punct der primitiven Figur, 
nachdem er anfangs die von A ausgehende Verkleinerung -*D erfahren ind sich nach q 
fcrtbewegt hat, nachher aber, wegen der von B ausgehenden Verkldnerung — E, von q 
nach m bhiübergegangen mt, einen solchen Punot der analagcn Figur darsldlen, d«r gleicb- 
fiills in p aiek befindet, d. h. es missen die Pnncte p und m anf emtnder fiallen. Ebenso isl^ 
soll der Punct p der Stnnd-Pwict der Aehnlichkmt --E-D oder ^E-U oder +D+E ete. 
sein, dazu die Erfüllung der Bedingung nothwendig, dass der Punct p beziehungsweise mit 
dem Puncte r oder g oder h etc. zusammenfilU. 

Von der soeben ans der geometrischen Definition hergeleiteten Nothwendigkeit der Ver- 
schiedenheit, welche bei zwei allgemeinen Verwandtschaften D und B zwischen den Puncten 

p, k, I, g,^ b, r im AHgemeinen obwalten musa , kennen wir nns auch dnrch tnnlf- 

tische Argunmitalien überzeugen. Dean es seien z. B. iBe Tranaformationen ^-D und +B 
beodebngtweise durch die Gleichnagen 

gegeben, so wird die doppelle Transfonmtion 4D->-E, wenn man durch /A und (6 die den 
I'^unctionen v^ und 9 entgegengesetzten Functionen beBcichnet, durch die Gletchangen 
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ausgedrückt, sodass im AUgfemeinen diejenigen Gleichungen • 

V<?i7) = V= ;f(5^) nnd yCS^) := 1;'= ©(Jj;) 
welche die den Yerwasdtsehaftai +I> «nd +B gemeinsdiaflliohm Elemente «isdrikoken, mit 
den die Sland^^Elemente der Yerwandtsduift 4'I>— £ bezeieliaenden Gleichungen 

I = /ftUG^), 6(57)1 und 17 = *W&7), ©(&7)] 
nicht identisch sind, Sondern andere Werthe der { und 17, d. h. andere Elemente geben. Wft- 
Ten z. B. die Verwandtschaften +D nnd +E zwei allgemeine CoIIineationen , in welchem 
Falle die Verwandtschaft +D-^E bekanntlich eine neue Collineation darstellt, so. würden die 
den Verwandtschaften +D und 4-E gemeinschaftlichen Puncten-Paare nach S- 78 vier yeiw 
schiedene im Allgemeinen nicht im Unendlichen liegende Pancten*Paare darstellen, wAhrend 
dagegen die Stand-Elemente der Verwandtschaft +D-^E, wenn man die im Unendlichen Ue« 
genden Pnncte ausser Rechnung lässt^ nach $. 96 bloss 3 verschiedene Puncten-Paare ent- 
halten würden. 

$. 100. Wenngleich nach dem Vorigen die den Verwandtschaften ±D und±E gemei»* 
schaftlichen Elemente von den Stand -Elementen der Verwandtschaft ±Dq:E im Allgemeinen 
verschieden sind, so gibt es dennoch gewisse Verwandtschaften , bei welchen genannte Ele- 
mente zusammenfallen. Dieses findet z. B. bei allen Verwandtschaften von der Form 

^' = ^^5> und 5' = ^fS> 

statt, was sogleich erhellt, wenn man in den die Stand-Elemente der 4.D— :B heitimmeBdeB 
Gleichungen 

|=/A[;^G)] und a7 = *[0(j7)] 
die entgegengesetzten Functionen rk und 6 auf die andere Seite hinüberschaffl und sie da* 
her auf die Form 

xpQ) c= xit) und yCaj) = ©(^) 

reducirt, indem aus eben diesen Gleichungen auch die nach den Verwandtacbaften -f-D nnd 
+E in die nämlichen Elemente der analogen Figur sich findernden Elemente der primitiven 
Figur gefanden werden. 

Folgendes ist ein Beispiel von solchem Zusammenfallen. Es sei die Transformation +D 
eine vom Puncto A (Fig. 6), dessen Coordinaten s nnd s^ sein mögen, ausigehende e-malige 
Vergtösserung, und es sei daher 4-D durch die Gleichungen 

x'-s = e(x~s) . . X' == ex-(e-l)s 

y^-s^saeCy-^sO ' y' =ey-(e-t3s' 



ansgedrfiekl, während +E eine vom Vergrisserungs-Centrum B oder ^^ ausgehende und 

durch X' = fx - (f - 1 )r y' = fy - (f - l)r' 

ausgedruckte f-malige Vergrösserung der primitiven Figur bedeute. Nun findet man die Lage 
1 des nach den Verwandtschaften +D nnd +E gemeinschaftlich correspondirenden Punctei^ 

) Paares, wenn man seine Coordinaten x und y ans den Gleichungen 

i ex-(e-l)s = fa-Cf-Or und ey-r-Ce-Ds' = fy-Cf-l)r' 

entwickelt, wShrend man, wenn man der Transformation -E die Transformation +D, d. lu 

wenn man der Transformation 

^-Ktr Kf T F die andere ^'=«-t«- »5« 
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hinzafOgt, alsdann den Stand-Panct der Trangformation +D-*£ oder 

^ _ ex-(e-l)s^-(f>*l)r _ ey-^(e- l>5^-f(f-i)r^ 

X — f y — f 

«rhilt) wenn man ans letzteren beiden Gleichungen^ nadi UnterdricinDig der Accente von xf 
und y', die Werthe der Goordinaten x und y ableite!. In beiden FfiUen erhält man Ar dem, 
gesuchten Punct die nfimliche Lage 

_ (c-.l)s--(f--l)r _ (e-^l)8^-(f--l)r^ 

^~ e^^nr ^~ e-f 

S. 101. Die in §. 89 gegebene Definition der Stand -Elemente bezog sich eigentlich 
bloss anf den Fall, dass wir Verwandtschaften vor uns hStten, wobei stets ein Element der 
^mitiyeaoder der analogen Figur mit bloss einem Elemente der analogen oder primitiren 
Figur besiehungsweise correspondirte, d. h. dass entweder von Verwandlschaflen ersten Grades 

die Rede war, oder aber von solchen Verwandtschaften zweiten Grades, welche im specieDen 
Ausdrucke 

_ «S+biy+c , _ fg-f-g^y-hh 

^ ~ d§+ei7+l ^ ~ k| + li7 + l 

enthalten waren. Bei diesen Verwandtschaften sind allerdings die Stand-Elemente solche 
im eigentlichen Sinne des Wortes, d. h. solche, wobei — wenn auch nicht jeder Punct 
des primitiven Elementes seinen Stand unverändert behält — die Lage des primitiven Ble- 
aientes dennoch, als ein Ganzes betrachtet, unverändert Stand hält. Findet nun aber, was 
im Aligemeinen der Fall sein wird, diese Beschränlung der Verwandtschafts-Form nicht mehr 
statt, so treten nneigentliche Stand-Elemente hervor. Wenn wir z. B. die Ver- 
wandtschaft 

f.a^XV) = F,(iiu^V) = o 

in die Bezeichnung des Coordinaten-Systems xy fibertragen, d. h. wenn wir diese Gieichon» 
gen nach Coor. $. 287 mittelst der Uebergangs-Forrocln 

X = Ci-^xy+j^ und fi = (l-x)^+y« 
auf die Form 

fi[Ci+x)^+y^(i-x)2+ySCt+x')^+y",(i-x')^+y'T = o 

Fi[(l-t'X)»-hyS(l-x)«+yS(l + x')*+y'',(l-xO»+rT = o 
reduciren, so wird jedes Element jk des Systems Xfi zu einer Gruppe von zwei auf beidm 
Seiten der Coordinaten-Axe XOX' befindlichen Puncto j und k, und ebenso wird jedes Ele- 
ment j'k' von XV zu einer Gruppe von zwei Elementen j' und k^ von^ xy. Das Blemeol 
jkj'k^ welches bei Benoisung des Systems Xfi ein Stand-Element der gegebenen Verwandi* 
Schaft darstellte, geht also, wenn wir uns des Systems xy bedienen^ in eine Gruppe von zwei 
Stand-Elementen jj' und k\f der nämlichen Verwandtschaft über; es sind aber letztere an- 
eigentliche. Denn der Punct j hat bei der gedachten Verwandtschaft die beiden Puncte 
j' und k' zu Correspondenien, von welchen bloss der eine Punct j' vonj bedeckt wird, und 
die Lage des Punctes j hält daher nicht nolhwendig unverändert Stand beim Uebergang zur 
analogen Figur^ wie solches der Fall sein würde ^ wenn j ein eigentlicher Stand -PuncI 

der VerwandUchaft ^^^ / ^ ~ ^ gewesen wäre , sondern der Fanct j kann entweder 

seine Lage behalten oder aber die des Punctes k annehmen. - 

$. 102. Denken wir uns Oberhaupt eine algebraische homoelementische Verwandtschaft 
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Jedes primitive Element ^ hat alsdann, da es ein den Ketten S=» und 37=/} gemein* 

schaftliches Element ist, bei dieser Terwandlschafl die Gnippe der mxn Elemente, welche 

den beiden analogen Ketten 

f«(a/»r^O s P«(5'^0 = nnd Fniaß^Y) = F'nß'iyO = 

'gemeinschaftlich sind, zu Correspondenten. Umgekehrt ist jedes analoge Element \ ^^ ^^ 

im Allgemeinen der Correspondent einer Gruppe von mxn primitiven Elementen. Wir er- 
kennen hieraus, dass es bei den Verwandtschaften höheren Grades, wo m und n>l sia4y 
gar keine eigentliche Stand - Elemente gibt^ sondern bloss uneigentliche, nimlicb 
solche Elemente von I17 oder SV» welche irgend eines der m>in mit ihnen correapondi«- 
renden Elemente von l^tj* oder ^jy beim Uebergang nur analogen Figur bedecken, aber die 
läbrigen (mn — 1) von diesen mn Elementen nicht bededien. , 

Will man bei solchen Verwandtschaften etwas Standhaltendes haben, so muss man 
Gruppen von je m>rn Elementen betrachten. Es wird nämlich bei der gegebenen Verwandt- 
schaft eine Gruppe von mxn primitiven Elementen dann eine eigentliche Stand-Gruppe von 
Elementen darstellen^ wenn diese Elementen-Gruppe eratens die specielle Eigenschaft besitzl, 
dass sie nicht, wie irgend eine beliebige Gruppe voo mxn primitiven Elementen,, mit mxa 
Gruppen von je mxn Elementen, d. h. mit einer Gruppe von m^xn^ analogen Eleinentea 
correspondirt, sondern bloss mit einer einzigen Gruppe von mxn Elementen, und wennzwei^ 
tens die mxn Elemente der analogen Gruppe die nämlichen Coordinaten-Werthe haben^ 
wie die Elemente der primitiven Gruppe. 

§. 103. Ausser den Stand -Elementen, gibt es nun aber bei einer Verwandtschaft 
auch noch Stand-* Ketten, d. h. es gibt im Allgemeinen immer primitive Ketten oder Cur- 
Ten, deren Form, Grtese und Lage unverändert Stand halt beim Uebergang xur imajogen Figur« 

Der bei den Stand - Elementen nach $. 90 stattfindende Unterschied in Bezug auf die 
grössere oder geringere Unveränderlichkeit ihrer Lage ist auch bei den Stand-Ketten zu ht^ 
riicksichtigen. Es gibt hier indessen nicht die absolute Unverftnderlichkeit , welche z. B» 
beim Stand-Puncte einer Affinitat vorkommt, wo der primitive Puoct als ein untheilbares Ganzes 
vom analogen Puncto gar nicht zu unterscheiden ist; denn eine Kette, auch wenn sie voni 
ersten Grade im System XY ist und daher einen Punct ausdruckt, ist denaoi^h immer. Mf 
unendlich vielen Elementen als Theilen zusammengesetzt, sodass bei einer Stand-Kette ausser 
der Unverftnderlichkeit der ganzen Kette auch stets noch die grössere oder, geringere Unver«^ 
ftnderlichkeit ihrer verschiedenen Elemente zu berficksichtigen ist. Es sind also in Bezug 
auf diese Unverftnderlichkeit hauptsächlich 2 Arten von Stand-Ketten zu unterscheiden): i^stena 
diejenigen, wobei die primitive Kette, insofern sie 9)3 ein Ganzes, betrachtet wird, die analoge 
Kette bedeckt, sie aber nicht so bedeckt, dass auch jedes Element der -primitiven Kette mit 
dem analogen Elemente der analogen Kette zusammenfalle; zweitens diejenigen, wobei sowohl 
jedes Element der Kette als auch die ganze Kette mit dem analogen Elemente oder der ana* 
logen Kette zusammenfallt. Die ersteren mögen partielle, die letzteren totale Stand-^ 
Ketten heissen. "i >, , 

S. 104. Um die partiellen Stand-Ketlen irgend einer Verwandtschaft v^ finden , bletef 
sich das erste Mittel durch die Bemerkung dar, dass os zwischen einem Gtand^leaienie und 
einer Stand-Kette keine absohlte Scheidewand gibt, sondern dass eine Curve ein Stand-Ele- 
meot nnd eine Stand-Kette zugleich sein kann , je nach der Natur des CoordinatßQ-STSten)S^ 
dessen man sich gerade bedient hat. So sind z.B. die Stand-Geraden d.h. die Standf-Kettep 
ersten Grades der allgemeinen CqlliDeationi 
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dx+ey+1 dx+ey+l 



Wgldbh die Stind-demente der näiniKcheii lüMt der Perm 

* ~ DX^-Ky+l — DX^BY+1 

jffedsehten Verwandtschaft. Umgekehrt ist jeder Stand^Ponct , d. h. jede Stand-Kette ersten 
firades der letzteren Verwandtschaft oder überhaupt einer Verwandtschaft 

f(XTrx'Y') tö= o P(XYxnr') t= o 

Mgteich ein Stand-Element der nimlichen mittelst der Bezeidmtnig des Systeaa zy nuage^ 
driiekten Verwandtschaft. 

S. lOS. Will m«n daher die Stand-Kelten ersten Grades einer Verwandtschaft 

erhalten, so übertrage man die gegebenen Verwandtschafts-Gleiohitngen mittelst der Foimdn 

5 = TS n — — 



^^;^ ''-~r";3f 



df ^ '"^iS 

in die Bekeicbnimg des Coordinaten-Systems JST, and nntersiiche, oh liie <o erhalleMB Glei- 
chnngen, welche im Allgemeinen (Coor. S- ^96) Differential-Gleichungen aind, sich anf die 
specielle Form endlicher Gleichungen reduciren; findet letzteres statt, so haben wir, wenn 
TTir die Stand-Elemente der erhaltenen Verwandtschaf ts-Gleichungen 

HSTS'r) = o FXETE'r) = o 

suchen, zugleich wegen des nach Coor. $. 9 zwischen den Systemen I17 und ST statttnden- 
den Zusammenhangs die Sland-Kelten ersten Grades der gegebenen Verwandtschaft 

fßi75Y} = o Fa^Vn") = 

gefiinden; und zwar sind die so erhaltenen Stand-Ketten im Allgemeinen Immer partjelleu 
So auch kSnnen wir die partiellen Stand^Ketten irgend eines höheren Grades oft durch 
Aendenmg unserer Bezeichnung, d. h. durch Aenderung unseres Coordinaten-ßystems , er- 
halten. Wäre z. B. gefragt, welches bei einer gegebenen Verwandtschaft 

fCxyx'yO s=3 F(xyx'yO =r 

die ihr Centrum in der Coordinaten-Axe XOX' habenden Kreise wiren, welche miTerindert 
blieben und daher Stand-Kreise der gegebenen Verwandtschaft darstellten, so Imng« 
man erstens die gegebenen Verwandtschafts-Gleichungen nach Coor. §. 227 mittels! der U^ 
bergangs-Pormeln 

auf die Form 

und substituire Uerin 



X = (l+x)«+y» 


1» = c>-0'+y* 


f'Ca^lV) = 


P'(X/«l>') =s 


t 


1 


^'^ ^ ^^^ 

^-^m 





Da nun das Element dieses Systems AM (Coor. §. 9) eine Kette ersten Grades des Systenu 
Xfi und daher <Coor. $. 233) einen Kreis, dessen Centmm sich in XOX' befindet, darsteDl, 
80 sind die Stand-Elemente der erhaltenen V-erwandlsobafts-Oleichuiqfea 

VXAMA^M'^ = o F'^c^M^MO =* 

cugleicli die gesuchten die verlangte specielle Lage besittenden Stand^Aeise der gegebeseB 
▼erwnndtschaft 

S« 106. Wir können aber zweitens adch ohne Aenderung den benutzten Coordlnaten^ 
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Syttenia di« partidleii SiMiUKetteft einer gegebenes Verwandt^ohaft aus ilureB Stand^SIemen«» 
ten herleiten, und insbesondere in denjenigen Fällen, wenn die YerwandtsokaA (wie diesM 
z» B. bei der Coilineation der Fall isi) durch Gleicliqiig^ von der Form 






ausgedrücki ist. Denn diese Verwandtschaften besitzen bekanntlich die Eigensehaft^ dass j< 
Element der primitiven oder analogen Figur nur mit einem einzigen analogen oder primitiven 
SlesieBte beviehaagaweise correapondirt, und awar »iehi Uoss bei der gegebenen Verwandtschfifl»« 
Form, acüQdam aneli dann noeji, wenn wir die gegebenen Gleichungen in der Bezeieknoag de» 
Syaiems JET auadrdckeo, d. b. ea hat bei der gegebenen Vei^wandtschaft ansserdem auch jed<i 
primitive oder analoge Kette ersten Grades eine neue Kette ersten Grades, und zwar bloa^ 
eine enuige, zur Gorreppondenten. Jede also in der primitiven Figvr zwei Sland^ElemenU» 
vereinigende Ketta ersten Grades, wird bei einer solchen Verwandtschaft, beim Debergang zur 
a^elogen Figur, an einer Ketto ersten Grades, welche die nSmlichen Sland^Blemente enihilt 
lind deasbalb (da eine Gerade durch zwei ihrer Fände, und so anoh überhaupt eine Kette eratee 
Gradee durcii zwei ihrer Sleteente ganz bestimmt ist) mit der primitiven Ketle zesamaienfftlll. 
So leitet man %• B. die drei Stand^Kreise der Verwandtschaft 

Xi — «;^+bA4+c , _ fX4-g/»*+h 

(Coor. $. 260) ans ihren drei Stand -Puacten- Paaren oder umgekehrt letztere ans ersteren 
her, wenn man beziehungsweise diese drei Functen-Paare durch drei Kreise vereinigt, eder 
aber die drei Paar^ von Durchsehnitts-^Punipten der drei Stand-Kreise sich merkt. 

$• 107. Wenn indeaaea die gegebene VervandlsQhaft nicht die erwähnte specielle 
Form f sondern z. B» folgende allgemeinere 

_ a?4-bi7-hc , _ tl+tn-hh 

^ ~ d6+ei7+l ' "" W+l^+l 

hatte oder sogar eine Verwandtschaft höheren Grades wäre, genagt diese Methode von S. tOS 
im Allgemeinen nicht mehr zum Auffinden ihrer partidlen Stand-Ketten, da eine Kette ersten 
Grades bei solchen Verwandtschaften im Allgemeinen mit einer Kette (>l)ten Grades corrch 
«pondirt, .sodass auch die die Stand-Elemente vereinigenden Ketten ersten Grades ihren Gleif- 
chungs-Grad u«4 ihre Form andern. Indeawi kann es m^h in gewissen Fillen ereigneQ, 
daas die Ketten ersten Grades, welche die Stand-Elemente vereinigen , sich iron den ftbrigep 
Ketten ersten Grades dadurqh uinteri$<dieUU«i , daas die mit ihnen oorrespondireoden Ketten 
gleichfalls den ersten Grad nicht überschreiten; in diesen Fällen gibt die Methode von S« 10^ 
auch wenn die Verwandtsohaft besagte specielle Form nicht hätte, uns dennoch die ver* 

langten Stand - Ketten. So stellen z. B. bei der Verwandtt^ehaft \ (Coor. $. 189) 

di^enigen sechs Ketten ersten Grades, welche die 4 Stand -Ejlemente vereinigen, 9;iigleiclp 
Stand-Kellen der Verwandtschaft dar. Und überhaupt können wir unsere jetasige Methode 
auch dann noch, wenn sie zur vollständigen Bestimmung der gesuchten Stand -Ketten nich|^ 
genügt, dennoch als vorläufiges Mittel anwenden, um aus den verschiedenen Ketten diejenU 
gen herauszusuchen, welche nach $. 140 möglicherweise Stand -Ketten der geg9)>enen Ver- 
wandtschaft sein können, wobei wir alsdann die in dieser Weise angefangene Aufisuchung der 
Stand-Ketten mittelst der folgenden Methode vollenden müssen. 

S* 108. Denn es gibt noch ein drittes Mittel, um bei einer gegebenen Verwandtschaft 

f(gi,lV)«o FCl95V)wO 

ihre partiellen Stand-Kelten zu finden, und zwar nicht bloss, wie im verdien.' Ffttef die. doK 
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enten OräAeSj sondern überhaupt die eines p^ Grades. Bringen wir nfimUeh unsere Ver* 
umdUichaft auf die Form 

und substiluiren wir dieses in die Gleichung der allge meine n analpgen Kette p<« Grades 

Wir erballen die Gleichung 

der priroittren Curve, welche nach der gegebenen Verwandtschaft die Curve (p'pOffj^) = o 
aar analogen hat. Und zwar sind die Codfficienten A, B, C etc. der erhaltenen Gieicliiuig 
g>(Sil) = 0' gewisse Functionen der unbestimmten OoefBcienten A^ B', & etc. der Gleicbang 
^H^ij*) = und der in den gegebenen Verwandtschafts-Functionen yj und x vorkommenden 
bestimmten Grossen a, b, c etc. Wenn daher die erhaltene Gleichung (p(^} = o gleichfalb 
eine des p^«» Grades ist, so können wir die Coelficienten A', B^ C etc. der analogen Cunre 
9^(SV) s= <^ in solcher Weise zu bestimmen suchen, dass sowohl die Curve {pitf^} = o als 
auch die Cunre (pX^'r^') = o eine Gerade ausdruckt, oder so, dass beide Curven Kreise sind, 
oder ttfearhaipt so, dass die Curve <pQrf) =3= o beim Uebergang zu der ihr analogen Curve 
(p'd't]^^ = ihre Form unverändert behfilt. Und nach Auffindung dieser (in $. 141 näher 
betrachteten) in Bezug auf Form Stand haltenden Curven, können wir hieraus weiter folgern, 
welcher Bedingung wir diese Curven weiter noch unterwerfen müssen, damit sie auch in 
Bezug auf ihre Lage und Grösse Stand halten und daher eigentliche Stand -Ketten der ge- 
gebenen Verwandtschaft darstellen. 

Oder wir können auch, ohne dass wir uns des vorigen vorlaufigen Mittels zum Auffin- 
den der Stand-Ketten bedienten, letztere unmittelbar aus der gegebenen Gleichung 9'CS^90=^ 
in folgender Weise herleiten: Setzen wir die Coifficienten derjenigen in (pC^rj^ = o oder 
in g>\i'f]^ = vorkommenden Glieder, welche in (p*{l'9j^ = o oder in 9CI17) » bezie* 
hungsweise nicht vorkommen, =0, setzen wir dagegen die Coefficienten der sowohl in 
^(§17) =3r o ak in (pWfj^ = vorkommenden Glieder einander gleich ; wir erhalten in dieser 
Weise eine Gruppe von Gleichungen zwischen den 2 Coefficienten-Gruppen a, b, c . . • und 
A^BVC'*.«) aus welcher Gruppe von Gleichungen wir die Unbestimmten A', B^ C . . . zo 
eliminiren und so jede dieser Grössen als Function der Bekannten a, b, c . . • auszudröcken 
versuchen können; die Kette ^^O^'^^O = 0, welche die so bestimmten Grössen A^ B', C. . . 
zu ihren Coefficienten hat, ist alsdann eine Kelte, deren Coöfficienten beim Entstehen aus der 
primitiven Kette (püffi =3 o sich nicht geändert haben, d. h. sie ist eine Stand-Kette unserer 
Verwandtschaft. 

$. 109. Erläutern wir letztere Methode durch das Beispiel der allgemeinen CoIIineation 

, _ ax+by-H) , _ fx+gY4-h 

dx+ey+l dx+ey+l 

und suchen wir die 3 Stand-Geraden dieser Verwandtschaft. Die mit der analogen Gera- 
den 'y'= C'x'+D' correspondirende primitive Gerade y = Cx+D hat hier ersichtlich die 
'^™ fx+gy + h ^ c' ^ p ax>f-by-fc i 

dir^yTi ^ Ldx+ey+1 J "^ ^ 

d« h. nach Entwickelung 

_ _ C^a + D^d-f _ C^ cfP^-h 
^ ~ "" C'b+D'e-g^ C'b + D'e-g 

Durch Identificirung der Coefficienten C und D mit C' und D^ erhalten wir also das System 
det awei Gleichungen 
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^ ^ - C'b + D'e-g •"» '^ ^^ ~ Cb+D'e-g 
Uod wenn wir ans diesen zwei die zwei Unbestimmten C^ und D' verbindenden Gleichungen 
die Grösse D' eiiminiren, dadurch dass wir die D' aus der ersteren Gleichung entwickeln 
nnd den erhaltenen Ausdruck 

•n# f+Cg;-OC'+bC'2 

^ = dui:^c^ 

in die zweite Gleichung substituiren, so erhalten wir eine Gleichung des (2 x2=s4)ten Grades 
in Bezug auf C, welche aber auf beiden Seiten die Glieder vierten Grades verliert und sich 
daher auf eine Gleichung dritten Grades reducirt. Für jeden nun der aus letzterer Gleichung 
sich ergebenden Wertbe von C^ gibt die Gleichung 

_ f-f-(g-a)C^+bC^^ 

~ d + eC 

einen Werth von D', und wir erhalten dah6r die 3 mittelst der Coefficienten p, b, ceto. ans- 
gedrflckten Werthe von C und D', welche die Gerade y^=: C^xf-hD* zu einer von den drd 
Stand-Geraden unserer Collineation machen. Hätte die CoUineation sich durch die zwei Bor 
dingungen d =: o e = o i 

zu einer Affinität specialisiri, so würden wir unmittelbar, wenn wir setzen 

Ci — C'a-^f 
C'b-g 
eine Gleichung des zweiten Grades in Bezug auf C^ und hieraus 2 verschiedene Werthe fOr 
C* erhalten haben, von wefchen jeder uns einen Werth für W geliefert haben würde, sodass 
wir alsdann bloss 2 gewöhnliche Stand. Geraden erhalten hätten^ und zwar die 2 Siluation*- 
Axen unserer Affinität ($. 148), da die dritte Stand- Gerade der aligemeinen Collineation, 
wenn letztere sich zu einer Affinität specialisirt, sich unendlich vom Puncte entfernt und 
daher in die unbestimmte Kette Cx4-C^==ao, d. h. den ganzen im Unendlichen befindlichen 
Raum, übergeht. "^ 

$. 110. So auch würden wir weiter die Stand - Kegelschnitte nnserer Verwandtschaft 
erhalten, wenn wir aus dem Ausdrucke eines in der analogen Figur vorkommenden ganz 
unbestimmten Kegelschnitts 

A'ic'»+By2+C'xy+D'x?'4-B'y'+1 = o 
die Gleichung des mit ihm correspondirenden primitiven Kegelschnittes 

A'(ax+by+cp-hB'Cfx+gy+h)«+C(ax+by+c)(«x+gy+h)+... 
. . . +D'(ax+by+c)(dx+ey+l)H-E'(fx+gy+hXdx+ey+l)+(dx+ey+l)2 =B o 
ableiteten, letzteren Ausdruck auf die Form 

Ax«+By2+Cxy+Dx+Ey+1 = o 
reducirten, sodann aus dem System der 5 Gleichungen 

A'«»As/rA',B',G'...a,b,c,..) B=B' CsaCV 0=1^ E=E' 
die 5 Grössen A', B', C, IV, E^ succesisive eliminirten, und so jede dieser 6 Grössen darch eine 
bestimmte Function der bestimmten Grössen a, b, c etc. ausdrückten. 

Wir erkennen hieraus, dass jede bestimmte Collineation im Allgemeinen eine «ndUcbe 
Anzahl von bestimmten (reellen oder imaginären) Stand-Kegelschnitten besitzt, nnd dass ^ 
Vberhalipt bei jeder durch 2 Gleichungen von der Form 

w _ a|+bjy+o t _ iS+g>y+h 

i • . * ~dj4-ejj-hl ^ d§+e^+l 

Msdrilekbaren Verwandtsehaft nnter den verschiedenen Ketten pt<" Grades im AUg emeine« 
eine bestimmte endliche AmaU gibt, wdche Stand. Ketlen dwser Verwandtschaft danteilep^ 

10 
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weil die Identificirong der ^ ^ Coefficientm der allgemeinen Güeidiunf p*« Grades 

?Vß'^0 = ^ Diit den ■ Q • Codfficienten der nach der gegebenen Terwandtvchaft mit 

ihr correspondirenden allgemeinen Gleichung q>^(ltj)s=zo uns ein System von ^^^^--2. Gfei- 

chnngen gibt zwischen den E^^ ^ Unbestimmten A^ B', C^. .. und den bekannten In der 

Verwandtschaft vorkommenden CoefBcienten a, b, c • • . ^ welches System von - j* dei» 

chungen bekanntlich genügt, um die - ^ ■ Unbekannten gans zu beMimmen. 

$. 111. Wäre dagegen bei einer solchen Verwandtschaft nach denjenigen Ketten p<« 

.Grades gefragt, deren Gleichung die unvollständige Anzahl von <^^^i^ Gliedern enihallieii 

sollte, und welche dennoch Stand-Ketten der Verwandtschaft sein solllen^ so Ist die gest^le 
Bedingung im Allgemeinen nicht erffillbar. Wäre z. B. gefragt, welches bei der aügemeinen 
Collineation die den Punct zum Centram und die Geraden XÖX^ und TOT' zu ihren Axea 
habenden Kegelschnitte wiren, welche bei dieser Verwandtschaft onverilndert blieben, so wire 
die Antwort, dass solche Kegelschnitte im Allgemeinen nicht existiren, da die Identlficirang 
der Coefficienten des Kegelschnittes A^'^+BY^ = 1 mit denen des correspondirenden Ke- 
gelschnittes 

A'(ai:+by+c)a+B^(&:4^gy+h)a s idx^ef^ty 

4. b. nach Bntwicketang 

(AV+B^f^-d^s A)x«+[I = f(A«'abcdefgh)]ya4-Cacy+Dx+By4'0 = o 
uns zir lestimmong der fi UnbekaneleB A^ und B' eis Syatai von 5 Gleiohmigen 

^=A' § = ^' ^ = ^ D = o E = o 

d. h. ein System von 6 CHeidningea 

f'CA«'abo«..)sc=o ^^^^cA^B^bcOsEse y^A'B'«be..«)9^o ^iH^^^^ts^ ^v(...)3»e 
geben würde, welchen S Bedingungen die 2 Grössen A' und B' im rMlcrinrinfln Aiehlt gleioli- 
zeitig genfigen können. Und es wird dieses analytische Hesidtai bestätigt durch die Bemer- 
kung aus der Geometrie, dass die endKohe Anzahl ven Sland4[egehMsh9tttai dner CoUinM- 
tion, so lange die CoHkieatian eine beliebige Ist, auch selbst beKebige sind und daher 
nur anftUigeTwetee die specielie Lage haben, wobei sie durdi die Axen XQXf nnd TOT' 
symmetrisch halbirt werden. 

f. 112. So auch gibt es bei mner Collineation, so lange diese eine beliebige Ist, Im 
Allgemeinen keine Stand- Kegelschnitte^ «eleha die speeieHe Penn elMS Jüreisee haben. 
Und zwar können wir uns hiervon entweder dadurch öbeczeugen, dass der allgemeine Ans- 
Amck edles Kreises (x'^-AO^+CT^-B')^ a O^ Uoss 3 Unbesttenrte enAW, wekbe, sollte 
der Kreis seine Grösse imd Lage bebaken , den 5 Jledingnnfnn ihrer Identifielimv "^^ ^^ 
Ö CoMIcleaten des eerraspendirenden Kegdsehnilles gWchzeMig genfigen miison ; oder aber 
"durch die Bemerkmg, dass die Kreise, wetehe hni der Collineatien nyt nencn Kteiscn cor- 
fespondiren, nach §. 142 solche sein mfissen, deren Codra ^h fai den iGngen-nAxen dieenr 
Collineation beziehungsweise belnden, sodass die verlangte Unverinderlichkeit des Centnuns 
und des Radius bloss bei dem vm diesen Kreisen möglicberweise stattflnden könnte, dessen 
'Centn» eich im Dnrchsclhnilts-Tanele der beiden 6egen«Axen beladet, wdckar Iieie 
^naeh % 821 Im Allgemehien mit efnem andeien Kreiae oonrespondbrt 
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$.113. Es eigfiet sich diese Methode Ton $• 108 dem Vorigen rafolge iMbesoadere 
dazo^ um bei irgend einer Verwandtschaft Ton der Form 



^ _ a|>fb>yH-c ^ _ fS+g>y+h 

^ dg+ej7+l ^ dS+ei7+l 



nachdem wir durch die Methode von §. 1U6 oder |. 106 ihre Stand -Ketten ersten Grades 
erhalten haben, anch noch ihre im ASgemeSnen immer vorhandenen Stand -Ketten eines 
(p>l)ten Grades sn finden. Indessen ist diese Methode von $. 108 anch bei Verwandtschaf- 
ten von anderer Form noch anwendbar, am ihre Stand -Ketten höheren Grades, wenn sie 
etwa voriianden sein sollten, heranszaf ndeo. 

Nehmen wir z. B. die Verwandtschaft 

XX' = 1 TT' == 1 

Da es bei dieser Verwandtschaft (Coor. $. 192) keine anderen Kegelschnitte gibt, denen 
neue Kegelschnitte entsprechen , als die irgend eine von folgenden 3 Gleichungs-Formen be- 
sitzenden 

yxy4-*x+«y+C = ax*+yxy+fa+«y == o ftr'+yxy+'x+cy = o 
so folgt, dass bei genannter Verwandtschaft bloss die Parabeln, welche die eine oder andere 
der beiden Gleiobnoga-Pormen 

ox^+Jx+ey =3 o oder /?y2+Jx+«y == o 
besitzen, mit neuen Kegelschnitten und bloss die, welche durch 

ax2+«y = oder ßj^+Sx = o 
ausgedrückt sind, mit neuen Parabeln correspondiren und zwar mit folgenden 

aY^+ex'^ = oder /9x'+ Jy'^ = o 
Sollen nun diese primitiven oder analogen Parabeln, welche in Bezug auf Form und Lage 
schon flbereinstimmen, auch in Grösse übereinstimmen^ so muss noch die Bedingung 

?. s-s ±1 oder 5- = ±1 

beziehnngsweise hinzukommen, woraus wir erkennen, dass es bei unserer Verwandtschaft 

~, ~ ^ keine anderen Stand^Parabeb gibt «is folgende 4 

x^ =5 y x^+y =0 y^ = X y^+x = o 
In Ähnlicher Weise erkennen wir nach Coor. $. 90 und $. 193, dass die Gurve ucbv^ die 

einzige Stand-Cissoide der Verwandtschaft ^ ^Z i darstellt. 

$. 114. Die Bedingung, welcher die Stand -Ketten ersten Grades nach $. 106 unter- 
worfen sind -* d. h. dass sie je 2 Stand-Elemente verbinden sollen — bleibt auch bei den 
Stand-Ketten hNieren Grades noch einigermassen fortbestehen, da anch diese mehrere Stand- 
Elemente enthalten müssen. Betrachten wir z. B. die Stand-Kegelschnitte der vnler der Fona.: 

x/ _ ax+by+c _ ftt+gy+h 

dx+ey+1 ^ dx4-ey+l 

gedachten allgemeinen CoUineation. Da diese Kegelschnitte im Allgemeinen keiM lotalA, sonH« 
dem bloss partielle Stand-Ketten unserer Verwandtschaft darstellen , so oorrespondirt irgend 
ein Plinct J eines solchen Kegelschnitles mit einem Pnncte j', wetcher sieh im AlIgemeineB is 
einem anderen Thelte des Umfanges des nümliehen Kegelschnittes befindet Wenn nini dcr^. 
Pnnct j sich im Umfange des Kegelschnittes fortbewegt, so schreite! anoh der Pnnck J^ wdUl 
ter, und zwar entweder rasch« oder lai^gfstaier als der PnncI j, sodass es ein oder mehrere 
ZoitpmMlft gibt, in welchen die Pnncte j und j^ einander efngehoil habcs, woliei'nisdann dmr» 
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▼OD den Ponclen j and j' jedesmal eingenommene Ort einen solchen PnncI des .Stand «^Ke- 
gelschnitt es darstellt, welcher zugleich ein Stand-Panct der Verwandtschaft ist 

$. 115. In Ähnlicher Weise erkennen wir, wenn wir die Collineation unter der Form 

Y/ _ AX+BTVC _ FX+6T+H 

~ DX+EY4-I ~ DX+BY+l 

fchreiben, dass ihre Sland-Kegelschnitte im Allgemeinen mehrere yon ihren Stand «- Geraden 
berühren müssen. Man wolle jedoch keineswegs hieraus schliessen, dass diese Berührang* in 
den Spitzen der Asymptoten stattfinden und daher die Sland-Kegelschnitte je 2 von den 3 
Stand-Geraden zu Asymptoten haben müssten. Denn im Gegentheil sind die 3xao Kegel- 
schnitte, welche hervorgehen, wenn man jede der 3 Combinationen von 2 Stand-Geraden zum 
Asymptoten-Paare einer Gruppe von od Kegelschnilten wählt, im Allgemeinen keine SUtnd^ 
Kegelschnitte der gegebenen Collineation, sondern veründerliche Curven, sogar auch in BezQ^ 
auf ihre Asymptoten; denn die Spitzen ihrer Asymptoten liegen im Allgemeinen nickt so- 
gleich in der Spitze der Gegen-Axe und haben daher nach §. 96 gewisse im Allgemeinen 
nicht im Unendlichen liegende Puncto der anderen Gegen-Axe zu ihren Correspondenten. 

$. 116. Wir erkennen ans dem Vorigen, dass die Frage: 

f f^xvx^v') '^— o 

„Es sei eine gewisse bestimmte Verwandtschaft ^ tJ !\ gegeben. Welche sind 

^die Stand-Ketten dieser Verwandtschaft?^ 
unbestimmt ist, so lange der Grad p der verlangten Stand-Kette 9p(xy) = unbestimmt ge- 
lassen ist, dass aber die Frage eine bestimmte Antwort zulässt, sobald p bestimmt wird. 
Die nämliche Unbestimmtheit ist in der folgenden aus der vorigen durch Umkehrung faer- 
▼orgehenden Frage: 

JEs sei eine bestimmte Curve 9)(xy) = gegeben, z. B. die Leroniscate C^^+yO^-l- 

^3x2 -4y2 = 0. Welche ist die Verwandtschaft b^^^t^ ~ ^ oder ^' ~ ^^? , 
' - FoCxyx'y') = y' = ;r(xy) » 

9 welche diese Lemniscate zur Stand-Curve hat?« 

▼orhanden, so lange der Grad n der Verwandtschaft unbestimmt gelassen wird, da es ab- 

dann unter den Verwandtschaften höheren Grades unendlich viele gibt , weiche der Frage 

genügen. Wird der Grösse n irgend ein bestimmter Werth, z.B. 2, beigelegt, so wird die 

Antwort bestimmter. Zwar scheint es , als ob auch jetzt noch die Antwort ganz unbestimrat 

sei, da bloss verlangt war, solche zwei Functionen i = V'(xy) und 17 ^ xO^) auszuwahloi, 

dass die Gleichung der mit der analogen Curve 

nach der Verwandtschaft . correspondirenden primitiven Curve 

ß*+i7T+3P- V = [V<xy)»+;r(xy)T+3[^xy)]«-4rXxy)r = o 
ilah auf die Form 

(x*+yy+3x»-4y* = o 
reducire, sodass es scheint, als ob zur Bestimmung der zwei Unbestimmten i und 17 Mos« die 
eine Gleichung 

(x»+yy +3x«- 4y2 SS (p4-J7^*+35«-4jy« 
gegeben aei. Indessen ist zu bemerken ^ daas wir dieser Gleiehung, wenn sie die riditige 
min soll, noch eine Unbestimmte C hinsuAgen müssen, sodass wir in WirUiebkeil unend- 
lich viele im Ansdrncke 

(x»+y«)»+3x«-4y« = Cx[a«-fJ7')>+Sp-.4ir*] 
cndialtene Gteichmgen erhalteB. Uebardieaa ist die Anzahl der durch dienen Aosdnck an- 
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geiealHeM Cäeichmgeii ntich ra vermehren. Denn es sagft dieser Ansdruck, dass die Fan-*' 
cllon (Xo^+yo^)^'H3^^— 4yoS ^- ^' ^«s Produot des vom Puncie '^ in einer gewissen 

y — Yo 

Richtung nach der Cnrve (x^+y^)^+3x^-4y2= q gezogenen Applicaten, nach HuIUplioimng 
mit einem beliebigen Factor, d. h. nach beliebiger Aenderong der Applicaten-Richtung, gleich 
werde der Function (So^+7o^)^+3So^— 4i7o^ d. h. dem Producte^ der zwischen dem nUmlichen 



Puncte einerseits und der Curve (§^-hJ7>)^+3S2— 4i7^== o andererseits enthaltenen Seg*- 



mente. Da es nun aber nnendlicb viele Puncte ^ gibt, und obige Gleichung für jeden 

y — yo 

von diesen Puncten gelten muss, so ist unsere Gbicbung der Ausdruck unendlich vieler ver* 
schiedener Gleichungen. 

Indessen genügt diese unendliche Anzahl von Gleichungen noch nicht, um, wenn n ge* 
geben ist, unsere zweile Frage zu beantworten, während dagegen die vorige Frage, sobald 
p gegeben war, eine bestimmte Antwort zuiiess. Wenn z. B. das System der 3 Stand-Geral- 
den einer ColUneation gegeben ist, bleibt die Collineation selbst noch unbekannt, da die 3 
Stand-Geraden 3x2 = 6 Constanten enthalten, sodass von den 8 Unbestimmten der CöÜinea- 
tion noch 8-6 = 2 beliebig ausgewählt werden dürfen. 

§. 117. Die bisher betrachteten Stand -Curven einer algebraischen Verwandtschaft 

Bi y T) ^=^ waren alle algebraische. Bs hat nun aber eine solche Verwandtschaft 
F.(xyx'y') = o * 

auch noch transcendenle Stand-Corven. Es waren nämlich die bisher betrachteten alge- 
braischen Stand*Citrvea solche, welche wir in §• 103 partielle nannten; md zwar waren 
sie desshalb parlieHe, weil, beim äusserlichen Constantbleiben der als ein Games betrachteten 
Curve, die gegenseitige Verwechselung der von den Panoten der Curve eingenommenen 
Oerter doch eine Aendejrqng dieser Curve beim Uebergang zur analogen Figur darstellte. Da 
nun aber der Fun et als die Grenze betrachtet werden kann, weicher ein Kreis oder irgend 
eine andere geschlossene Curve beim Unendlichkleinwerden ihres Umfangs sich nähert, so ist 
obiger Fall offenbar als specieller enthalten in dem ailgeraeineren, wo transcendente partielle' 
Stand-Curven betrachtet werden , deren Aenderung im gegenseitigen Wechsel ihrer unendlich 
vielen Zweige besteht* 

Da der Grad p einer transcendenten Cuive, insofern sie als eine algebraische betrach- 
tet wird, den unbestimmten Werth p = aD hat, so darf es uns nach §. 116 nicht wundem, 

dass, wenn nach den einer bestimmten algebraischen Verwandtschaft ^^^^ zukommen. 

den transcendenten partiellen Stand-Cnrven gefragt wird, die Antwort ganz unbestimmt ist 
und unendlich vielerlei Arten von Stand-Curven znlässt, je nach der verschiedenen Form des 
Zweiges f(xy) := o, d. h. der Function f , wovon wir bei der Beantwortung der Rrage aus- 
gegangen sind. Denken wir uns nämlich eine beliebige analoge Curve fCx'yO == o » suchen . 
wir die primitive Curve 

f rv<xy), ;t(xy)l B F(xy) »0 
womit sie nach der gegebenen Verwandtschaft verwandt Ist, und nehmen wir weiter die primi- 
tive Curve F[^(xy), xO^y] s ^(xy) = o 

welche aus der vorigen Curve F(xy) = o , wenn sie als analoge Curve gedacht wird , bei 
der gegebenen IVaasfermatien hervorgehe: Der Complez alsdann der nnendHch vielen in 
dieser Weine verhaltenen Curven 

V / V; etc. . . . xf(xy)xF(xy)x9)(xy)x, . .etc. es o 
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gibt oiur eine neue Clunre, welche die Terkngte Ei^ensoliaft berilM, d«M n«, ds ein QmmmeM 
birtracbleft. durch die ffegebese TranAformalion . ^^ ^^ sich nicht ftndere. 



Wäre 2. B. diese Transformation eine von einem beliebigen Puncte _ als Vergrös- 

semngs-Centnim ansgehendcf YergröASeiwsg 

(x'-b) = a(x-b) (y'-c) = a(y-c) 

welche wir nns auch vorstellen können als 

b c 

X* SS a<x«*b4--) a a(x— d) f =s a(y-c+-) eacy-e) 

a a 



z^^x-*-d 
d. L als eine aus der Translation und aus der vom Puncte anfangenden Ver- 

y' = y— e ^ ^ 

x^ss ax 
grftsserung ^ zusammengesetzte doppelte Transformation, so würde die verlangte Curye 

durch die Gleichung 

...xf('-±|!L, I±^) X f(£±i. I±«)xf(x.y)xf[«(x-d). .(y-e)]x... = o 

ausgedrflckt werden, und daher eine um den Punct ~ als Pol gelegte logarithmische Spi- 
rale , oder Oberhaupt eine solche Curve sein , deren unendlich viele Zweige eine Reilie tob 
unendlich vielen einander fihnlichen Figuren qq', rr', ss', iV (Fig. 7) darstellten; und zwar 
wArden alsdann^ beim Uebergang zur analogen Figur, die verschiedenen Windongen der Spi- 
nde oder uburhaupt die verschiedenen Zweige der Curve einander bedecken , sodass z. B. 
der Zweig rr^ den Ort des Zweiges ss^, der Zweig ss' den von tl' etc. einnahaM. 

So auch ist die durch die CHeichung sin. [fCxy)] := o oder 

. . .x(licxy)+l}x[f(xy)]x[f<xy)-l]x[ficxy)-.2]x. . .= o 
dargestellte Curve eise transoendenle partielle Stand-Curve jeder VerwMdlsdhaft von der Form 

ftxY) SS f(xy) + 6 F(x'yO = P(xy) 

woselbsl f und F beliebtge Fonctioiien, und 6 eine beliebige ganze Zahl bedeuten mag. 

$.118. Zu den transoendenten Stand-Curven einer Verwandttehaft gehlen auch die 

Curven von scheinbar algebraischer Form, welche man erhdlt, wenn man mittelst einer bdie- 

360^ 
bigen ganzen Zahl 6 die Grösse —^ des Winkels eines Sectors CO A (Fig. 8) bestimmt » in 

diesem Sector eine b^iebige algebraische Curve qq' beschreibt, und den Sector alsdann mil 
der Curve um die Seotors-Spitze sich herumdrehen lässt, bis er in seine vorige Lage zu- 
r&ckgekehrt ist Zwar scheint es, als ob diese Curren ans einer endRchen AnztU von Uom 
6 verschiedenen Zweigen bestehen. Da indessen der Ort jedes Punctes ^ untnAich viele 
venchiedeoe Elemente 

rtsb rssb rasb 

fite 

9 s=s c 9= 3600+0 9 = 720O+C ' 

des Systems T<p darstellt , so hat eine solche Curve in Wirklichkeit (Coor. §. 204) unendlich 
viele Zweige und ist daher eine transcendenle parfieUe StandXnrve der Verwandlichaft 

r' = r 9' = 9>+-g~ 
g. 119. Die verschiedanen Zweige qqf, rr', as^ et& einer transoendentea Sland*€«nre aia< 
Ton einander nach §. 1 1 7 bloss durch die in der gegebenen Verwandtschaft . ^ ^^vorkoni- 
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meotei CMftofttio «t bt e elf. verMliieden unA werden also er«ichllioh apagwlBMrt dwek 
p«rttciilire lategrale derjenigen DifferenUaln^eiohongen, deren singolftres Integre! die einhfil-' 
lende Gurve aUer dieaer Zweige auadröckt. £ine solche einbftUende Conre ist im Allgmea- 
Ben eine algabraiaebe StenA4}unre derjenigen YerwaodUobeft, walebe dea Cewpiex der nr 
endlieii vielen eingeliAllten Zweige aiar traniicendeoften Stand-^Cunre hat Denn die traoaeeiH 
denten 8taBd4}nrT^i sind nach (.117 eine Verallgameinerung der algehraiacben Stand-^nFY«i 
nnd reduciren aich daher anf letalerOf wenn der Limitfall eintritt, daaa die AaaaM der Zweige 
unendlich gross Wird, die Zweige selbst sich auf Puncle refinciren, vnd daher endlieh der 
Complez aller eingehüllten Curven mit der einhüllenden Cnrve zusammenfällt 

Im Falle unseres Beispiels erhalten wir so aus den Zweig -Curven pp^ qqf etc., 
wenn letztere sich unendlich verkleinern und sich auf die Puncte p^, q' etc. beziebungs*- 

weise rednciren , eine den Fnnot ^^ durchstreichende and aUe vorigen Cunren pp', qq^ eto. 

y=c 

einhüllende Gerade p'qVs't^ woraus wir erkennen, dass die Verwandtschaft 

(x'-b) = a(x-b) (y'-c) = a(y-c> 

ausser den ihr nach §• 117 zukommenden transceodenten Standr-Curven« auch noch jede bey 

Uebige den PuncI bc durchstreichende Gerade 

(x-b) = C(y-c) 

nur algebraischen Stand-Curve bat 

§. 1 20. Die Stand-Elemente einer bdiebigen Transformation D , welche die primitive 

Figur, je nachdem sie die Figur A oder die Figur B isl, entweder in B oder in H aich ver» 

Andern Iftsst^ sind zugleich Stand -Elemente der doppelten Transformation 2D, wodurch die 

Figur A in H Abergeht Denn es sei die TerwandtschaR D durch die Gleichungen 

6' = V'Cg'j) ^' = xQn) 

gegeben, so wird jedes Wertben-Paar ^ ^, welches den Gtaicbnoffen 

genügt, die Gleichungen 

auf r = ^(h) y ^ xOn) 

und daher auch auf 

rednciren, d. h. es wird anch den neuen Gleichungen 

genügen. 

In Anücher Weise erkennen wfar, dass Sberfia.npt, wenn G eine beHeMge ganze ZM 
liedeuten mag, jedes Stand-Element und jede Stand- KeHe einer beliebigen Transfonnation B 
zugleich beziehungsweise ein Stand-Element oder eine Stand-Eefle jeder anderen Thmsfoi^ 
nafion GxD ist, deren Aendernngs-Natur D die nftmüeke ist, wie die der prfmillTen, wMr«- 
rend dagegen Ihre Aenderungs-Stirke ein bestimmtes Tieffiftrhe der Sttrke der prüdKIven 
Aenderung ixh betrügt 

$. ÜU, Wir erhalten hieraus eine mm Kigenschaft der Stand^^Cnnen eieer Trmßr 
formaifion D* Denken wir uns nämlich eine Aenderung von einer bestimmten Natur D, aber 

von unbestimmter Stürke C, z. B. eine vom bestimmten Puncte eiMgelimde Ver^ 

grAssemng 
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und lassen wir die onbestiannte Stärke C dieser Aenderung D (d. h. ia mueren FtUe, die 
im unbefltimmten Zuwachs der Grösse der Figur enthaltene Unbestimmte C) nllmihlig xs- 
nehmen. Wir erliennen alsdann leicht , dass die Stand - Cunren der Verwnndtscliafl D in 
gewisser Hinsicht auch als Stand-Curven der allgemeineren Vefwaitdtsehaft CxD betrachtet 
werden konneii, da sie die Curven sind, welche, während der Werth von C allmihlig' 
Eunimmt nnd die primitive Figur sich allmöhlig ändert, nach gewissen Zeitperiodeii in ihren 
vorigen Zustand zurückkehren, nnd zwar jedesmal dann, wenn der Werth von C tm einer 
neuen ganzen Zahl 6 herangewachsen ist. 

$. 122. Es ist uns nun aber keineswegs erlaubt, wie in §. 98, so auch jetzt unsere 
obige Behauptung umzukehren und zu folgern, dass jedes Stand-Element einer Transforma- 
tion 2xD oder GxD zugleich immer ein Stand-Element der Transformation D darstellt. Die 
Stand-Elemente z. B. der Transformation 2xD werden, da ihre Coordinaten^-W^the durch 
die grössere Anzahl der den Gleichungen höheren Grades 

genugenden Werthen-Paare bestimmt werden, im Allgemeinen eine grössere Anzahl betragen, 
als die Stand-Elemente der Verwandtschaft D, deren Coordinaten das eine oder andere von 
den wenigeren, den Gleichungen niederen Grades 

genugenden Werthen-Paaren sein müssen. Gibt es z. B. unter den Puncten der primitiven 

Figur ein gewisser Punct ^ welcher bei der Transformation D zum Pancte "" _ 

Y = ß J = -ß 

wird und also eine halbe Umdrehung um den Coordinaten-Punct beschreibt, so wird dieser 
Punct zwar ein Stand-Punct der Transformation 2xD^ nicht aber einer von D sein. 

§. 123. In ähnlicher Weise ist es uns auch nicht erlaubt zu schliessen, dass jede 
Stand-Kette der Transformation GxD zugleich immer eine Stand -Kette der Transformation 
D sei. Wäre also nach den wirklichen Stand-Curven der unbestimmten Verwandtschaft CxD 
gefragt, d. h. nach den Curven, welche wahrend des ganzen Zeitraums der allmäUigen Zu- 
nahme von C ihren -^land immer unverändert behielten, so würde der verlangten Bedingung 
im Allgemeinen nicht jede Stand-Curve von D genügen. Insbesondere sind die transcenden- 
ten Stand-Curven einer Verwandtschaft D im Allgemeinen nicht zugleich Stand-Curven der 
allgemeineren Verwandtschaft CxD. So würde im Beispiel von §. 117 dortige logarith- 
mische Spirale oder überhaupt dortige aus den Zweigen qq', rr^, ss' et/^. . zusanunengesetzte 
Curve durch folgende Vergrösserung 

(x'-b) = (/'a)x(x-b) (y'-c)= (/a)x(y-c) 

ihren Sfßnd allerdings ändern, da alsdann die Windung oder der Zweig rr' nach Beendigung 
der Vergrößerung nicht mehr den Ort einer anderen Windung oder eines anderen Zweiges 
der. iiamüchen Figur einnehmen, sondern zwischen deri Windungen oder Zweigen tt^. 
und ss' sich einschieben würde. Dagegea sind die einhüllenden Curven der transcendenten 
Stand-Curven von D im Allgemeinen nicht bloss Stand-Curven dieser Verwandtschaft D, son- 
dern auch noch Stand-Curven einer jeden von den im unbestimmten Ausdrucke CxD ent* 

haltenen Verwandtschaften. So erleidet im Pftlle unseres Beispiels jede den PnncI 

•' , t y c^ c 

durchstreichende Gerade keinerlei Aenderung durch irgend eine von den unendlich vielen 
im unbestimmten Ausdrucke 

(x'-b) = a^x(x-b) (y'-c) = a^x(y-c) 

enthaltenen Vergrösserangen 
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$. 124. Die bisher belrachteten Stand -Kelten einer algebraischen Verwandtschaft 

3f ?w ^ waren alle partielle. Ausser diesen gibt es aber bei einer solchen Ver- 

wandtschaft nach $. 103 bisweilen auch noch totale Stand-Ketten, d. h. solche, wobei so« 
i¥ohl die Kette, als ein Ganzes betrachtet, als auch jedes Element der Kette seinen Stand 
unverändert behalt beim Uebergang zur analogen Figur. 

Dass es bei gewisser Specia lisirung der Functionen f und F totale Stand-Ketten geben 
muss, erkennen wir mittelst der Bemerkung, dass obiger Fall einer algebraischen Verwandt- 
schaft bloss einen speciellen Fall darstellt des allgemeineren, wo eine transcendente Ver- 
'wandtschaft betrachtet wird , d. h. eine solche , wobei die Functionen f und F oder wenig- 
stens eine von beiden transcendent sind. Es sind nämlich bei einer Verwandtschaft letzterer 
Art auch die die Stand-Elemente bestimmenden Gurven 

f(5i75i7) = filn) — und mn^i) s Fi^ff) = 
beide oder eine von beiden transcendent, sodass die diesen Curven gemeinschaftlichen Ele- 
mente, d. h. die Stand-Elemente der Verwandtschaft, eine unendliche Anzahl betragen. Vl^enn 
nun die Verwandtschaft sich auf eine algebraische reducirt» so wird es sich zwar im All- 
gemeinen ereignen, dass diese unendliche Zahl von Stand-Elementen verschwindet, dadurch 
dass ihre Goordinaten-Werthe ^ oo werden und sie selbst daher nach §• 97 ihre Existenz als 
Stand-Elemente verlieren. Indessto kann es sich bisweilen ereignen, dass die Stand-Elemente 
zwar in unendlicher Anzahl vorhanden bleiben, aber sich einander unendlich nähern, sodass 
sie die unendlich vielen Elemente einer gewissen Kette darstellen, welche letztere alsdann zu 
einer totalen Stand-Kette der Verwandtschaft wird. 

Nehmen wir z. B. die transcendente Verwandtschaß 

y^ = ay-f sin. (bx) x' =: x 

])ei welcher die als Theil der analogen Figur betrachtete Goordinaten^Axe XOX^ oder y'sso 

mit der primitiven Gurve 

. . sin. (bx) 

= ay+sm. (bx) oder y = 

a 

d. h. mit einer Sinusoide correspondirt, sodass die unendlich vielen Durchschnitts - Functe 
dieser Sinusoide und der Axe XOX' die unendlich vielen Stand. Functe unserer Verwandt- 
schaft darstellen. Wenn wir nun die Unbestimmte b allmählig verkleinern, wird die Anzahl 
der Windungen dieser Sinusoide unendlich vergrössert, zugleich aber die Grösse dieser 
Windungen unendlich verkleinert, sodass zuletzt, wenn b ganz Verschwunden ist und daher 
die Verwandtschaft sich auf algebraische Form 

y':= ay+sin.(o) s ay+o » ay x's x 

reducirt hat, die betrachteten unendlich vielen Durohschnitts-Pnncte alsdann einander unend- 
lich näher rücken und die verschiedenen Puncto der Geraden XOX' als totalen Stand-Geraden 
unserer Affinität darstellen. 

$. 125. Wir betrachteten hier eine totale Stand-Kette einer algebraischen Verwandt, 
sdiaft als die Limit, welcher die (Sn^pe der unendlich vielen Stand-Elemente einer transcen- 
dent^n Verwandtschaft sich nähert. Wir braachen aber, um uns die totalen Stand-Ketten 

einer algebraischen Verwandtschaft „ l *. / vorzustellen, diese Verwandtschaft nicht 

Fii(§^{ ^ ) ^ 

Ton einer algebraischen zu einer transcendenten zu verallgemeinern, sondern wir können g^ 

nannte totale Stand-Kette auch betrachten als die Limit, welcher ein einziges Stand -Element 

oder eine einzige Gruppe einer endlichen Anzahl von Stand-Elementen dieser Verwandtschaft 

bei Specialisirung der .Functionen f und P sich nähert. Wenn nämlich diese Functionen 

11 



82 IL SUnd-Elemente und SlaDd4[etteD. 

solche 9ind, dass die die Stand-Elemente bestimmenden Cttrren y^tf) = o nnd x(Si) = o 
ans verschiedenen Zweigen bestehen^ unter welchen sich ein gemeinschafllicher Zweig 
^(^17) =;^(|7) = o vorfindet, so werden nach $.93 ein oder mehrere yon den mxnlStaiid-* 
Elementen der gegebenen Verwandtschaft in eine dieser Verwandtschaft zakoamende Staa^ 
Kette übergehen, welche letztere aber alsdann eine totale Stand -Kette seht vTird, da jerfe« 
von ihren Elementen den beiden Ketten ^(£7) s^s o nnd x^Ü^I^ ^^ ^ g«meinfchafllich tud <hh- 
fter ein Stand->Element unserer Verwandtsehafl ist. 
Nehmen wir z. B. die aHgemeine CoUtneation 



dx+ey+i di+ey+1 



und lassen wir diese auf die specielle Form 



x' = -äz r r = 



dx+ey+L dx+ey+1 

sich reduciren und daher eine collineilre Lage erhalte« ; unsere Collineation erhifc dann dsreh 
diese Specialisirung eine totale Stand -Kette ersten Grades, d. h« eine totale 8tand-«erade^ 
und zwar die Collineations--Axe dx+ey+l-^a =s 0. Stellen wir uns die niaMehe Specisli- 
sining nach Coor. $. 196 als dadareh hervergebrachc yor^ dass die CoUineation sieh toü 
der allgemeinen Form 

_ AX+BY+C' «, _ FX-fCY+H 

^ ~DX+^Y+1 "^ DX+KY+1 

auf die specielle Form 

X'=AX+C t'srsAT+H 

reducire, so erkennen wir, dass eine A>llineation, sobald sie eine collineftre f4ige erHlt^ aock 
eine totale Stand -Kette ersten Grades des Systems XT erb&It, und zwar die Stand -Kette 
CX+ cor = OD d. h. (Coor. S. 44} den Coordinaten-Puncl oder daa CoHineatiorisXeatnua» 

X ^ OD 

da jedes in dieser Kette enthaltene Element » _ , d. h. jede den Ponct dnrchsirei- 

chende Gerade, eine Stand-Gerade dieser CoUineation darstellt. 

§. 126. Aus der so eben angegebenen Entstehungs-Weise der totalen Staad^-Ketten er- 
kennen wir, dass eine algebraische Verwandtschaft, soll sie ausser ihren pai^llen Stand« 
Ketten auch noch eine oder mehrere totale Stand-Ketten haben, durch zwei Gleichungeu 

▼on solcher Form ausg^drficfct werden muss, dass die Äe Sland-' Elemente bestiauuendeB 
Ketten v^t^jy) = und xQi) = die Eigenschaft der ZerlegbarkeH in Zweige 

besitzen. Eine solche nun den Fiomctionen ^ und x mbemmende Zerlegbarkeit in Factores 
ist entweder die Folge einer gfeichralls bei den primM?en Funetioifew f md F Torkonimeniiem 
Zerlegbarkeit in Factoren, oder sie kann auch ohne letztere stattfinden. Die algelMiscliett 
Verwnndtscbaften also, welche sich durch den Besitz einer letalen Stand-Kette unterscheiden, 
sind Ton zweierlei Art : erstens die aus mehrerenf Zweig^Venprandtsehaften zuiwtmmeng Ljete 
ten nrehrracfaen VerwandtscKaften ($. 38), dann aber die gewöhnlichen oder einfliehen Ter- 
wandtsohaflen. 

$. 127. Die eine gegebene Kette fpQtff^sAif lur totalen Stand-Kette habenden VerwandU 
sclmften, welche mehrfache V ei if an d to chaflten darsfaHen, erbM mau, wenu- man nadt A«a* 
waM zweier beliebigen Fhnctionen ^^St> and ;(^tf 9> ^ den beidta di« Sliiid^BlMfeiilia 
alimmendeir Glbichung^n' 
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4ie drei dort Torkommenden FüBCtioneB Ton je zwei Coordinaten ab FonctioBen tod je 
iFier Yerioderlichen 

Ifetrachtel und alsdann in jedem von den vier Gliedern des erhaltenen Ausdrucka 

©(g^S,)x/-(g^5^) = 0(&75»;)xF(|i75j7) ss o 

zwei von diesen vier Veränderlichen in beliebiger Weise «ecentairt. Man erhilt so VerwandU 
schaflen 2. B. von folgender Form 

$• 128. Die dagegen von den eine gegebene totale Stand-Kette qt(Stj}:=so besitsenden 
Verwandtschaften, welche gewöhnliche d. h« nicht meJurfache Verwandtschaften sind, erhUt 
v^an, nachdem man wiederum zwei beliebige neue Ketten V^'CS?)^^ vnd ;^^(|]7)=:o fg^ 
ynOdi hat, nicht die Functionen ^(Si?), V^'^dS?), ;ir^'(l7) selbst, sondern deren Producle 

xa Functionen von je vier Veränderlichen erweitert und alsdann in jeder der erhaltenen 
Gleichungen 

zwei von den vier Veränderlichen accentuirt. Unter den verschiedenen Vermehrungs- Arten 
der in einer Function vorkommenden Veränderlichen, welche nach dem Vorigen zur Entste- 
hung von totalen Stand-Kelten Veranlassung geben, bietet sich als eine der einfachsten m^ 
gleich diejenige dar, wobei wir jedes Froduct 9(^37) x t/i'Xiv) ^^^ ^(S^) x X^^iO) ^^ die 
Summe zweier Glieder betrachten > von welchen eins der Factor ^Xl^') oder x^'Gi) selbst 
sei. Denn bei den in dieser Weise erhaltenen Verwandtschaften 

sind die Stand-Elemente durch die beiden Gleichungen 

gegeben, sodass diese Verwandtschaften der vi^langlen Bedingung des Besitzes einer totalen 
Stand-Kette ^Qj?) =3 o genägen. Noch weniger complicirt sind die Verwandtschaften, wekhei 
man erhält, wenn man für die beliebig ausgewählten Functionen v^'^CIj;) nnd;t^^(S]7) die Coor- 
dinaten S ond ,fj selbst wählt. Denn auch diese die eine oder andere von den Formen 

V=^ix W$i|) + IJ ^ j^j ^ 9(5^) + 1 
V~ ^x[90i7)+i] ,_ n 

besitzenden Verwandlsdmflen haben emichtlich die Kette 9(&7)=so zur totalen Stand-Kette, 
da ihre Stand-Blemaite in beiden Fällen durah die Gleiehongen 

&X9(&7> = o nX9iin) =* ^ 

bfisthumt werden, 

$. 129. Da die Wahl der beiden dcftr Function 9 hier hinzuzufBgenden Fnnetionen v^ 
und x^^ eiA^ beliebige war, und da es Aberdiess bekanntlich unendlich viele verschiedene Ar-* 
len gibt , in welchen man eine gegebene Enctien zweier Veränderlichen »a einer Function 
von 4 Veränderlichen umformen kann, so erkennen wir^ dass die Frage : 

j^Es sei eine bestiminte Cnrve 9 (S^) sss gegeben. Welches ist die Verwandtsdiaft 

u^?lJ^ ^ welche genannte Curve zur totalen Stand-Curve hat?« 

aioht bloas, wie f. ll6.beMvkt wnnk^ wenn die Sland-Kelte eine pwlidle. sein soll, soedbi^ 
aaeh. dann noch» wen» sie eine totale sein seil, keine bestimmte Antmurft siütast, da es un- 
endlich viele der verlangten Bedingung genügende Verwandtadiaftett g|ibl. iMleaaen ^ ^^ 
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Antwort im Falle einer tottlen Stand -Kette dooh noch einigermaaMen weniger unbestiaiiiif» 
als im Falle einer partiellen , da bei unserer jetzigen Frage zwar nicht die Verwandtocluift 
selbst, noch auch ihr Grad n bestimmt wird , dagegen ein gewisser Minimam- Werth p an^e-' 
geben wird, unter welchen dieser Grad n niemals sinken darf. Da ntmtich eine totale Stand- 
Kette (pp(Sff) = einer Verwandtschaft 

dem Vorigen zufolge dadurch entsteht^ dass die Curven | 

fn(5i75'7) = V'ndi;) = und Pnß^?^) s xnß^) = 
einen gemeinschaftlichen Zweig ^pC^j;) es o bekommen, so folgt, dass der Grad p derjenigen 
Gleidinng, welche diese Zweig-Curve, d. h. die totale Stand-Kette ausdrückt, niemals grösser 
«ein darf als der Grad n der ganzen Curve fnCS^^i;) = o, d. h. der Verwandtschaft selbst 
und dass sogar, wenn p=n, die ganze Gruppe aller n^ Stand -Elemente der Verwandtschaft 
sich auf die einzige Stand -Kette 

reducirt, sodass die totale Stand -Kette einer Verwandtschaft des n^ Grades, soll letzlere 
überdiess noch besondere Stand-Elemente besitzen, höchstens durch eine Gleichung des (n— 1)<» 
Grades ausgedrückt werden darf. 

§. 130. Erläutern wir das Gesagte durch ein bestimmtes Beispiel, und nehmen wir also 
die allgemeine Affinität , d. h. wenn $ und fj gewöhnliche Parallelcoordinaten bedeuten , <Ue 
aDgemeine Verwandtschaft des ersten Grades 

fiCxyx'yO = F^Cryx^) = o. 

Wir erkennen, dass die Affinität zwar eine totale Stand-Kette ersten Grades, d.h. eine tot^e 
Stand-Gerade besitzen kann (wie z. B. die Gerade y=3 nach $• 124 eine solche darslelll 

bei der Affinität ^^ ^I ) '^^^ ^^ ^^^^ ^^^^i ^^i dieser Affinität nicht mehr einen eigentlichen 

Stand-PuQct gibt, da alle ihre Stand-Poncte, d. h. im jetzigen Falle ihr einziger Stand-Ponel^ 
in die Stand-Gerade übergegangen sind. Bin System aber von 2 totalen Stand-Geraden oder 
iiyend einem anderen totalen Stand-Kegelschnitte kann nie eine AfBnität besitzen. 

$. 131. So auch erkennen wir weiter, dass die allgemeine Verwandtschaft.zweitea Grades 

fjCxyx'y') = F^CxyxY) = o 

da ihre Stand-Puncte die 4 Durchschnitts-Puncte zweier allgemeiner Kegelschnitte 

fa(xyxy) = V'iCxy) = o F^Cxyxy) s XzO^^ = o 

sind, im Allgemeinen keine einzige totale Stand-Curve, sondern bloss 4 Stand-Puncte besitzen 
wird, dass sie also in speciellen Fällen (wie z. B. nach $. 125 bd der Gollineatlon mit colli* 
neärer Lage) eine einzige totale Stand-Gerade mit einem einzigen Stand-Puncte besitzen kann, 
und dass es sogar unter diesen Verwandtschaften noch speciellere gibt, welche einen totalen 
Stand-Kegelschnitt oder ein System von 2 totalen Stand - Geraden besitzen, wobei alsdann 
dieser Stand -Kegelschnitt oder diese 2 Stand - Geraden unserer Verwandtschaft alle ihre 
Puncle entzogen haben. 

Bestätigt wird uns dieses durch die Bemerkung, dass wir die gegebene Verwandtschaft 

fjfxyx'yO = F^Cxyx'yO = o 

nach $.11 auch betrachten können als durch die Gleichungen ' 

f2(xyx'yO+CxF,i(xyx'yO = o UixpL'y'^+C'xV^O^t} = o 

ausgedruckt, und dass wir hierbei die 2 Unbestimmten C und C in solcher Weise auswählen 
dürfen , dass die unveränderten Sland-Puncte unserer unveränderten Verwandtschaft in ver- 
änderter Weise bestimmt werden, ämlich so, dass sie nicht mehr als die Diffchschnitts- 
Puncte zweier allgemeiner Kegelschnitte 
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Va(xy) = ö und /j(xy) = o 

betrachtel werden, sondern als die* Durchschnitts- Pancte zweier Kegelschnitte 

V2(xy)+Cx/2(xy) s (ax+by+c)x(dx+ey+0 = o 
V'iCxD + C'x^raCxy) = <8[x+hy+j)x(kx+lf +m) s= o 
welche sich aof ein System von je 2 reellen oder imaginären Geraden beide redncirt hal- 
ben. Nun wird der, ans dieser Bedingung einer solchen Zerlegbarkeit in Factoren, fär die 
Unbestimmten C und C^ entspringende Werth im Allgemeinen zur Folge haben, dass die 4 
Coelficienten - Gruppen abc, def, ghj^ klm^ und daher auch die erhaltenen 4 Geraden aOe 
von einander yerschieden sind, sodass ihre Durchschnitts -Puncto uns 4 gewöhnliche (reelle 
oder imaginäre) Stand-Puncte unserer Verwandtschaft liefern werden. Indessen kann es bei 
gewisser speoieller gegenseitiger Beziehung zwischen der Form der Functionen f und F sidi 
ereignen, dass 2 dieser 4 GoefBcienten-Gruppen , und daher auch 2 dieser 4 Geraden, z. B. 
ax+by+c = o und gx+hy+j = o zusammenfallen, in welchem Falle der Durchschnitts-Puncl 
dieser beiden Geraden sich von einem gewöhnlichen Stand-Puncte zu einer totalen Stand-Geraden 
erweitert, welche Stand-Gerade aber alsdann nach $.94 noch 2 andere Stand-'Puncte enthält^ 
während dagegen der vierte Stand -Punct unverändert bleibt. In noch specielleren Fällen 
endlich können unsere 4 Geraden je 2 und 2 zusammenfallen und 2 totale Stand - Geraden 
darstellen. 

Es bleibt ersichtlich die vorige Argumentation unverändert, wenn auch die gegebene 
allgemeine Verwandtschaft zweiten Grades sich zu einer aus 4 Affinitäten zusammengesetzten 
4fachen Verwandtschaft 

fi(xyx'yOxA(xyx'yO = Fi(xyx'y')xFi(xyxy) = o 

specialisirt hätte. Denn auch dann noch wird unsere Verwandtschaft im Allgemeinen keine 
einzige, bisweilen aber eine, oder sogar wenn sie folgende Form annähme 

fi(xyxy)xA(xyxy) = fi(xyxy)xA(xyxy) = o 

zwei verschiedene totale Stand-Geraden besitzeil. 

S* 13^* I^i^ Stand-Elemente einer algebraischen Verwandtschaft 

fmCS^S'iyO = o FnCSayS'iyO == 

waren nach $• 101 bloss bei den Verwandtschaften von der Form 

, =3 •S+bi74-o , _ fS-hgJ7+h 

^ . dg+e^+l ^ dj+ejy+l 

solche im eigentlichen Sinne des Wortes, während sie dagegen bei irgend einer ande- 
ren Verwandtschaft uneigentliche waren. - So auch sind die Stand-Ketten einer algebrai- 
schen Verwandtschaft entweder eigentliche oder uneigentliche. Das bisher über die 
Standhielten Gesagte bezog sich nur auf die eigentlichen Stand - Ketten , d. h. auf sol- 
che, wie sie bei Verwandtschaften von der Form 

_ aS+biy+c ^ _ f|+ggHhh_ 

dg+e^+l ^ dg+e^+l 

vorkommen. Denn bei diesen Ketten bat jedes Element einer primitiven Kette a bloss ein 
einziges analoges Element zum Correspondenten , sodass auch die Kette a selbst bloss eine 
einzige aus dem Aneinanderreihen des mit dem jedesmaligen prinnltven Elemente correspon» 
direnden jedesmaligen analogen Elementes hervorgehende Kette A zur Correspondenten bat; 
welche Kette A, wenn sie eine Stand-Kette ist, von der Kette a ganz bedeckt wird. Dage- 
gen wird bei einer a^ebraischen Verwandtschaft höheren Grades 

eine primitive Kette a im Allgemeinen nickt mit einer einzigen analogen Kette A correspon» 
diren, sondern mit einer Gruppe von mxn verschiedenen Kelten A, B, C etc., welche bezie-^ 
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kuttgsweise hervorgehen, wenn mw bei jedem von dei^ mxn mit dem primitiven Elemente 
eorrespondirenden Elementen die suocessiven Werthe dieses analogen Elementes einander 
anreibt; and so auch correspondirt nmgeliebrt eine analoge Kette A nicht bloss mit einer 
einzigen primitiven Kette a, sandem mit der ganzen Gruppe von mxn verschiedenen Ketten 
ihß^Y etc. Wir erkennen hieraus, dass die Stand-Ketten ^iner algebraiscbea Yerwandtachaft 
im Allgemeinen uneigentliche sein werden, da eine primitive Kette a, wenn sie mit einer 
analogen Kette A zusammenfallt, und daher zu einer Stand^Ketle wird,, im Allgemeinen die abri- 
gen ihr analogen Kett^ B, C eto. nicht bedecken, wird, sodass bloss die Ketten cf and A 
wfihrend ihres gegenseitigen Uebergangs Stand halten, wogegen die Lage dieser Kette a bei 
ihrem Uebergang in die Kettep B, C etc, nicht Stand gehalten hat^ sp wie auch die Kette A 
wfthrand ihres Entstehens aus den Ketten ßj y. etc. ihre Lage gefindert bat. 

Nehmen wir z. B. eine aus 4 Affinitäten zusammengeselapte Verwandtschaft 
fiCxyx'yOxfjCxyx'yO =5 Fi(xyxY)xFi(xyxY) = 

Jede primitive Gerade a correspondirt bei dieser Yerwandtaehaft mit einer analogen Curve 
gierten Grades, welche sich auf ein System von 4 Geraden A, B, C, D redncirt bat, wobei 
aber diese 4 Geraden von der primitiven Geraden «1 im Allgemeinen alle verschieden sind. 
Batten wir jedoch unsere Affinitäten oder aber unsere Gerad!e o so ausgewählt, dass a bei 
irgend einer von unseren 4 Affinitäten die eine oder andere von den beiden einer solchen 
Affinität nach $. 148 zukommenden Sitoations-Axen wäre, so vrürde die Gerade a eine Stand- 
Gerade unserer Verwandtschaft sein, aber eine uneigentliche, da sie nicht die ganze ihr 
analoge Curve vierten Grades A+B+C+D bedeckt, sondern bloss einen Theil dieser Curve, 
and zwar bloss die eine Gerade A. 

§. 133. So wie die Stand -Elemente einer allgemeinen algebraischen Verwandtschaft 

.f 1 w /l nach §. 102 — wenn es sich darum handelt, etwas Stand haltendes zu be- 

kommen im eigentlichen Sinne des Wortes — durch Stand-Gruppen von je mxn Eiementeit 
ersetzt werden mflssen, so auch müssen wir die uneigentlichen Stand -Ketten einer aolchen 
Verwandtschaft, wenn sie eigentliche werden sollen, durch Stan4 haltende Gruppen von je 
mxn Ketten ersetzen. Da ],ndessen irgend eine Kette V'(S^) = o im Allgemeinen eine Corve 
bedeutet und wir den Complex von mxn verschiedenen Curven V'ß7) = o, x^^^^ ^ ^^' 
bekanntlich als eine einzige, aus den vorigen Curven als Zweigen zusammengesetzte Curve 
höheren Grades 

M&i)xx(lin) X . • . - . s 9(67) » 
ketraohten können, so stallen die so eben angefthrten Stand-Gruppen von Carven im AlL^ 
gemeinen gewiciae nene, aber alsdann eigentliche, Stand -Carven unserer Verwaadtsi^afl 
dar. Eine eigentliche Stand -Curve einer algehraisoh«! Verwandlachaft ist also eine Cmnre 
von solcher Art, dass jeder von den mxn Zweigen der primitiven oder der analogen Corre 
beziehungsweise irgend einen von den mxn Zweigen der analogen oder der primitiven Corve 
ganz bedeckt, sodasa aaoh der Complex dieser mxn Zweige, d. h. die ganze Sland«Ciinre| 
mit keiner anderen Corve verwandt ist» als mit der von ihr ganz bedeckten» 

Ein Bei«(pM eiaei solehan eigeniliohen Stand -Curve gibt uas der Kreis x^*f y^ sc C» 
welcher, w:ean die %orber betrachteten 4 Affinitäten sich zor Form 

X'+X5=sO X'+Z SR X'-XSBCO x'— X = O 

y'+y == y'-y s» o y+y ä y'-y =n o 

beziehungsweise specialisiren, eine eigentliche Stand'-Garve darateUt der aus der Yerbindongr 
di^er 4. Affinitätcäa hervorgehenden Vwf aadtfiGhaft 

x'2 =w x« y« saj y« 
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Deiin wenngleich alsdann jeder von den in den 4 Quadranten XOT, XOT', X'OTS X'OT b^ 
siehungsweise befindlichen 4 Thellen a, b, c, d des j^rimitiven Kreises, bW« Ü^bergartg rar 
analogen Figur, in den ganzen analogen Kreis fibergeht nnd daher eine ontigenUleke Slaftd^ 
Corve unserer Verwandtschaft darstellt, so ist dennoch der Gomple^ dieser 4 Kreis« TheAe^ 
d. h- der ganze primitive Kreis, eine eigentliche Stand-Curve unserer Verwandtschaft, da sie 
den ihr in vierfacher Hinsicht verwandten analogen Kreis bei jedem vdtt diesen 4 Ueber- 
gftngen ganz bedeckt 

S. 134. Unter den uneigentlichen Stand -Cürven einer algebraischen Verwandtschaft 
gibt es gewisse, welche beim ersten Anblick eigentliche zu sein scheinet HehüteA wH' z. •# 
S Gerade A, B, C (Fig. 8), welche 3 Winkel Von je 60<^ elnschMcsseii mögen , ortd denhM 
wir uns irgend eine Verwandtschaft von sölchör Art , ddss die primitive A bei dieser Vöi« 
wandtschaft correspondire mit einem sich auf die zwei Geraden B und C reducirenden ana- 
logen Kegelschnitte, während auch die primitive Gerade B oder C beziehungsweise in den 
Complex der beiden analogen Geroden A und C, oder A und B flberjfehen tai^. Öie Cürv^ 
alsdann, welche aus dem Complex der 3 Geraden A, », C besteht, ist eiiie SflaAd-Curve afBM 
serer Verwandtschaft, und zwar, wie man anfangs meinen möchte, eine eigentliche, da diestf 
Curve mit keiner anderen Geraden oder Curve verwandt ist, ausser den! vöö ihr bedecktem 
Indessen ist zu bemerken, dass diese Curve A+B+C, beim Üebergang von der primitiven 
zur analogen Figur in das System der 6 Geraden 

(B+C)+(A+CJ + (A+B) =t 2A4-2B+2C ^ 2CA+B+C) 
flbergegangen Ist und daher, zwar nicht ihre Lage, aber doch ihre Natur geändert hat , dt 
sie von einer Curve dritten Grades 

(ax+by+r)x(a^x+b'y+I)x(Ä"x+b''y+l) s f^Cxy) = o 
in eine Curve sechsten Grades 

f3(xy) X fsCxy) = FöCxy) == o 

ftbergegangett ist und daher nicht mehr im eigentlichen Sinne des Wortes eine St and hal- 
fende Curve genannt werden darf. 

$. 135. Zur Erläuterung des tiber die eigentlichen, uneigentlichen und schefnbar eigenf- 
liehen Stand-Curven Gesagten wollen wir insbesondere die Stand - Geraden einer algebrai- 
schen Verwandtschaft „J^JJi näher betrachten. 

t fxyx'y') ^ 

Da bei der allgemeinen Verwandtschaft zweiten Grades J ^ / irgend eine pri* 

mftfve oder atraToge Gerade bekanntlich im AHgemeinen mit einer Curve vierten Grades^ 
cotrcsportdirt, so folgt, dass diese Verwandtschaft, so lange die Functionen f urid F nicht 
nflber specialisfrt werden, keine eigentliche StaAd^^-Geraden besitzen wird. Doch dfüch unei*' 
gentliche Stand-Geraden wird diese Verwandtschaft, so lange die nämliche Allgemeinheit der 
Functionen f und F festgehalten wird, nicht besitzen. Denn es hat zwar unsere Verwandt- 
schaft nach $. 110 eirte endliche Anzahl Von Stand-Kegelschnitten ; indessen dürfen Wir nach 
$.111 weder die Lage noch auch die Forrtr dieser Kegelschnitte, sd lange f und F voRstän* 
dige Functionen des zweiten Grades bedeutdn sollen , specialisfren ; wir dffrTeik daher auch 
nicht irgend' eineti von diesen Kegelschnitten auf eiit System von 2 Geraden sich reduci- 
ren lassen uiid so unserer Verwandtschaft 2 Stand-Geraden zuerkennen. Iii ähnlicher Weise 
erkentten Wir, dass^ überhaupt jede Verwandtschaft 

fmCxyx'f) = FotxyxY) = o 

Ml lan^ die FMattOM« f Und F voiktindige Ueiilen, wed^ eigentliche Btfck aoek iineige»!«» 
liehe Stand-Geraden besitzen wird. 
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§. 136. Werden dagegen die Functionen f. und F specialisirl, so kann es allerdings 
Torkommen, dass, wenngleich eine beliebige Gerade oder ein beliebiges System von 2 oder 
>2 Geradtti bei unserer Verwandtschaft noch stets mit einer Cur?e höheren Grades corre. 
apondirt , gewisse Gerade dennoch mit neuen Geraden oder neuen Systemen von Geradea 
Tcrwandt sind. 

Es wird dieses z. B. dann der Fall sein, wenn m=sl, sodass unsere Verwandtschaft di# 

apeciellere Form 

ax+by+cx'+dy'+l = o Fn(xyx'y') = o 

besitzt. Denn es wird jetzt jede beliebige primitive Gerade, welche mit ax+by = o parallel 

und daher durch eine Gleichung von der Form ax+by=e ausgedrückt ist, eine durch 

ez^^-dy^-l-e-f 1=0 ausgedrückte und daher mit cx^+dy'=:o parallele analoge Gerade zur 

a c 
Correspondenten haben. Wenn daher ausserdem noch die Bedingung r = t hinzukommt, ist 

«8 uns leicht möglich, durch schickliche Bestimmung der Unbestimmten e aus der vorigen Reihe 
Ton primitiven Geraden eine solche auszuwthlen, welche eine Stand -Gerade unserer Ver- 
wandtschaft darstellt. h 

Es scheint nun zwar diese Stand-Gerade eine eigentliche zu sein , da hier die ganze 
analoge Curve von der primitiven Curve bedeckt wird. Indessen ist zu bemerken , dass ir<- 
gend eine beliebige (d.h. mit az-i-by = o oder cx'+dy^=o beziehungsweise nicht parallele) 
primitive oder analoge Gerade bei unserer Verwandtschaft mit einer Curve des n^«^ Grades 
correspondirt, sodass die Correspondenz, welche 2 beliebige Gerade, im Limitfalle, wenn sie 
den Geraden ax+by = o und ex' +dy' = o beziehungsweise parallel sind» verbindet, bloss 
scheinbar eine zwischen diesen 2 Geraden selbst stattfindende ist, da auch dann noch die 
Correspondenz nicht zwischen 2 Geraden, sondern zwischen 2 Curven des n^» Grades stalt- 
findet, welche aber in diesem speciellen Falle beide aus einem System von je n zusammen- 
gefallenen Geraden bestehen, wesshalb auch die vorher betrachtete Stand - Gerade , soU si& 
sich von einer uneigentlichen Stand-Curve unserer Verwandtschaft zu einer eigentlichen am- 
fodem, ihr selbst vorher n-mal hinzugefAgt werden mnss« 

$. 137. Nehmen wir insbesondere das Beispiel der aus dem Complex der 2 Aifinitatett 

y; = ^y und y;=^y 

X' =: +X X' = —X 

zusammengesetzten zweifachen Verwandtschaft 

• y' =: Ay x'2 = x« 

Es correspondirt nach dieser Verwandtschaft keineswegs eine beliebige Gerade ax'+by'+l=30 
mit einer neuen Geraden, sondern es correspondirt ein beliebiger analoger Kegelschnitt, so- 
bald er die specielle Form und Lage erhält , dass er sich auf ein System von 2 in Bezog 
auf YOY' symmetrisch liegenden Geraden 

(H-ax'+by'+l) x (— ax'+by'+l) 5=3 o 
reducirt, mit einem primitiven System von 2 fthnlich liegenden Geraden 

C+ax+bAy+l) x (-ax+bAy+1) = 
Und zwar besitzen letztere 2 Gerade, wenq die vorigen 2 Geraden auf TOT' senkrecht ste. 
hen und auf einander fallen, auch selbst diese beiden Eigenschaften, sodass jede in der 
analogen Figur vorkommende Hyperbel, welche sich auf eine doppelte Gerade von der 
Lage (y^— d)2 s= reducirt hat, mit der doppelten Geraden (Ay-d3^=o correspondirt* 
Wenngleich also die Goordinaten-Axe XOX' oder y = o nach §. 124 eine eigentliche totale 

Stand-Gerade der Verwandtschaft ^,~ ^ darstellt, so ist doch die nämliche Stand -Gerade 

x'=x ' 
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lei unserer jetzigen Verwandtschaft \^ , ^^"^ aneigentliche , da die eigentliche totale 

Stand-Carve letzterer Verwandtschaft die auf die doppelte Coordinalen-Axe redncirte Hyperbel 
7^=0 ist, in ähnlicher Weise wie die doppelte andere Coordinaten-Axe x^^=:o eine partielle 

eigentliche Sland-Curve der nämlichen Verwandtschaft ^^ \ darsteUt. 

§. 138. Ausser dem im Vorigen betrachteten Falle, wo m=l, erlangt die allgemeine 
algebraische Verwandtschaft 

fmCxyxy ) =0 Fn(xyx'y') = o 

auch dann die Eigenschaft des Besitzes verschiedener Stand- Geraden, wenn die gegebenen 
Gleichungen die specielle Form 

f«(xxO = , imCxyx'yO = o f„CxxO = o 

Fn(xyx'yO=o ''''®^ F„(yy')=o "^^^^ F„(yyO = o 

besitzen. Denn es hat jede Verwandtschaft von der ersten Form m gewisse mit der 
Coordinaten-Axe YOY' parallele (reelle oder imaginäre) Stand-Geraden , welche man erhalt, 
wenn man aus der Gleichung fm(xx) = fmOO = o die m verschiedenen für x sich ergeben- 
den VITerthe sucht. Bei der zweiten Form hat die Verwandtschaft n verschiedene (reelle oder 
imaginäre) mit der Axe XOX' parallele Stand-Geraden, während sie im dritten Falle beider- 
lei Arten von Stand-Geraden zu gleicher Zeit besitzt. Indessen sind diese Stand -Geraden 
im Allgemeinen alle uneigentliche. Denn wenn man im ersten oder dritten Falle aus den m 
verschiedenen Stand-Geraden x=:a, x=b, x=c etc. irgend eine beliebige auswählt, z. B. 
ü — fl^ so correspondirt diese primitive Gerade im Allgemeinen mit m verschiedenen analogen 
Geraden x'=;A, x'=zB^ x'z=C etc., welche aus den m verschiedenen der Gleichung fnCa^xO = 
f'mix^ genügenden Werthen hervorgehen; und es findet sich unter diesen m Geraden im All- 
gemeinen nur eine einzige vor, z, B. x'=A = a, welche von der Geraden x=a bedeckt 
wird, während dagegen die m — 1 übrigen Zweige der analogen Curve, d. h. die m~l ana- 
logen Geraden x'=:B, x'=C etc. von der primitiven Geraden x=a nicht bedeckt werden. 
Und auch dann noch, wenn wir durch weitere Specialisirung der Functionen f und F die m 
verschiedenen Werthe A, B, C etc. sich auf einen reduciren Hessen, würde die Stand- 
Gerade x=a eine uneigentliche bleiben; nur würde sie alsdann zu einer solchen schein- 
bar eigentlichen werden, wie die in §. 134 betrachteten. 
Nehmen wir z. B. die Verwandtschaft 

(x'-2x+a)xCx'-3x+2b) = o FnCxyx'y') = o 

Jede der beiden aus der Gleichung 

(x-2x+a) >^ (x-3x+2b) = o 
erhaltenen Werthe x = + a und x = -f b stellt dann eine Stand - Gerade unserer Verwandt- 
schaft dar, aber eine uneigentliche, da z. B. die primitive Gerade x=+a bloss die eine von 
ihren 2 analogen Geraden x'=2x— a= +a und x' = 3x^2b5 3a — 2b bedeckt. Und auch 
im Limitfalle, dass a und b sich auf reducirten, würde die Gerade x = o, d. h. die Coor- 
dinaten-Axe YOY^, keine eigentliche Stand -Gerade unserer Verwandtschaft sein, sondern 
eine nneigentliche, da alsdann die eigentliche Stand-Curve unserer Verwandtschaft, wie in 
$. 137, die auf die doppelte Coordinaten-Axe YOY' reducirte Hyperbel x^ = o sein würde. 

§. 139. Die so eben gemachte Bemerkung, dass jede Verwandtschaft ^ZL fl ^^ 

bM sie sich auf die specielle Form ^^1 r \ reducirt, gewisse mit YOY' parallele (reelle 

' ~ 12 
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oder imaginäre) Stand-Geraden besitz!, dürfen wir nch umkehren, und sagen, dass keine 
Verwandtschaft ^ ^^ V'(xy) i^ gr^^d welche mit TOT' parallele Stand-Geraden besitzen winL 

wenn sie sich nicht auf die specielle Form , ^ \ reducirt hat. SoH nämlich eine ge- 

y' = ;:(xy) 

wisse Gerade x=a eine Stand. Gerade der Verwandtschaft . \ i sein, so müssen die 

y'=/(xy) 

verschiedenen in dieser Geraden befindlichen Pancte 

x = a xsE=a z = a. 

etc. 

y = « Y = ß 1 = 7 

da sie Pitncfe einer partiellen oder totalen Stand-Geraden sind, mit solchen analogen Pbncten 

x' = v/(a,a) x' = v(a,/») x' = V'(a,y) ^^ 

y'=;.(a,a) f=x(^^fi) y' = K«,y) 

beziehungsweise correspondiren, dass deren Vefeinigungs-Gerade eine mit der Geraden x — n 
ZDsammenfalleade Gerade x<=:a ist, woraus folgt, dass alsdann die onendlicb vielen bestimmten 
Gleichungen 

a = V(^^»«) a = ^(ßyßy a == V(a»y) etc. 

ZQ gleicher Zeit stattfinden müssen, d. h. dass, welchen Werlh wir der Unbestimmten C oder 
y auch geben 'mögen, stets dennoch die unbestimmte Gleichung 

a = V'CajC) oder a = VCM) 

erfüllt werden muss* Es ist dieses aber ersichtlich unmöglich, wenn nicht die Ftinction ^ 
eine solche specielle Form 

V(a,y) = 9(a)+ox;:Cy) 
besitzt, wobei sie scheinbar eine Function von 2 Grössen a und y ist, in WirUichkrif jedoch 

sich auf eine Function der einen Grösse a reducirt. 

S* 140. Einen Uebergang von den Stand -Bretten einer Verwandtschaft zu den gne- 
wöhnlichen, d h. nicht Stand haltenden Ketten stellen diejenigen Ketten des ersten oder irgend 
eines >V^ Grades dar, welche unter ihren verschiedenen Elementen ein Element besitzen, 
welches ein Stand -Element der gedachten Verwandtschaft ist. Wenngleich namlicb eine 
solche Kette in speciellen Fallen — z. B. wenn sie eine Kette ersten Grades ist und überdies» 
noch ein zweites Stand-Element enthält, wahrend ausserdem die Verwandtschaft selbst die Form 

w_ aS+bj7+c f^+g,;+h 

^~d§ + ej7+l ^ cirTejy + i 

besitzt — nach $. 106 eine Stand-Kette darstellt, so besitzt sie dennoch im Allgemeinen die 
Eigenschaften einer Stand -Kette nur in demjenigen von ihren Elementen, welches ein Stand- 
Element ist. 

Nehmen wir z. B, die allgemeine Gollineation 



,/-_ ax+by+c f x-hgy4-h 

dx+ey+l ^ d?+ey+T 



Es gibt hier 3 verschiedene Gruppen von Geraden (ndmiich die irgend einen der 3 Stand-Poncfe 
durchstreichenden Geraden), welche den angegebenen Uebergang von einer gewöhnlichen n 
einer Stand-Geraden darstellen. Bei der Gollineation mit collineärer Lage 

« «/_ «y 






dx + ey+1 dx+ey+i 

ist jede beliebige Gerade als die gesuchte Eigenschaft besitzend zn betrachten , da risdsnn 
jede Gerade, während sie die aus blossen Stand «•Poncten bestehende totale Stand -Gerade 
dx+ey+t— a::i=o schneidet, irgend einem Stand^Puaete begegnen mnss. 
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$. 141. Eia anderer Uebeifang von Stand -Kelten zu gewöhnlichen Ketten wird 
dnrcli diejenigen Curven dargestellt, deren Form swar nnverdnderi Stand liält beim Uet>er^ 
gang von der primitiven zur analogen Figur, deren Lage aber und Grösse sich während 
dieses Ueberganges ändert. 

TOf s=s t 

Es hat z. B« bei der Verwandtschaft , « i da sie keine CoIIineation ist, eine be- 

yy' = 1' 

liebige primitive Gerade Ax+By+lsso im Allgemeinen keineswegs eine neue Gerade, son- 
dern eine Hyperbel Bx'+Ay^+x'y'so zur Correspondenten. Es gibt indessen gewisse Ge- 
rade, denen Curven von der nämlicben Form, d. L denen neue Gerade entsprechen; vnd 
zwar findet dieses dann statt, wenn die primitive Gerade zu irgend einer von den 3 Geraden- 
Gruppen gehört, welche durch folgende drei unbestimmte Ausdrücke 

x = a yr^b -=:c 

y 

beziehungsweise angedeutet werden. 

§. 142. Nehmen wir dagegen die allgemeine CoIIineation. Bei dieser Verwandtschaft 
behält zwar jede beliebige primitive Gerade, beim Uebergang znr analogen Figur, ihre Form 
unverändert bei, da sie bekanntlich mit einer neuen Geraden stets correspondirt Indessen 
können vrir alsdann fragen , welches bei dieser Verwandtschaft -^ welche wir uns der Ein- 
fachheit wegen als die coUineäre Lage besitzend und daher durch tlie Gleichungen 



dx + ey+1 ^ dx+ey+1 

ausgedruckt denken wollen, — diejenigen Kreise seien, welche mit neuen Kreisen corre- 

spondiren. Und zwar erhalten wir diese Kreise durch die Bemerkung, dass der beliebige 

analoge Kreis 

(x'-A)«+(y'-B)2= C2 

nach der gegebenen Verwandtschaft correspondirt mit dem primitiven Kegelschnitte 

Ldx+ey+i ~ J Ldx+ey+l J 

oder nach Entwickelung 

[(a-dA)^+d2B2-d2C2ix2+[(a-eB)2+e2A'^-.e2C2]y^- . . . 

. . . — [eA(a-dA)+dB(a— eB) + deC^xy+[.*.]z+[*.Oy+[.**]= o 
Soll nun auch dieser Kegelschnitt ein Kreis sein, so muss erstens der Coöfficient des in 
dieser Gleichung mit (xy) multiplicirten Gliedes sich auf rednciren, während zweitens 
die Coeificienten der mit x^ und y^ beziehungsweise multiplicirten Glieder einander ^eioh 
sein mflssen. Wir erhalten so 2 Bedingungen 

eA(a-dA)+dB(a-eB)+deC2 s o 
(a-dA)2+d2B2-.d2C2 s (a-eB)2+e2A«-e«« 
oder nach Entwickelung 

a(eA+dB) = de(A2+B«-C«) 
2a(d A - eB) = (d^ - e^C A» + B^ - C^) 
mittelst welcher wir die gesuchten CoöfBcienten A, B, C als Functionen der gegebenen CoeE- 
ficienten a, d, e ausdrücken können. Und zwar können vrir die Coöl&cienten A, B, C erstens 
bestimmen durch die aus der gegenseitigen Verbindung der beiden vorigen Beduoigungen hei^ 
vorgehende neue Bedingung 

eA+dB _2CdA-eB) 
de a^-e« 

oder nach Entwickelung 
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(d^^-e^ X (dB-eA) = o 
woraus wir als erste Eigenschaft der gesachten Kreise diese erhalten , dass das Cenlnia 

^ ~ R ^^^ analogen Kreises, und daher auch das Centmna des primitiven , sich irgendwo 

befinden müssen in demjenigen Perpendikel df ^ex=o, welches vom Coordinaten-Pancle 
oder vom Collineations-Centnim auf die CoUtneations-Axe dx+ey+1— a=o gefallt wordei 
ist Und wenn wir die erhaltene Gleichung AB-eA=o in unsere vorige Bedingung 

a(eA+dB) = de(A«+B»-C2) 
sobstitairen , so erhalten wir zweitens die Gleichung 

C^ = A^+B» - ~ 

welche wir aber, da die Bedingung dB— eA=o die andere Bedingung 

A2(d»+e2)= d«(A^+BO oder ^= Va^+IT 

d d*+e» 

sur Folge hat, aoch in folgen der We ise 

schreiben können: nnd wir erhalten so eine zweite Eigenschaft der gesachten Kreise, diese 
nämlich , dass die Länge* C des Radius des analogen Kreises das geometrische Mittel Uk 

zwischen der Entfernung ^A*-*-B* seines Centrums vom Coordinaten-Puncte 0, und swisckei 

2a 
der nämlichen, jedoch um vermehrten oder verminderten Entfernung. Kit anderai 

Worten : Die Entfernung des Centrums des analogen Kreises von irgend einem Pancte seines 
Umfangs hält das geometrische Mittel zwischen der Entfernung des nämlichen Kreis-Centnins 
vom Collineations->Centrum und zwischen der Entfernung des Kreis-Centrums von der Gen- 
den dx'+ey'-Sa = o, welche mit der Gegen-Axe dx'+ey'— a == o parallel Baß und Yom 
Collineations-Centnim doppelt so weit entfernt ist, als diese Gegen-Axe dz'+ej'-a = o 
selbst. Oder wir konneu endlich die Lage unserer Kreise in folgender Weise besCmmen: 
Legen wir den Coordinaten-Punct A eines Coordinaten-Systems Xfi (Coor. $. 227) ins Colli- 
neations-Centrum und den Coordinaten-Punct B des nämlichen Systems Xfi, in den Darchschnitts- 
Punct der Geraden dx'+ey'— 2a=o und des Perpendikels dy'— 0X^=0, so sind die ver- 
schiedenen analogen Kreise die bei allmähliger Vermehrung der Unbestimmten p' dorcli die 
Caeichung X^=pV ausgedrückten (Coor. $. 233)^ während die mit ihnen correspondirenden 
prioütiven Kreise^ wenn wir die Coordinaten-Puncto A und B jetzt ins CoOineations-CentraB 
nnd in den Durchschnitts-Ponct der Geraden dz+ey+2=ound des Perpendikels dy-ex = o 
legen, durch die mit der vorigen nicht homodementische Gleichung X =pfi ausgedräcU wer- 
den, welche übrigens von der vorigen Gleichung bloss in Bezug auf die Constaale p ▼«- 
Mhieden ist 
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S. 143. Gleichwie im Coordinaten-System zyz die durch 2 ffleichmigeii ersten Grades 

dargesteQle Gerade 

f^Cxyz) = Fi(xyz) = o 

die einfachste aller Cnrven doppelter Krümmang darstellt, so auch ist unter den Verwandt 

Schäften {m(Sfjo*t*y = o fnil^a^iO = o 

die einfachste die, welche durch 2 Gleichungen ersten Grades dargestellt wird. Bedeuten £i| 

und a^t^ Systeme von gewöhnlichen Parallelcoordinaten, so ist diese Verwandtschaft 

fiCxyx'yO = a'x+b'y+c'iP'+dy+l = o 

F^Qjjx'y^) s e'x+Py+g'op'+h'y'+l = o 
die allgemeine Affinitäts-Verwandtschaft. Wie leicht ersichtlich, lassen sich diese Gleichnn* 
gen durch Entwickelung sogleich auf die bomoelementische Form 

fi(xyxy) s ax+by+cx'+dy'+l = o 
Fi(xyxy) = ex+fy+gx'+hy'+l = o 
reduciren. 

S. 144. Wenn wir unsere Affinität nach $. 8 in folgender Form 

x' = Ax+By+C y' = Dx+Ey+G 

schreiben, und dann unser VerwandtschaAs-Nelz der Bedingung unterwerfen, dass sich unter 



X = « x' = «' 



den ihm zugehörigen Elementen des Systems xyx^y' ein bestimmtes Element ^ . ^^ 

vorfinden soll, d.h. dass es einen bestimmten Punct ~^ der primitiTen Figur und einen bfr» 

x'=a' 
stimmten Punct /_^/ der analogen Figur geben soll, welche mit einander nach der ge^ 

gebenen Affinität correspondiren, so wird die Affinität hierdurch den 2 Bedingungen 

o'= Aa + B/9+C ß'= Da + E/9 + G 

unterworfen und enthält daher nicht mehr 6, sondern 6—2=4 Unbestimmte, welche her« 
vorgehen, wenn wir, durch Verbindung der beiden gegebenen Bedingungen mit dem vorigen 
Ausdruck der allgemeinen Affinität, den Ausdruck 

x'-a'= A(x-a)+B(y-/?) y'-i»'=D(x-a) + E(y^/J) 

unserer jetzigen specialisirten Affinität suchen. Hieraus folgt , dass die allgemeine AfAnittly 
wenn sie von solcher Art sein soll, dass 2 gewisse bestimmte in der primitiven Figur be^ 

findliche Puncto ^ und \, beziehungsweise mit 2 bestimmten Puncton — ^ nnil 

^^ der analogen Figur correspondiren sollen^ hierdurch keineswegs bestimmt ist son-* 

dem noch 6— 4== 2 Unbestimmte enthält. Erst dann^ wenn es in der primiliveii Fimir 3 
bestimmte Puncto ^J ^^ ^ geben soll, welche mit 3 bestimmten analogen Punctea 

^5' yS ^=5' beziehungsweise correspondiren sollen, ist die AfBnilii eine gan^ 
besttmmte. 

S* 145. Da die Affinität nach $.11 bloss 6 und daher <8 Onbestimmte enthält, imA 
wir nach S* 13 aus irgend einer Verwandtschaft durch Aendemng you Coord'nalen-PuA®^^^ 
im Allgemeinen 8 Unbestiaunlen Unwegschaflfen kOnnen , so mteliie ^^^^ ulttabea « ^ 
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der allgemeine Ansdrock der Affinität in dieser Weise von allen ihren 6 Unbestimmten be- 
freit werden könnte» sodass es^ solange man die Lage «od dte^Svosae der einender verwand- 
ten Figuren anberücksichtigt lässt, nur eine einzige Art von AfBnitats-Transforroation gäbe, 
gerade wie es im Coordinaten- System xyz, so lange man bloss auf die Form der Figmr 
BOofalcht üinnl, dw eine einzige Art von Ebenen mid eine tiuzige Art von Gerade« gibt. 
Es ist indessen zn bemerken, dass diejenigen 8 Unbestimmten, welche wir nach f. U 
durch Aenderung der Lage und Grosse der Figuren aus irgend einem Verwandtschafts-Aus- 
druck p '^ / n~ hinwegschaffen können, von anderer Art sind, als diejenigen Unbe- 
afinmten, welche im Goordii^aten - System xyz durch Aenderung des Ortes und der Crrösse 
der Figur ^ ^ \^~ hinweggeschafft werden, weil die im System xyz eine beliebige Ver- 
setzung und VergrÖsserung andeutenden Substitutionen eine andere Form besitzen, als dieje- 
nigen Substitutionen, wobei die Coordinaten 

X y x' y' 

beziehungsweise durch die Coordinalen-Functionen 

ax+ßy+y^ -/?«+ay+J, a'a5'+/jy+y', -/J'x'+ay+rf' 

ersetzt werden. Denn man leistet im letzteren Falle zwar den beiden Bedingungen 

Cx^-x,r+Cy,^y,y = H x [(X2-x,V+(y2-yi)T 

(X', -«'i)^+C»'2-»'i)^= N X [(x',-x'i)^+(y'a-y'i)T 

Genüge, welche andeuten, dass die gegenseitige Entfernung zweier beliebiger Puncto der 
primitiven Figur sich in der ganzen Figur stets in constanlem Verhaltniss vergrössert, wak- 
rend auch bei der zweiten oder analogen Figur diese VergrÖsserung in constantem, jedoch 
anderea» Verhdllaisse stattfindet. Es sind aber diese beiden Bedingangen verschieden von 
der Bedingung 

t(a>2-a?t)Mtf2-»t)^+(a?'2-a^i)^+Ctf^-»^)^=Nx[(x;-Xi)H(y^ 
welche der Bedingung des Systems xyz 

(«2-«i)*+(y2-yi)'+C«2-»i)' = Nx[(x,-Xi)'+(y,-ytr+(z,-zO^ 
analog wäre, welche' andeutet, dass die Lage und Grösse einer im Raum befindlichen Figur 
eich beliebig geändert hat. Es hat vielmehr die vorgenommene Aenderung der Coordinaten- 
Puncto der Systeme xy und x'y^ da die dazu nöthigen Substitutionen je 2 der 4 Coordinat^ 
xyx'y' nicht enthalten, einige Uebereinstimmung mit derjenigen Aenderung 

aP = x+o y = y+/J « = z+f 

des Systems xyz, wodurch eine blosse Verschiebung der Figur angedeutet wird. 

S. 146. Es darf uns daher nicht wundern, dass wir aus der allgemeinen AfSnitäts- 
Terwaudtschafl fi(xyx'yO= o Fi(xy^Y) = o 

durch Aenderuujf der Coordinaten-Puncte nicht alle Unbestimmten hinwegsohaffen können, eben» 
sowenfig als wir aus dem allgemeinen Ausdruck einer Geraden 

fj(xyz) = FtCxyz) sa • 

durch blosse Translation alle Unbestimmten hinwegschiAen können. Bs bleibt vielmehr 
in der Aenderung, welche eine primitive Figur erleiden muss, um in die ihr durch eine Af- 
finität verwandte Figur überzugehen, auch dann noch, wenn wir die Aenderung der Lage 
und Grösse bei Seite lassen , eine Unbestimmte übrig , welche sich auf die Pom-Aende* 
xung bezieht, welche die primitive Figur erfahren hat Denn z. B. die Art von AfBnili^ 
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-. x'= ax 



schieden von der Affinitat , ^ und Usst sich nicht auf diese letztere redaciren, auch 

wenn wir die primitive Figur vor ihrer Transformation und die andife aach Ihrer ThMM» 
formation in beliebiger Weise versetzten und vergrtesAten. 

$. 147. Es möchte uns beim ersten Anblick befremden, dass die allgemeine Collinea«* 
tion nach $. 15 von allen ihren UnbesUftnitan beAfeil werden kann und also bloss eine ein- 
zige Art von Transformation darstellt , während dagegen die Affinität , welche ja doch nur 
einen speclellen Fall der CoHineation darstellt, nach $»146 immer aooh eine Unbestimmte 
enthält und daher oo* verschiedene Transformationen andeutet. Es ist aber zu bemerken^ 
dasir die Lage des Collineations-Centrums bei der Affinität schon einigermaassen bestimmt ist» 
dadurch dass es im Unendlichen liegen muss, während dagegen die Lage dieses Punctes bei 
der Colthieationr eine ganz beliebige M. Es werden also, wenn wir cAm allgentteln^e, 4. h. 
ganz unbestimmte CoUineation zu einer besrimmten speeialisiren , durch die Bestimmung der 
Lage des Collineations-Centrums 2 Unbestimmte hin weggeschafft, bei der Afßaität dagegen 
bloss 1 Unbestimmte ; und die Verschiedenheit in Bezug auf den Werth dieser zweiten nicht 
hinweggeschafften Unbestimmten bringt eben die Verschiedenheit der durch die Affinität an- 
gedeuteten Form-Aenderungen hervor. 

$. 148. Denken wir uns eine allgemeine AfBnität, welche wir nach $. 8 in folgender 
Weise schreiben wollen 

x'=Ax+By+C y'=Dx+Ey+ß 

Es gibt bei einer solchen Transformation im Allgemeinen immer einen reellen Stand- 
Funct, d. h. einen reellen Punct, welcher beim Uebergang von der primitiven Figur 
zur analogen seinen Ort nickt ändert. Man findet die Lage dieses Pnnctes (d.^ h. des eo- 
genannten Situations-Punotes) durch die Bemerkung, dass die Ceordinaten x^ und y^^ 
welche bei irgend einem anderen Puncto im Allgemeinen den Functionen Ax+By+C und 
Dx+Ey+6 beziehungsweise gleich sind, bei diesem Puncto üb^rdiess noch mit den Goordi» 
Daten x und y selbst zusammenfallen, sodass die Coordinalen unseres Pnnctes den beiden 99^ 
dingungen x=Ax-4-By+C y = Dx+Ey+6 

ffenflgen müssen und daher folgende sind 

_ BG-(E-1)C _ DC^(A-1)G 

* "" CA-1KE-1)-Bb ^ ~ (A-lXE-l)-BD 

Es correspondirt ferner bei unserer Verwandtschaft irgend eine beliebige in der analoge« 
Figur den Ceordinaten - Punct durchstreichende Gerade x^+^' = a mit det prin»t)ve* 
Geraden 

[x^ = Ax+By4-C]4-»^x [y^ = Dx-4-Ey4rGl = o 

CA+D:^)x+(B+Ei^Oy+(C+G^O = o 
Wir erkennen hieraus , dass es im Allgemeinen 2 verschiedene reelle - oder imagialre Meb' 
tungen gibt von solcher Art, dass irgend eine in der einen od^r andern to« diesen 
Richtungen laufende primitive Gerade x + ^y + ^ = o mit ihrer analogen Geraden x' + 9 V + y': 
stets parallel ist. Und zwar sind es die beiden Richtungen &^ and d-^ der primitiven Gern 
den, wobei 

y= r» *±|^ daher Dy«+(A-E>>'-.B t= o 

d. h. es sind die beiden Richtungen 

^ ^ E -A±V ig DTcg^^^ 
^ « ^ = 2D 

Wir können uns Uervon näher fibersengen dmrck die BetrncklMig , 4aM 4ie Mde« 
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nen Verwandtechafte-GIeichongen 

X' = Ax+By+C y' = Dx+Ey+G 

folgende dritte ffleichung 

= (Ax+By+C)4.^rA±V]^±ilEi^(Dx+Ey+G)H-, = . . . 

[E+i^V?IÖT(I3Ä)'»-| r . E-A±V'4BD+(E-A)» _ . i 
2 J ^ L 2D '■^* J 

ZOT Folge haben. Da nun bekanntlich die Function Xo+^Yo+y ai© mit dem Factor v^ + ^2 
nultiplicirte Entfernung des beliebigen Punctes ^ von der Geraden x+^+v=zo beden- 

y — To 

tet, so erkennen wir aus dem zwischen den Functionen x' 4- ^V+'^'^^^l x+&j+v eben ge- 
fundenen Zusammenhang — wenn wir darauf achten , dass der Factor ^T+&^ anf beiden 
Seiten vorkommt und daher verschwindet — dass die Entfernung eines beliebigen Punctes 
der primitiven Figur von einer beliebigen in der Richtung 

^ E- A±V4BD+(E-A)^ ., ^ E-Aq:V4BD + (E-A)» 
^i= 2D ^^^^ ^^ = 2D 

laufenden Geraden sich beziehungsweise 

B+A±V4FD + (E-^ ^ E+Aq:V4BD+(E-A)^ 

Hai vergrössert, sodass beide Vergrösserungen zu einander stehen im Yerhältniss von 
^ E+A±>/4BD+(E-Ay _ A^4-E^+2BDq:(A4-E)V4BD + (E~Ap 

* ~ E+ATV4BD+(E-Ar ~ 2(AB-BD) 

Ss gibt femer bei unserer Verwandtschaft in der primitiven Figur ein bestimmtes Paar von 
«uf einander senkrechten Richtungen von solcher Art, dass irgend zwei in dieser RichUmg 
laufende primitive Gerade 

x+«Y+f = und «X— y4.p'= 

beim Uebergang zur analogen Figur in 2 neue Gerade 

x'+^y'+i/" = und dx'— y'4-»''" = 
sich Andern f welche gleichfalls auf einander senkrecht stehen. Und zwar findet man den 
Werth der Grössen 8 und c durch die Bemerkung, dass diese analogen Geraden hervorgegan- 
gen sind ans den primitiven Geraden 

* CAx+By+C)+dCDx+Ey+G)+>'" = *(Ax4-By+C)-(Dx+Ey+G)+i''" = o 
d. h. aus den primitiven Geraden 

(A+JD)x+(B + aE)y+(C+*6+>'") = o (JA-D)x+(JB-E)y+(*C-G+»"0 = o 

sodass die zum Senkrechtbleiben erforderliche Bedingung 

B + JE _ M-D 
A+rfD ^ (TB-E 
uns f&r 8 folgende Werthe gibt 

. cD^4-E^--(A^^^B«)±Vcg5M^EO-(A^+B3)]^4^4(AD+BB)^ 
I ~ 2CAD+BE) 

.. welche Formel wir weiter umformen können durch die Bemerkung, dass man identisch hat 

[(D2+E')-(A2+B0r+4(AD + BE)2 = [CD2+E0+(A2+B0P-4(AD-BE)« 

Und da dieses Radical die Svmme von 2 Quadraten entkllt nnd daher st^ >o isl^ so er- 
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iLennen wir, dass d und «, und daher auch diese Geraden selbst reell sind, so lange A, B, D, B 
reell sind. 

Weil der Situations-Punct nach dem Vorigen ein Stand-Punct war, d. h. ein 
solcher Puncft der primitiven Figur, welcher beim Uebergang zur analogen Figur mit sicl^ 
selbst correspondirt , so folgt, dass jede den Situations-Punct durchstreichende Gerade der 
primitiven Figur mit einer den hftmlichen Punct durchstreichenden analogen Geraden corre^ 
spondiren muss. Die 2 Geraden also insbesondere, welche den Situations-Punct durchstrei- 
chen und mit der einen oder anderen von den Geraden x+^iy=o oder x+^^T^o paral- 
lel laufen, sind Stand-Geraden, d. h. sie behalten beim Uebergang zur analogen Figur 
ihren Ort unverändert bei. Es sind die sogenannten Situations-Axen der AfGnität. 

Der zwischen den beiden Siluations-Axen enthaltene Winkel o besitzt, wie leicht er- 
sichtlich, die Grösse 

Von diesem Winkel to ist wohl zu unterscheiden der Winkel ?, welcher zwischen dem Paare 
von primitiven Geraden 

^+*y = ^ und dem Paare ^'t^'= ^ 
«-y = «}x'-y'== 

enthalten ist. 

Bei der angenommenen Bedeutung der Buchstaben S und c haben die gegebenen Glei- 
chungen unserer AfBnitat, wie sich durch Entwickelung leicht ergibt, 2 Gleichungen zu^ 
Folge von folgender Form: 



m 



-' = ax '' — ^^ 



\/l + J* 



v*+«* 






welche, wenn wir sie geometrisch deuten, uns Folgendes zeigen : Die Entfernung eines be- 
liebigen Punctes der primitiven Figur von einer beliebigen mit x+«y = o parallelen Geraden 
vergrössert sich stets a-mal beim Uebergang zum analogen Pnncte und zur analogen Gera- 
den; ebenso ist die Vergrösserung , welche die Entfernung eines beliebigen primitiven Pun- 
ctes von einer mit €x-y=o parallelen Geraden beim Uebergang zur analogen Figur erfährt; 
för die ganze Figur stets constant Cvon der vorigen im Allgemeinen . verschieden) und 
gleich ß. Und das Verhiltniss dieser beiden Vergrösserungen a und /J gibt uns er- 

sichtlich die Grösse 7 = ß der durch unsere Affinitat hervorgebrachten Umformung der pri-r 
mitiven Rgur. 

S. 149. Erläutern wir das Gesagte durch. ein bestimmtes numerisches Beispiel, und 
nehmen wir also die Affinität 



x' = 4xH-5y+6 
Als Situations.Punct ergibt sich der Punct 

^= - 14 = -0,21.. 
und wir erhalten ferner 

*, = ?±|:?^ = +1,177857... 



y' = 7x+8y+9 

y= - 11= -1,07... 



■" 6-v^39 



_ 2-/39 _ 

«j =5 j = -0, 



606428... 



+ 12,946... e/v , «1- 

^2^- = -60 Cwnäbenmgs weise) 



^_ 3±^^_ ^ji7(j3 _ oder = -0,85... 



t 
I 
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^_ 8*^370 _ ^jgg oder =-0,60208... 

a = +13,4. . . /} =s —0,24 ... y = —51 C>nBdheningswe»e> 

mAiss in diasem specielleii Beispiel die eine Sitaations-Axe mit einer von den beiden 
ien z+<y+*^=so nnd $x — y+W = o die andere Sltnatians-Axe mit einer tob den beiden 
Cieraden x^+#y^+v^=o nnd fxf-f+y^=o fast parallel linft, woraos folgt, dasa der 
swteehen den Grössen » und y im Allgemeinen stattfindende Unterschied in diesem spedden 
Falle auf eine nnf geringe DilTerenn sieh redneirt 

$. 150. Die dnrch die allgemeine AffinitAt 

x'« Ax+By+C y' = Dx+Ey+6 

angedeutete Aenderung einer primitiven Figur bestand nach dem Vorigen darin, dass sowohl 
die Form 9 als auch die Grösse und Lage der primitiven Figursich Änderte. Jenacbdem 
wir diese 3 Aenderangen in verschiedener Weise combiniren, und jenacbdem wir die feolea 
Puncto oder Geraden, von welchen diese Aenderungen ausgehen, in verschiedener Weise 
bestimmen, erhalten wir verschiedene Vorstellungs- Weisen der Af&nitäU 

1) Die erste Vorstellung, welche sich gleich darbietet, ist die aus der unmittelbareB 
geometrischen Interpretation der gegebenen Gleichungen 

X' = Ax+By+C y' = Dx + Ey+6 

hervorgehende. Es sagen uns nämlich obige Gleichungen, dass die Coordinaten-FunctioBen 
Ax+By+C und Dx+Ey+G in die Coordinaten x' und y' sich ändern; oder, geometrisch 
gedeutet: Man nehme die Entfernungen jedes in der primitiven Figur vorlLommenden Pnnctea 
p von den beiden Geraden Ax+By+C=o und Dx+Ey+G=:o, vergröss^re diese Enffer- 

mingen beziehungsweise ^A^+ß^ und V^'+E^ Mal , nnd betrachte die 'erhaltenen Längea 
beziehungsweise als die Entfernungen des analogen Punctes p' von den Coordinatoi • Axen 
TOT' nnd XOX'. Bei dieser Vorstellungs-Weise sind von den 6 in der Affinität ttthalteaem 

Unbestimmten bloss 2, nämlich ^Ä^+^ mid V^D^+E*, far die Natnr der Aenderung selbst 
•brig geblieben, während dagegen die 4 ihrigen rar Bestimmung der Lage der Ursprungs- 
Knien der Veränderung, d. h. rar Bestimmung der Geraden Ax+By +C=o und Dx+Ey4-G=o, 
verwendet worden sind. 

2i Wir hönnen aber auch alle 6 in der Affinität enthaltenen Unbestimmlen rar Bestim- 
mung der Natur der Aenderungen selbst verwenden, wenn wir die Coordinaten -Axen XOX' 
md TOT' ra den Ursprungstinien der Aenderung nehmen und uns die durch die Affinität her- 
▼orgebrachte Aenderungen der primitiven Figur in folgendes Weise vorstellen : Man iadere 
erstens die Lage der primitiven Figur ii^ solcher Weise, dass ihre den Sitnations-lHinct 
durchstreichenden und mit x+cy^=30 oder ex— y=o parallelen Geraden die Coordinatea-Axeft 
XOX' und TOT' besiehungsweise bedecken. Man nehme aisdaan die durch die deichangem 

««ZIpv ^^'S®^^^^ Aenderung der Form und Grösse der primitiven Figur vor, woraaf 

■lan sie endlich wiederum in solcher Weise versetzt, dass die Coordinaten-Axen XOX' nnd 
TOT' ra den den Sitnations - Punct durchstreichenden und mit x'+dy'ssso und djc^^-y^ss a 
bexiehungsweise parallelen Geraden werden. 

3) Es kamen bei der vorigen Vorstellungs- Weise 2 yerschiedene Orts^Aendenngen der 
inrimitiven Figur vor: eine vor der Transformation, eine nach BeMdigung dersdben ntntt- 
findende. Wir können diese 2 Orts- Aenderungen auf eine einzige rednciren, wenn wir 
nicht, wie im Torigen Falle, die Ursprungstinien der Aenderung als ganz bestimml ans de»- 
ken. Man denke sich also die Entfernungen, in welchen die In der pifanitiven Figvr 
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Torkommendeu Pancte Yon der den SitnatiOM-Pnnct durchstreichenden «nd mit x+^ = o 
parallelen Geraden liegen, aDe o-mal vergrOssert denken, während ^chaeilig ihre 
Entfernungen von der den Sltuations * Pund dnrchslreichendea nnd mit <x—ysao paral- 
lelen Geraden aichr /9*nMil vergrfesem mögen. Dieser Aendemng nun, welche, wenn man 
die beiden Ursprungslinien in die Coordinaten - Axen XOX' und TOY' beriehnngsweise yer- 

X'ss ctX 

setzte, durch die Gleichungen ^ ^ ausgedrückt wurde, fQge man dann noch eine Ort»- 

Aenderung der primitiyen Figur hinzu, und zwar eine solche, wobei sie um den Sitna- 
liens-INinot eine Rotation von der Grösse C beschreibe. Bei dieser Vorstellungs -Weise lu- 
den sich unter den 6 Unbestimmten der Affinitlt 3 vor, nfimlich a, /}, C» welche sich «uf die 
Natur der Aendenmg beziehen; die 3 öbrigen bestimmen den Ursprungs-Ort der Aenderung, 
und zwar bestimmen die vierte und flnfte die Lage des Situations - Punctes , wfihrend die 
sechste die Richtung der Geraden x-f cy=ro und daher auch die der Geraden €x— y=o angibt 

4) Wenn es sich darum handelt, die durch die Affinität hervorgebrachten Aenderungett 
auf die möglichst kleine Anzahl zu reduciren , können wir die Rotation , welche im vorigen 
Falle noch zu den beiden Ausdehnungen hinzugefügt werden musste, mit diesen Ausdehnan- 
gen vereinigen und uns die Affinitat in folgender Weise vorstellen: Es finde eine Strek- 
kung der primitiven Figur statt, senkrecht zu der ersten Situations-Axe, und von dieser Axe 
anfangend. Gleichzeitig werde die Figur von der zweiten Situations-Axe als Ursprungslinie, 
und senkrecht, zu ihr ausgedehnt. Wie im Falle Nro. 1, gehören jetzt 2x2 von den 6 Con- 
stanten zur Bestimmung der Lage der Ursprungslinien der Aenderung, d.h. in unserem Falle* 
zur Bestimmung der 2 Situations- Axen, während die 2 übrigen, d. h. die Grössen der 2 
Streckungen, die Aenderung selbst bestimmen. 

5) Ist es endlich unsere Absicht, eine deutliche Vorstellung von der Natur der AffiniM 
zu erhalten'^ so thut man am Besten, die Aenderungen der Form ^ der Grösse und der, 
Lage, welche die j>rimitive Figur erleidet, gesondert zu betrachten und sich die Affinität in 
folgender Weise vorzustellen : Die Entfernungen , welche die verschiedenen Puncte der pri- 
mitiven Figur von der den Situations -Punct durchstreichenden und mit x+«7=o parallelen 
Geraden beziehungsweise haben, werden alle /-mal vcrgrössert, wahrend die Entfernungen 
der nämlichen Puncte von den mit ex — y = o parallelen Geraden unverändert bleiben mögen. 
Dieser Form- Aenderung, welche, wenn wir genannte Ursprungs- Geraden zu Coordinaten-- 

x' = x 
Axen wählten, durch ^ ausgedruckt wurde, fuge man alsdann eine vom Situations-. 

Ptaet ausgehende o-» malige Vergrösserung hinzu, welche daher, wenn dieser Punct zum 

Coordinaten-Punct gewählt würde, durch ^ ausgedrückt werden müsste. Endlich lasse 

man die primitive Kgur noch um den Situations-Punct den Winkel 2; beschreiben. Wie im 
Falle Nro. 3, dienen hier 3 von den 6 Unbestimmten für die Ursprungsltnien, und 3 Unbe- 
stimmte für die Aenderung selbst. 

S- 151. Die Natur der durch die allgemeine Affinität 

x' = Ax+By+C y' = Dx+Ey+G 

hervorgebrachten Aenderungen einer primitiven Figur ist nach dem Vorigen verschieden, je- 
nachdem die Grössen a, ft ^ , i^, t, ^, x, co, ^i, ^2 verschiedene Werthe erhalten. Es gibt nun 
zwar einige wenige Fälle, in welchen ein bestimmter Werft, welchen wir irgend einer vo» 
diesen Grössen zueifcennen; nur Folge hat, dass auch eine zweite von diesen Grössen einen 
beiMmnlen einhohen Werth erhält. * 
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Wenn z. B, ist C = o» so ist o ss 90^ 

Wenn dagegen ist msss o^ so ist k = +1 

Wenn endlich ist xrso oder oo so ist y ss o oder oo 

Indessen ist in den meisten Ffillen keine einzige von diesen Grössen durch den Werik 
irgend einer zweiten bestimmt, sondern es bestimmt im Gegentheil eine jede von diesen 
Grössen eine besondere Eigenschaft der Affinitfit. Man könnte also jede von diesen Grössen 
als Theilangs.Princip der verschiedenen Arten von Affinitäten wählen. Han könnte z. B. die 
unendlich vielen Affinitfiten, je nach den unendlich vielen verschiedenen zwischen -i-ao ond 
r-oo liegenden Werlhen, welche der Grösse o beigelegt worden, in verschiedene Classeii 
bringen. Indessen eignen sich zu einer solchen Eintheilung nur die Grössen it, y^ C, «, 
da die übrigen von der Wahl der Goordinaten-Axen und Coordinaten.Puncte des gerade be- 
nutzten Coordinaten - Systems abhängig sind und also nicht zur Affinität an sich gehören. 
Und auch eine nach den verschiedenen Werthen der Grösse x nnd C oder w angestellte Bin* 
Iheilung der Affinitäten wörde uns keineswegs die in der primitiven Figur vorgenommenen 
Aenderungen der Form, Grösse und Lage getrennt darbieten. Als Theilungs-Norm bleibt 
also bloss die Grösse y übrig, da die Natur der durch irgend eine Affinität hervorgebrachten 
Aenderung, insofern sie als eigentliche Transformation betrachtet wird, d. h. wenn man 
die Aenderungen der Grösse nnd Lage unberücksichtigt lässt, bloss von der Grösse / 
abhängt. 

§. 152. Da also die Grösse y sich als eine besonders interessante ergibt, wollen wir 
diese Grösse als Function der Coefficienten A, B, C, D, E, G auszudrücken versuchen, gleich- 
wie wir schon die ^, x^ d-, m in $. 148 mittelst dieser Coefficienten ausdruckten. Um leich- 
ter zum Resultate zu gelangen, wollen wir die Untersuchung umkehren , und uns die Frage 
vorlegen, welches der allgemeine Ausdruck einer die bestimmte Umformungs-Grösse y beatzea^ \ 



den Affinität sei, d. h. wie der bestimmte Ausdruck , zu veralliremeinem sei, wenn 

man die primitive Figur vor der Transformation und die analoge Figur nach der Trans- 
formation in beliebiger Weise vergrössert und versetzt? 

Es fordert nun erstens die zu verrichtende Aenderung der Grösse und der Lage der 
primitiven Figur, dass wir die Coordinaten x und y beziehungsweise durph die nnbestimm- 
ten Functionen 

px+qy+k und -qx+py+l 

ersetzen, während ausserdem, damit auch nach der Transformation eine Veraflgemeinerungr 
4er Lage nnd der Grösse stattfinde, die Coordinaten x' und y' beziehungsweise durch zwei 
andere unbestimmte Functionen 

mx'+ny'+r und -nx'+my'+s 

e^etzt werden müssen. Mittdst dieser 4 Substitutionen nun erhält der g^bene Ausdruck 

*'= "^ die Form ^'+^r^^ = PX+qy+k 
y'= yy -nx^+my'+s=y>c[— qx+py+l] 

welche sich jedoch durch die Bemerkung, dass in den Differenzen (k-r) und (^l— s) zwei 
äberflflssige Unbestimmte vorkommen, sogleich auf den bloss 6 Unbestimmte enthaltenden 
Ansdruck 

mx'+ny' =3 px+qy+k' -nx'+my' sas yxi-ipi+n+V] 

reducirt. Und wir können diesen Ausdruck weiter, wenn wir x' und y' entwickelni anf die Form 

x'x(m2+n2) SS (mp+9^q)x+(mq-xnp)y+(mk'-9'nF) 
, y'xcn^+m^ s= (np-7^mq)x+(nq+/mp)y+(nk'+^10 

bringen. Es ist nun aber unter den 6 Unbestimmten dieses Ansdmcks noch eine AbcriMf-* 
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siffe Yorhanden, nämlich n. Wir können nfimlich die beiden der Transformation . so eben 



hinsngeffigten bdiebigen Vergrösserangen der Figur durch die nicht geringere 
bitter einzigen Vergrösserung ersetzen, welche wir als in der Substitution von 

X und y durch px+qy+k und — qx+py+l 
stattfindend uns denken können, sodass die nach der Transformation stattfindende Aende- 
rung der Figur auf eine blosse Versetzung derselben sich reducirt und die Unbestimmten m 
und n daher den bestimmten Zusammenhang m^+n^=l erhalten. Lassen wir daher den 
der Einheit gleich gewordenen Factor (m^+n^) bei Seite, so haben wir, wie verlangt war, 
den allgemeinen Ausdruck erhalten 

x' = Ax+By+C y' = Dx+Ey+G 

derjenigen Affinität, welche die bestimmte Umformungs-Grösse y besitzt 

f. 153. Damit wir nun auch hieraus weiter die Beantwortung der ersteren Frage von 
S. 152 herleiten können, d. h. in welcher Weise die Grösse y mit den GoefBcienten A, B, C, 
D, E, G verbunden sei, bemerken wir, dass die 4 Grössen A, B, D, E durch die 4 Gleichungen 

A = mp + ^^nq B = mq— ynp D = np— ymq E =s nq+/mp 
von der Grösse y und von den 4 Grössen m, n, p, q abhängen, welche 4 letztere indessen 
nach dem Vorigen bloss 3 Unbestimmte enthalten, da sie als m, ^1 — m^, p, q beziehungs- 
weise betrachtet werden können. Wir haben also 4 Gleichungen erhalten zwischen der Grösse 
y und den 7 Grössen A, B, D, E, m, p, q, aus welch<$m System von Gleichungen wir die 
Grössen m, p, q eliminiren und so zu einer Endgleichung zwischen y und A, B, D, E ge- 
langen können. Fangen wir damit an, dass wir aus Nro. 1 und 3 unserer 4 Gleichungen 
und q absondern, und suchen wir alsdann mittelst Nro. 2 und 4 einen zweiten Ausdruck 
von p und q. Wir erhalten 

nA— mD mB+nE ^^ mA+nD mE — nB 

' yCm^+n«) ' m^+n« ^ nPTn^" ^ /(m^+nO 

Durch Idcntificining der beiden Werthe von p und p erhalten wir hieraus weiter 

CA-yE)n-(D + yB)m = o - (B + yD)n 4- (E - yA)m = 

welche Ausdrücke sich, wenn wir n durch ^1-m* ersetzen, auf 

[(D+yB)2+(A-yE)^xm'= (A yE)« [(E-yA)2+(B+yD)^xm2= (B+yD)« 
reduciren. Eliminiren wir hieraus endlich m, so erhalten wir, wenn wir das auf beiden Sei- 
ten vorkommende Glied +1 vernachlässigen 



/ir+yB\«_ /-E^-yA^a 



d. h. nach Entwickelung 

[BDCy«+l)+(B«+DOy] ± [AB(y«+l)-(A2+E«)yl = o 

Es ist dieses nun zwar der Ausdruc k zweier verschiedener Gleichungen wegen des durch die 
Substitution von n durch dtVi-m* in die Rechnung hineingekommenen Doppelzeichena ±. 
Indessen ergibt sich leicht durch Vergleichnng mit dem in $. 149 angewendeten Beispiel 

X' = 4x+6y+6 y* = 7x+8y+9 

dass das Zeichen ± hier nur in dem Sinne von — zu nehmen und die erhaltene Gleichung^ 
daher als 

(BD-AE)y»+{B2+D»+A»+E0y+CBD-AE) = o 

zn betrachten ist, worans wir endlich fBr den geinchten Werth der Gröwe y folgenden Ana-* 
druck erhalten 
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^ 2CAE-BD) 

w^di^ Aosdra^k uns, da das darin Torkommende Radical eine posUire Grdsse »1, in AU* 
gemeinen 2 verscliiedene reelle Werthe fOr y giebt. Und zwar sind diese beiden Werlbe, 
wenn wir die Ziffern unseres B eispiels snbstituiren, folgende 
y^ •fl54±^a54)»-4><(3)2^ 4-1541153.883... ^ ,,,^3, ^^ _0.01945... 

$. 154. Wir sehen in diesem Ausdrucke der Grösse jy obgleich wir Torher das Dop* 
pelzeichen ± aufgehoben haben , dennoch ein neues Doppelzeicheo ± hervortreten» UnA 
die Zweideutigkeit dieses letzteren Zeichens ± lisst sich allerdings nicht aufheben, sondern 
muss beibehalten werden, wie sich leicht ergibt ans der Betrachtung, dass eine dorck 

. j. ausgedrückte und daher die Umformungs - Grösse y^T besitzende Affinitat anch 

x'=rx * =t;xx 

wohl als eine doppelte, aus der Vergrösserung ^ ^^ und der Umformung ^ 

j "~" j ^ j ^"^ y 

zusammengesetzte und daher die Umformungs-Grösse >" 3= ^ besitzende Figur - Aendening 

betrachtet werden kann. Wir erkennen hieraus, dass jede AfBnitat stets 2 verschiedene 
Umfonnungs-*6rössen besitzt, welche wir der Deutlichkeit wegen durch y und y* nndenten 
wollen, und welche mit einander stets durch die Bedingung ^x>^= +1 verbanden sind. 

$• 155. Wenn wir nach §. 151 die verschiedenen Werthe von y als Eintheilungs-Prin- 
cip der verschiedenen Affinitaten wählen, so erhalten wir 4 besonders interessante Arlea 
von Affinität, wenn 

y = 7 = 00 y=+l y=s— 1 

y'= 00 y'=== y'= +1 y'=s — l ^ 

So lange wir unbestimmt lassen, welche der beiden Umformungs-Grössen wir durch y, wel- 
che wir durch / andeuten wollen, ist die geometrische Bedeutung der in den beiden erste- 
Ten von diesen 4 Fällen stattfindenden Umformung die nämliche , d. h. es ist diejenige Art 
yon Umformung, wobei die primitive Figur in einer gewissen Richtung unendlich ausgedehiil 
wird, oder, was auf dasselbe hinauskommt: es ist die Umformung, wobei die Figur sich in 
einer zu der vorigen senkrechten Richtung unendlich zusammenzieht. Denn bei gehöriger 
Wahl der Coordinaten-Axen kann die durch die Affinität harvorgebrachte Umformung in die- 
sen beiden Fällen beziehungsweise als durch 

x' = X j x' = X 

y' 2= exy y* = oo xy 

MSgedfftekt gedacht werden, welche Umformungen anch , wenn wir ihnen eine mit Umfor- 
mnng nicht gepaarte nnen d liohe Veigrösserung oder Verkleinerung hiuttffigen, als durch 

X' = .«> XX _ . x' ase oxx 

t — Y y' = y 

beziehungsweise ausgedrflckt betrachtet werden können. Beim dritten Falle, d. h. wenn 
y^=y^= +1, gibt es gar keine Umformung, sodass dann die durch die Affinität hervorge- 
]»rachte Aenderung der primitiven Figur sich auf eine Aenderung ihrer Grösse und La^ 
beschränkt 

Ist endlich y=^=-l, so beschränkt steh die Umformung derPfgnr auf die, welche 
durch Reflexion der Figur gegen einen Spiegel hervorgebracht wurde, d. b. ea ist die' 
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AoiömiBff, welche eine Figur erieidet» wenn sie am tSO^ gedreht wird ia eieer imrBbeM» 
worin sie sich befindet, senlvechten Richtung. 

(. 156. Ans der Bedingung y/ss+i folgt, dass die Grösse y keineswegs immer po« 
fiÜT n sein brauchl, sondern dMs jenaehdem 

y ^ ist, auch ^ ^ o ist. 
Zur besseren Einsicht des Einflusses, welchen das >o oder das <o dieser Grösse y 
auf die Natur der durch eine Aifinität hervorgebrachten Aenderung der primitiven Figur 

hat, wollen wir untersuchen, wie sich diese Aenderung l>ei der Affinität ^ in fol* 

genden 4 Fftllen 

>o >o <o <o 

^> + l ^< + l ^>-l ^<-l 

beziehungsweise verhAlt. Im ersten Falle entfernt sich irgend ein oberhalb der Axe XOX' 
oder y=sp befindlicher Punct, beim Uebergang zur analogen Figur, noch weiter von dieser 
Axe, und jeder unterhalb dieser Axe liegende Punct rockt darch die Affinität noch mehr nach 
unten. Durch die im zweiten Falle stattfindende Zusammenziehhung der Figur nähern die 
oberhalb oder unterhalb der Axe y=^o befindlichen Puncte der primitiven Figur sich dieser 
Axe, bleiben aber immer noch auf der nämlichen Seite der Axe, wo sie sich vorher befan- 
den. Im dritten FaUe dagegen beschränkt sich die durch die Affinität hervorgebrachte Ver- 
röckung nicht bloss darauf, dass die Puncte der primitiven Figur sich der Axe y=30 nähern, 
sondern es wird dann jeder primitive Pbnct noch über diese Axe hinaus auf die andere Seite 
gerückt, gleich als wenn ein solcher Punct noch einige Procent -Theile der ihm durch 

den Stoss ^ mitgetheilten Bewegung übrig behalten hätte und daher nicht sogleich 

zur Ruhe kommen könnte, sondern diese Axe desto weiter Oberschritte, je weiter er her- 
gekommen war. Und so auch ist im vierten Falle die von der primitiven Figur erlittene 
Ausdehnung so stark, dass die oberhalb der Axe y=o befindlichen Puncte Aber die Gränze 
y:=±QO hinausgerückt werden und an der anderen Gränze y = :f oo wiederum erscheinen, 
als ob die Ebene, worin die einander analogen Figuren sich befinden, nicht als Ebene, son-» 
dorn als eine unendlich grosse Kugel betrachtet worden wäre. Wir erkennen hieraus , dass 
wenn y<o und daher auch /<o ist, der Begriff einer eigentlichen Ausdehnung oder Zusam- 
menzlehung alsdann nicht mehr genögt zur Andeutung der von der primitiven Figur in die- 

x' = + X 
sem Falle erlittenen Umformung, sondern dass alsdann der Begriff der durch ^ 1 an-- 

gedeuteten Figur-Aendemng, d. h. der Begriff der Reflexion gegen einen Spiegel, noch hin- 
zukommen muss. 

{. 157. Aus dem fDr die Grösse y in $• 153 gefundenen Ausdrucke erkennen wir^ 
dass, wenn die allgemeine unbestimmte Affinität 

X' sa Ax+By+C y's» Dx+By+G 

eine bestimmte Umfonrnrngs-Grösse /rF besitzen soll, dieses im Allgemeinen nur als eine 
Bedingung gilt, d. h. als diese, dasg die Unbestimmten A, B, 0, B alsdann in der bestii 



ien Welse AM^-fD«+B* « 1 

AS-Bb — — ^+r 

MSMumenhangen sollen. Wenn indessen Tcas +1, so wird die vorige eine Bedingong i» 
ftwei Bedingungen» da alsdann obige Gleiehong aaf 

A^-t-B^'+D^H-B^ CK 8(AB-*BD) 
d. h. auf (A-B>*-|-(B+I>)2 » a 



x' = 
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gicb redncirt, welcher Gleiebting' wir nicht Genüge leisten können, wenn nicht jedes Qnidnt 
ffir sich =0 ist, d. h. wenn nicht gleichzeitig die 2 Gleichungen 

A-Eso B+D SSO 

stattfinden. Und in ahnlicher Weise gilt die Bedingung y=r im Falle /s=-l als 2 Bediji. 
gnngen. 

$. 158. Untersuchen wir die oben betrachteten Fälle f=o, 9^=00, 9^=+l> ^=-1, so 
wie fiberhaopt die verschiedenen Ffille, wobei die allgemeine Affinität 

x'=:Ax+By4-C y' es Dx+Ey+G 

sich durch 1 oder > 1 zwischen den Coefficienten A, B, G, D, E, G stattfindende Bedingun- 
gen specialisirt, noch näher. Zur Verdeutlichung des sich Ergebenden wollen wir hierbei 3 
yerschiedene Bezeichnungsweisen anwenden , d. h. wir wollen unsere Affinitat gleicbzeiti; 
durch 3 yerschiedene Ausdrucke 

ax+by+cx'H-dy'+l= x'= Ax+By+C x = AV+By+C 

ex+fy+gx'+hy'+l =s o y'= Dx+Ey+G y = D'x'+Ey+C 

andeuten. Der zwischen den 3 Arten von Coefficienten hierbei stattfindende ZusammeDJiaii; 

_ ah-de E^ B — etc 

• ^ ~ d^^::ch — A'E'-B'D' " — ®^* 
ergibt sich leicht durch die Betrachtung, dass der erste und dritte obiger Ausdrücke, wenn 
sie auf den zweiten Ausdruck reducirt werden, folgende Form beziehungsweise annehinen 

.(ah-de)x4-(bh-df)y4-(h-^d) ^_ E^x-B^y+B^G^-C^E^ 

'- dg-ch ' * A'E'-B'D' 

, _ (ag-ce)x+(bg-cf)y+(g~c) ,_ D^x-A^y+A^G^-C^D^ 

^ ~ ch-dg ^ ~ B'D'-A'E' 

§• 169* Nehmen wir erstens diejenige Specialisirung des allgemeinen Aasdrocb der 
Affinität , wobei die Affinitäts-Coöfficienten einer Bedingung unterworfen sind , welche in an- 
deren 3 Bezeichnungsweisen beziehungsweise durch folgende Gleichungen 

ah-de = cf-bg A-E = A'-E'= 

ausgedrückt wird. Nach $. 148 folgt hieraus 

^, + a^ = 
woraus wir erkennen, dass die geometrische Bedeutung unserer Bedingung diese ist, dass die 
Coordinaten-Axen XOX' und YOY^ die 4 zwischen den 2 Situations-Axen enthalteneo Winkel 
halbiren. Es bedeutet also unsere jetzige Bedingung keine eigentliche Specialisirong der 
Affinität an sich, sondern sie specialisirt bloss die Beziehung, welche die Affinität n den 
Coordinaten.Axen hat, d. h. sie specialisirt bloss die Wahl des^ zum Ausdruck unserer AfS- 
nität als homoelementischen Verwandtschaft angewandten Coordinaten-Systems. 

S« tOO. Nehmen wir dagegen die beziehungsweise durch folgende Gleichungen 

ah-de = bg-cf A+B= A'+E' = 

ausgedrückte Bedingung, so wird hierdurch die Affinität selbst specialisirt. Denn es folgt 
hieraus nach f. 148, dass ir =s -1, d.h. dass die beiden unsere Affinität nach S.150Nro.4 
tiarstellenden , und von den beiden Situations-Axen ausgehenden Ausdehnungen die nfiDdick 
Grösse haben , jedoch in umgekehrter Richtung stattfinden. Man wolle hieraos keine^V 
schliessen, dass auch bei irgend 2 anderen Ausdehnungen (z. B. bei denjenigen, welche nicii 
f. 150 Nro. 3 von den Geraden x4-<T+^^o und <x-y+»'=^o anfimgen und die Nibr 
der dvch die Affinität hervorgebrachten Umformung bestimmen) , das nämliehe ▼^'^'^ 
7 s ~ 1 zwischen den beiden Ausdehnunga . Grössen staltfinde. Es ist im Gegeatheil ^ 
dner der Bedingung A+E so unterworfenen Affinität, wie 1. B. folgende 
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x';=x-2y . , (x'-y')=s+(x-y) 

* Q» II» j __ 

y'ss -y y' = — y 

im Allgemeinen y^—\^ wie wir sogleich am Beispiele des Kreises x'^+y'^= m^ erkennen^ 
welcher durch obige Affinität mit der Ellipse (x-2y)^-hy^==:in^ eorrespondirt und daher 
seine Form allerdings ändert. 

$. 161. Eine andere Speciallsimng, wobei gleichfalls die durch die Affinität hervorge- 
brachte Umformung unbestimmt gelassen und bloss die gegenseitige Lage der primitiven und 
der analogen Figur bestimmt wird, ist die durch die Gleichungen 

bh— df = ce-ag B-D = o B'-D'= o 

beziehungsweise dargestellte. Denn nach $. 148 folgt hieraus 

(0 = 900 und C = 

woraus wir für die im jetzigen Falle stattfindende Specialisining der AfSnität die erhalten, 
dass die Situations-Axen zu einander senkrecht stehen, mit anderen Worten, dass von den 
3 Veränderungen der Form, der Grösse und der Lage, wodurch wir in $. 150 Nro. 5 die 
totale der primitiven Figur ertheilte Aenderung darstellten, im jetzigen Falle bloss die 2 er- 
steren stattfinden. 

$. 162. Da die Grössen A, B, C, D, E, G ganz unbestimmt sind und daher beliebig 
bezeichnet werden dürfen, so ist es uns erlaubt, die in f- 1^9 durch die Buchstaben A, B, C, 
D, B, G beziehungsweise angedeuteten Unbestimmten mit D, E, G, A, B, G zu bezeichnen, 
in welchem Falle die Specialisirung von $. 159 die Form D-^^B ;= o annimmt. Man wolle 
hieraus jedoch keineswegs schliessen, dass die beiden Bedingungen von $. 159 und $. 161 
identisch seien. Denn der allgemeine Ausdruck der Affinität nimmt bei dieser Bezeiclh- 
nung die Form 

X' « DxH- Ey4.6 y' = Ax+By+C 

an. Es darf nun zwar jeder von den beiden Ausdrficken 

x' = Ax+By+C . x' = Dx+Ey+G 

y' = Dx+Ey+G y' = Ax+By+C 

als Ausdruck einer ganz unbestimmten Affinität angewendet werden; es sind jedoch diese 
beiden Affinitäten alsdann , wenngleich sie ganz unbestimmt sind , durc\i eine bestimmte Be- 
ziehung von einander abhängig, und zwar durch diese, dass die Figur m, welche mit irgend 
einer primitiven Figur p durch die erstere von obigen Affinitäten eorrespondirt, mit der aus 
der nämlichen Figur p durch die zweite Affinität hervorgehenden Figur n durch die Glei- 
chungen x' = y . . (x'+yO = +(x+y) 

y' = x • • (x'-r)= -(x-y) 
verbunden ist, d. h. dass die Figur ra aus der Figur n hervorgeht, wran die n sich um die 
Gerade x— y=:o aia Axe, senkrecht zu der die m und n enthaltenden Ebene dreht. 

Zum leichteren Merken des zwischen den Bedingungen von $. 159 und f. 161 statt- 
findenden Unterschiedes bedenke man, dass im ersteren Falle diejenigen Glieder der die x' 
und y', oder der die x und y ausdrückenden Functionen, deren Veränderliche von denen des 
auf der anderen Seite beziehungsweise vorkommenden Gliedes bloss durch die Accente ver- 
schieden sind (d. h. nach der Terminologie von $. 158 sqq. die Glieder AV und B'y^ oder 
Ax und Ey), gleiche Coßfficienten haben, wogegen bei $. 161 der Coefficient A oder A^ wels- 
cher die X oder x' beziehungsweise in der die x' oder x ausdrückenden Function multiplicirt, 
mit dem Coefficienten E oder E', welcher y oder y' im Ausdruck von y' oder y multiplicirt, 
keineswegs wie in $. 159, übereinstimmt, sondern durch das Zeichen + oder — von ihm' 
Teradiieden ist 

14 
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$. 163. Nehmen wir weiter die dirch 

4BD+(A-Bp = 
dhrgestellte Bedlnging. Es folgt Ueraoe 

^1-^9*2 => ^ daher co ssso and k ss +1 
woraiu wir erkennen, dass die geometrische Bedeatang nnaerer jetiigen Spadalifimf im 
ist» da$9 die Situation« --Axen mit einander parallel werden und daher im AllgemeineD (di 
der Situations-Punct darch unsere Bedingung keineswegs unendlich vom Puncto entrenft 
wird), auch mit einander zusammenrallen. Es ist uns jetzt nicht mehr erlaubt, die darck die 
Affinitat hervorgebrachte Aendening nach $. 150 Nro. 4 als zwei von den Situations-Axes 
anfangende Ausdehnungen uns zu denken , da diese Ausdehnungen jetzt mit einander panlld 
sein und daher zu einer einzigen Ausdehnung zusammenfallen wärden. Uebrtgens wird jedock 
die Natur der AffinitAt im jetzigen Falle nicht näher specialisirt, sodass weder die Umformon^ 
Grösse ^, noch auch die Grösse C der nach $. 150 Nro. 5 zur Transformation noch hinxuo. 

x' = x 

flgenden Rotation specialisirt wird. Es kann im Gegentheil jede beliebige Affinitil . _ darck 

Hinzufügung einer gehörig gewählten Rotation der analogen Figur zu einer solchen Affioilät 
werden , welche die jetzige Specialisirung des Zosammenfallens der Situations-Axen besitit 
f. 164. Nehmen wir jetzt die in unseren drei Bezeiehnungswmsen beziekaagsweise durdi 
Mgende Gleichungen 

- — 5. ^~J A' B' 

e-f D=E J,=g, 

MSgedrAckte Bedingung, d. h. diejenige, wobei die aHgemeiBe Affinität beziehngsirdse fol- 
gende specielle Form annimmt 

ax+by+cx'+dy'+lÄ o x'ssAx+By+C x = ao xCEx'-By'+BG-CB) 

-(ax+by)+gx'+hy'+l = o y' = T (Ax+By) + G y =ao xCDx'-Ax'+AG-CD) 

a A 

aus welchen Paaren von Gleichungen sich beziehungsweise folgende drei Gleichongen 

(ce-ag)x'+Cde-ah)y'+(e^a)=o, Dx'- Ay'ssBC-AG, x=(ao x^= oo)x(Dx'-Ay'+ AG-CD) 

ableiten lassen. Aus letzteren 3 Gleidiungen ersehen wir, dass alk Puacle der traasforair- 
len Flgar, welche Lage sie auch in der primitiven Figur gehabt haben mfgea, sldi einer 
gewissen, durch irgend eine der hier identischen Gleiehangen 

(ce-ag)x'+C<Ie-ah)y'+(e-ai = o Dx'-Ay^+ AG-CD s o Ex'-By'+BG-CB« o 
ausgedrückten Bedingung gentgen nKIssen, woraus wir weiter eriLonnen, dass die den 
primitiven Systeme doreh unsere jetzige Affinilit crthelHe Aettderang darin besteUt ^ 
die ganze primitive Flgvr dnreh eine unendliche Zasammeasiehmig sieh aaf dit 6enda 
Bx'-Ay'^AG-CDsro redaeirt Deotllcher wird aas dieses ^ wenn wir aasera AfBottitift 
Mgender Form 

cac'+dy' tss — (ax+by4-l) 
bx'^Ay^+AG^CD CSS ox(i>x-A7+A6«*OD) 
sebreibea. Denn es sagm «as diese Glaidumgea, dasi die BatfBianif tfaicf beUeMg^ 

in der analogen Figur befindlichen Pnnctes ^*^t^ wn der Geraden Dx'-Ay'+AG-CD=o 



anendlichmal kleiner ist, als die Entfernung des correspondirenden primitiven Pvnctes ß 
▼OB der nämlichen Geraden Dx--Ay+AG-CDs=sO| während dagegen die EatfiraMf 



HL lülhera UatorsitohuDg der Affinitai. 107 

beUeUgen prinitiYeii Pnnotes von einer anderen Geraden ax+by+l sso lo der Bttiremmg 
des analogen Pnnctea Yon der analogen Geraden cx'+dy^ = o ein endliches VeriiAllnifli 

y L±^ besitzt Es scheint beim ersten Anblicke, dass nns^e jetzige Specialisimng in 

der Beseichnnngsireise der UubesHmmten A', B', IV, B' ein System von 5 rerschiedenen Be^ 
dingangen andente. Indessen ist an bemerken, dass die 4 Gleichungen 

A' Ä 00 B' = 00 D' = 00 B' = 00 
bloss dann als 4 Terschiedene Bedingungen gelten würden, wenn die 4 unbestimmten Aus- 
drücke 00 , und daher auch die zwischen ihnen bestehenden Quotienten , ganz bestimmt wfii^ 
ren, wogegen jetzt diese 4 Gleichungen bloss als eine einzige Bedingung gelten. 

Von den 6 Unbestimmten der allgemeinen AfBnltSt ist durch unsere jetzige Bedingung 
eine yerschwunden , sodass noch 6— 1 = 5 übrig sind. Von diesen 5 kommen 2 auf die 
Bestimmung der Geraden Dx'— Ay' + AG— CD s=o, welche hier die eine Situations-Axe 
yertritt, während die 5—2=3 übrigen die Art, in welcher die primitive Figur sich nach 
dieser Geraden hinzieht, naher bestimmen; und zwar werden 2 Unbestimmte für die Bestimm 
mung der Lage der zweiten Situations-Axe verwendet, während die dritte Unbestimmte die 
Grösse der nach dieser zweiten Axe hin stattfindenden Zusammenziehung angibt. 

$• 165. Nehmen wir jetzt die mit der vorigen analoge Bedingung, welche in unseren 
drei Bezeichnnngsweisen beziehungsweise durch die Gleichungen 

cd.p ^ „ A'B'AB 

g=h ^=^ ^==^ " = * E=»^lör'=E? D=E 
ausgedrückt wird. Wir erkennen leicht, dass wir unsere Affinität jetzt in folgender Form 

cx^+dy* = - (ax+by+1) 
D'x'.-AY+A'G'-C'D' = oo x (D'x-A'y+AG'-CDO 
sdireiben können, und dass daher die durch die Affinität hervorgebrachte Aenderung der 
primitiven Figur jetzt diese ist, dass die unmittelbare Umgebung der Geraden D'x-A'y+A'G^-C^D'csO 
ihre Entfernung von dieser Geraden unendlich vergrössert und daher zu der ganzen aaa-* 
logen Figur wird Hätte daher die Affinität im vorigen Falle die specielle Umformungs- 

Grösse ^ ~ , so ist ihre Umformungs-Grösse jetzt ^^ ~ 

§. 166. Wir könnten nun weiter auch diqenigen Spedalisinmgen der allgemeinen A^ 
finität untersuchen, welche durch das Stattfinden der einen oder anderen von folgenden Glei- 
chungen . 

B = o D=90 A=o £=0 B-Esao etc. 

hervorgebracht werden. Da indessen die ohnehin nicht besonders interesaanle geoaielriaclMi 
Bedeutung dieser FäUe sich leicht ergibt, wenn wir den Biafluss dier jedeaamligen Spedalft« 
sirung auf den in $• 148 gefundenen Werth der Grösse ^i, ^29 '» <« ^ ^^ nntersnchen, n» 
wollen wir, zur Vermeidung von Weitläufigkeit, diese Fälle nicht weiter berücksichtigen, soi^ 
dem sogleich zur Untersuchung derjenigen Fälle schreiten^ wobei die aUgemeine Affinitil 
durch 2 der vorher betrachteten Specialisinu^en gleichzeitig specialiairl wird. 

Nehmen wir u B. den Fall, wenn 

A-^Esso , . A'*.B's=o 

D f\ _ cL a. wenn ^. ^. 
B-*D =s B'— D'^o 

sodass die AfllnlMt aaf die Form 

x'a: Ax+By+C . , r j r. x = A'x'+B'y'+C' 
«i Hw . A Ziy ^*^' auf die Form dj^T k^ r^ä 

y^ssBx-hAy+G y = B'x'+Ay+G' 
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ttch redocirt. Es onOMeii abdann die SpecialUinmg Ton (. 169 und die ▼on $. 161 flfieieh- 
seitigr stattfinden , d. lu es mflssen die zwischen den Sitaattons - Axen enlbalteaeii Winkel 
yon den Coordinaten-Axen XOX' und TOT' balbirt werden und Aberdiess rechte Wiakd 
aein. Wir erhallen hieraus für die geometrische Bedentnng unseres jetzigen Falles diesem 
dass die Sitoations-Axen mit den Geraden z— ysso and z+y=o beriehnngsweise panU 
aein mflssen, wie sich anch ergibt ans der Betrachtung , dass im jetzigen FaQe 4^ =3 ±1 ist 
$. 167. Die Umformangs- Grösse y war im vorigen Falle nicht niher speciali«irt; sie 
erhält dagegen einen bestimmten Werth, wenn wir der Specialisirung yon $. 161 nicht die 
Ton $. 159, sondern die von $.160 binzofflgen. Wenn nfimlich 

A+E = . . A'+E' = o 

B^D = o *'»-^^™ B'-D' = o 
80 ist die allgemeine Form der Affinität 

x'ä Ax+By+C \ . X = A'x'+By+C 
f= Bx^Ay+G • y = B'x'-AY+G' 

y = — 1 

und es ist alsdann ^ ^ . d. h. es erleidet die primitive Figor ausser der Aendenug 

ihrer Grösse und Lage nur noch eine solche Aenderung, wie die durch Reflexion an eiaem 

Spiegel hervorgebrachte. 

$. 168. Wenn endlich 

A-E = . . A'-E' = 

n rv ü. b. wenn „. ^.. 

B+D = B'+D' = 

ist, so hat die Affinität die Form 

x'= Ax+By+C X = AV+By+C 

y'i= -Bx+Ay+G ^ y = -B'x'+Ay+C 

y s= 4-1 
und es hat dieses die geometrische Bedeutung, dass alsdann ^ . d. h« dass alsdann 

gar keine Umformung der primitiven Figur stattfindet, sondern bloss eine Aendenmg ihrer 
Grösse und Lage. 

$. 169. Nehmen wir endlich die 2 Bedingungen 

a _ b 

e ""f 
voraus folgende 10 andere Gleichungen folgen 

A_ B A^_ ?1 A = 00 

U^E D' — E' A'=oo 

sodass unsere Affinität mittelst der zweiten oder dritten unserer drei Bezeichnungsveisen nch 

im jetzigen Falle ebensowenig darstellen lässl, als sie in $. 164 mittelst der dritten Bezeidn 

Bungsweise darzustellen war. Wenn wir uns aber der ersten Bezeichnnngsweise bedieoeOt 

erhalten wir den Ausdruck 

e ff 

wL+by+cx'+dy'+l =: o -Cax+by)+®(cx'+dyO+l = o 

a c 

« 

welcher sich ersichttich auf einen Ausdruck von folgender Form 

Dx'-Ay'+G s=s D'x-A'y+G' = o . 

reduciren lässt. Und da wir letztere beide Gleichungen anch betrachten können als diejeni* 
gen, welche im Limitfall, dass a und ß beide sich zu o reduciren, ans den beiden Gleichungen 

Dx'-Ay'+G = ax(Dx-Ay+G) D'x-A'y+G' = /»x(DV-AV+G') 
hervorgehen, so erkennen wir, dass die primitive Figur bei unserer jetaigen Affinität sich sa 
ändert, dass sie einerseita zur Geraden Dx-Ay+G =s o sich unendHck zusammenzieht, n 
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gleicher Zeit aber eine von der uderen Geraden D^z^Afj +&ssi o anfangende anendiiohe 
Ansdehnnng erleidet 

$. 170. Wir könnten non weiter auch noch nnteranchen, wie sich die allgemeine 
AfBnitAt dvch eines der folgenden Gleichnngen-Piare 

A-D = A+D =so A=20 D=o 

B-E =: o B+E =50 B=o Ec=c ®'^* 

specialisire. Da wir indessen dann für y den Werth o oder od erhalten und daher bloss 
specielle Fälle der in $. 164 und $. 165 untersuchten Specialisirungen zu betrachten haben 
würden, woUen wir diese Falle, so wie auch die übrigen aus dem gleiciuseitigen Stattfinden 

A 9=: o 

zweier Specialisirungen hervorgehenden, wie z. B. » _ etc. nicht weiter berücksichtig 

gen, sondern uns noch mit einigen Fiüen beschäftigen, wobei 3 Specialisirungen gleichzeitig 
stattfinden. 

S. 171. Wenn z. B. B = o Ds=o A--Eso ist, 
so ist auch ars=^s=/ss=+l C=^o w =s 99^ 

und es besteht alsdann die ganze der primitiven Figur ertheilte Aenderung in einer von einem 
gewissen Puncto als Situations - Punct ausgehenden Vergrösserung oder Verkleinerung dieser 
Figur. Auch ist alsdann 

dy' dy^ 

dx' ~ dx 
d. h. es behält alsdann jede Gerade, jede Tangente , und überhaupt jeder unendlich kleiner 
Curven-Theil seine Richtung unverändert bei beim Uebergang zum analogen Theil der ana-- 
logen Figur. 

Wenn dagegen B=o D = o A+E = oist, 

so ist X = r =: y=z ^i % == O «ö=s90» ^ + -1 = 

dx' dx 

und es besteht alsdann die von der primitiven Figur erlittene Aenderung in einer Vergrösse-» 
mng oder Verldeinerung dieser Figur, welcher eine Reflexion dieser Figur g^en einen Spie- 
gel gefolgt oder vorausgegangen ist. 

S. 172. Nehmen wir weiter die durch folgende Gleichungen 

a b c ^^ d 

e""~ f '^g ~ h 
ausgedrückte Specialisimng der Affinität. Aus den gegebenen 3 Gleichungen folgen alsdann 
die 5 anderen 

ah— de =1 o bh— dfs^so ag— ce = o bg— cf = o dg--ch = o 

woraus man nach $. 168 erkennt, dass die Grössen A, B, D, E hier alle die unbestimmte 

Form ~ besitzen. Und durch ähnliche Argomentation ergibt sich, dass auch bei den Grössen 

A^ B^ IV, E' die nämliche Unbestimmtheit stattfindet. Die Affinität besitzt daher im jetziges 
Falle die specielle Form 

ax+by+cx'+dy'+l s= o x'= -x + -v+oo x = ^if-i- - y'+ao 

0' 00 

j(ax+by+cx'+dyO+l = o y'=?x+ -y+ao y = ?x'+ -y'+QO 

Aus dem ersten von diesen 3 Ausdrücken erkennen wir, dass die Affinität in unserem 
jetzigen Falle zwar noch immer ^ wie bei der allgemeinen und nicht specialisirten Affinität» 
durch S Gleicfaungen des ersten Grades zwischen den 4 Goordinaten xyx'y' angedeutet wird. 
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diM «ber die $m Omen 9 Gleiefaingeii ntcb $. 8 odtr aack $. 1 1 hennleileBdaB Gieifh» 
gen im jetzigen Falle keineswegs , wie bei der allgemeinen Afilnilit, 2 aeae deicbaogen er- 
alen Grades twiseken irgend 3 der 4 Oreasen xyx^y' darstellen, sondern solcbe 2, deren 
eine vom Oten Grade in Bezug auf xyxY ist, d. k. es sind ans dieser GleielMmg e-*as=;e 
alle 4 Coordinaten xyz'y' verschwunden; Es hat also die Affinität sich im jetzigen Falle fon 
der allgemeinen Form 

^(xTxy)==o 3„, die specieüe Form ^^^'7?, "= ^ 

redaeirt. Und da es ans nnmöglick ist, irgend eine der 4 Coordinaten xyx^ aus einca 
System von 2 Gleichungen^ deren eine diese 4 Grössen nicht enthäU, zu eliminiren , so kön- 
nen wir die Affinitat im jetzigen Falle nicht auf die Form 

X' aa Ax+By+C . X BS A'x'+B'y'+C^ 

y' = Dx+Ey+G y = D'x'+E'y'+G' 

reduciren, sondern wir erhalten , wenn wir diese Reduction dennoeh Torndunen, wie oben 

gefunden wurde, Coefficienten ton der unbestimmten Form -. 

Es ist ersichtlich unsere jetzige Affinität ein specieller Fall der in §. 23 ontersnchten 

Verwandtschafts-Art 

F(xyxy) = j F(xyx^O = k 

und wir erkennen also nach $. 23, dass die nach unserer jetzigen Affinität gegenseitig cor- 

respondirenden Puncten- Paare solche sind, wobei beide Functe, oder wenigstens einer von 

beiden, sich unendlich weit vom Coordinaten-Puncte entfernt hat. Unser Fall ist analog mit 

der Specialisirung einer Geraden 

ax+by+cz+1 = o ex+fy+gz+1 = o 

a b ß 
wobei diese Gerade den 2 Bedingungen - = ^ = - unterliegt, sodass die ganze Gerade 

sich unendlich entfernt. 

Von den 6 In der allgemeinen Affinität enthaltenen Unbestimmten sind durch die Specia-* 
lisimngen unseres jetzigen Falles bloss 3 verschwunden, sodass wir unsere Aflbülät noch 
näher specialisiren können, wenn wir die 3 übriggebliebenen Unbestimmten in irgend einer 
Weise bestimmen. Eine solcke Specialisirang wäre z. B« derjenige Fall, wobei die ganze der 

primitiven Figur ertheilte Aenderung eine in einer gewissen Richtung i- = H stattfindende 

Translation von unendlicher Grösse wäre. Wir erkennen in diesem Falle leicbt die Noth- 
wendigkeit des so eben über das „im Unendlicken liegen^ der correspondirendan Pnncte Be* 
merkten, da es ersichtlich unmöglich ist, dass ein vom Poacte O endlich entCemler Plmct 
bei einer unendlich weiten Verschiebung endMoh ven O entfernt bliebe. 

|. 173. Specialisiren wir endlich die allgemeine Affinität durch folgende 4 Gleiekungen 

A=o B == Dso E = o 

Sie erhält alsdann die Form 

x' =s C X = oox'+aoy'+oo 

y' = G y = oox'+ooy'+oo 

Und das Affinitäts-Netz besteht nur aus solchen Elementen, wie: 

x = a 1 ^ ß x' = G y^Ä G 

XÄsy y = d x' = G y'= 6 

X=s y«C x'asaC y'ssr G 

etc., in welchen die Coordinaten x' und y' (se lange wenigatens die Coordinaten x «nd y 
endKch bleiben), die specielten Werthe C and 6 beziehungsweise baailaen. Wir erkeai 
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Ueraus, dtis 4f9 gnm tiiehl kn UnMdHeheB Ho|peii4« TbeB der prtaiittf m Figur mit 4mi 

einzigen analogen Poncte ^ ^ correspondirt und auf diesen Punet sich reducirt; d.h. die 

der primitiven Pignr ertheUle Aenderug besteht im Jetaifen Fidle ans einer iia<A dem Pnncte 

^ ^ hin stattfindenden unendlichen Verkleinerung. Deutlicher wird uns dieses, wenn wir 

die Af&ttitit in folgender P^m schreiben 

(x'-C) = o^Cx-C) (y^-6) sc ox(7--6) 

welche uns anzeigt, dass die Bolfemnag jedes beliebigen in der analogen Ftgur befindlichen 

x' = C 
Punctes vom Puncte . ^ unendlichmal kleiner ist, als die Entfernung, welche der corre- 

X SS C 

spondirende Punct in der primitiven Figur vom nämlichen Puncte ^ hat. Durch die 

Specialisimngen unseres jetzigen Falles sind 4 von den 6 Unbestimmten der allgemeinen 
AfBnit&t verschwunden, sodass noch 6—4 3=2 Unbestimmte übrig bleiben, und zwar dieje- 
nigen 2 Unbestimmten C und G, welche die Lage des Verkleinerungs-Centrums angeben. 

V 174. Sin mit dem vorigen aaalofer Fall wäre der, wobei wir die allgemeine AflU 
nität durch die 4 Gletcbimgen 

A'sso B'sso D'sao E'ssO 

^ecialisirten und sie dadurch auf die Form 

x=t& , x-C'äsOx(x'-CX) • x'^C«iaDX(x-(y) 

yssO' ®^®' y-.G'=«ax<y-G') ^^^^ y'^G'ssax (y^GO 

X SS C' 

reducirten. Denn unsere Affinität würde alsdann eine vom Puncte ^. als Vergrösse- 

y fCK G' * 

mngs-Centnun, ausgehende unendliche Vergrdsserong der fHrimitiven F^fur daratellen. 

f. 175. Es war im Vorigen mehrmals von den 6 Unbestimmten der allgemeinen Affi- 
nität die Bede* Indessen ist zu bemerken, dass der. allgemeine Begriff dieser Terwandtoebnft 
in gewissen Fällen weniger als 6 Unbestimmte enthält Wenn nämlich eine Gerade oder ein 
Kegelschnitt oder irgend eine andere zu einer gewissen Classe gehörende Curve diejenige 
Aenderung erleidet, wobei sie in die mit ihr nach einer beliebigen Affinität verwandte Fl- 
gw fibergeht, so ist es ^rsiofatUch unmöglich, dnss mehrere Arten von Uebergingen von 
unserer bestimmten primitiven Figur zur analogen existirten» als es Arten der nnatogen 
Figor selbst gibt, d. h, der allgemeine Ausdruek der dnreh AffinUM bervergebraebten Am^ 
demng einer primitiven Figur enthält alsdann nicht mehr Unbestimmte, als deren in der 
Gleichung der analogen Figur selbst voitommen. Da nun der Ausdruck einer befiebigen 
analogen Geraden p^x^+q'y'+lsso bloss 2 Unbestiounte enthält, so enthtll die allge«^ 
laeine Affinität 

x' «s Ax+By+C y' =» Dx+Ey^-G 

in Betug «nf die Aendemng einer primitiven Gemden px4>qy+lt=s4» bloss i Unbestinmil»^ 
med ist also nicht aHgemeiner, als der Ansdnwk ««er vom Fimcte aosgebenden beliebigen 
▼ergrösserung mit einer um den Punct O stattgehabten beliebigen Umdrehung , da die geg»* 
bene Gerade durch diese Aenderung, d. h. durch 

n' «5 nx^iby y' » ^ biXH^ny 

m folgend« Gnndm wird 

p^imtH-byj-^^^C^te^ny) 4- 1 :gg o 
<p^ -q» m p>x ^ CP'b+^a m q^y-*- 1 *a • 
wdehe, da sie 2 Unbestimmte p und q enthält, schon die möglichst allgemeine Gerade 
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Mdlt Und fo aach enlhflll der Aosdinck der allgemeinen Affinittt, Insofern rie ab eine 
fachen zwei affinen Kegelsclinillen bestehende Yerwandtscliaft betrachtet wird, bloss 5 Un- 
bestimmte« 

Das NfimMche, was wir hier Ton der Affinitit gesagt, gilt anch für irgend eine andere 
Yerwandtschaft mit noch melir Unbestimmten, z. B. für die allgemeine Verwandtschaft zweiten 
Grades * faCxyx'yO = o FjCxyx'y') = o 

Denn auch diese enthält bloss 2 oder bloss 5 Unbestimmte, wenn sie beziehnngsweüie bloM 
auf eine Gerade oder auf einen Kegelschnitt bezogen wird. 

§. 176. Wir können die Aenderung, welche die allgemeine Affinität 

x' = Ax+By+C y'= Dx+Ey+6 

in einer primitiven Figur, deren Form, Grösse und Lage ganz bestimmt ist, z. B. in der 
Bemonilli'schen Lemniscate 

(x2+y2)2+b^x2-a2y2 = o 

hervorbringt, nach $. 160 Nro. 2 als eine, durch die Coordinatcn-Axen als Urspningslinien 

bestimmte und daher durch die Gleichungen ^ ausgedräckte beliebige Aenderung der 

Form und Grösse der primitiven Figur betrachten, worauf eine beliebige Orts - Aendenin^ 
der analogen Figur gefolgt ist. Da nun die dritte dieser 3 die totale Aenderung darstel- 
lenden partiellen Aenderungen, d. h. der Ausdruck einer beliebigen Rotation und Translation 
der analogen Figur, 3 Unbestimmte enthält , so muss der Complex der beiden ersten Aende- 
rungen nur noch 6«-3=s3 Unbestimmte enthalten. Und auch von diesen 3 Unbestimmten 
Terschwindet noch eine, wenn wir die Aenderung der Grösse unberücksichtigt lassen und 
bloss auf die der Form achten. 

Da also die allgemeine Affinität, insofern sie als Form- Aenderung betrachtet wird^ 
bloss 2 Unbestimmte enthält, so ist die Form jeder bestimmten primitiven Figur, z. B. der 
Lemniscate (x^ + y*)^ + b V — x^y« =s o 

oder pppp (Fig. 9) in zweifacher Weise durch die allgemeine Affinität zu TeraUgemeinem : 
Erstens nämlich können wir, wenn wir die gegebene Lemniscate ohne vorhergegangene Ro- 

x'= X 
tatioo unmittelbar durch die Aenderung , umformen , cc' verschiedene Curven , wie 

y'=yy 

p'p'p'p^ p^'p^^p'^p^' etc. aus ihr hervorbringen, welche alle, wie auch die gegebene Lemniscate 
selbst, aus 4 symmetrischen Theilen besteben. Dann aber können wir diese Umformungs- 
Weise verallgemeinern^ dadurch, dass wir die primitive Lemniscate pppp (Fig. 9) vor ihrer 
Umformung eine Umdrehung von beliebiger Grösse, z. B. von 45o, um den Coordinaten-Panct 
beschreiben und in die Lage qqqq (Fig. 10) übergehen lassen ; denn durch eine solche 
Art von Affinität 

x'+y' = x+y x'-y' = K^-y) 

geht die primitive Curve pppp in eine Gurve von der Form q'q'q'q' über, sodass alsdann die 
analoge Curve zwar noch immer aus 2, nicht mehr aber aus 4 symmetrischen Theilen besteht 
Wir erkennen hieraus, dass die beiden Verschiebungen, welche nach $.150 Nro. 2 yor 

und nach der Transformation ^, ^ vorzunehmen sind, um die Darstellung der allgemein 

y'=yy 

nen Affinität zu geben, sich ohne Verringerung der . Allgemeinheit durch eine einzige nach 
der Transformation stattfindende ersetzen lassen, dass es uns aber nicht erlaubt ist, in glei- 
cher Weise auch die beiden vor und nach der Transformation statffindenden Rotationen zu 
einer einzigen zu machen^ wenn wir nicht gewisse Arten der Umformung unberöcksichtigt 
lassen wollen. 
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§. 177. Die vorige Argumentation bezogt sich bloss anf den allgemeinen Fall, dass die 
primitiTe Figur eine Lemniscate war, oder überhaupt eine solche Figur, dass die durch eine 
ganz unbestimmte Affinität aus ihr hervorgehende analoge Figur die nothwendige Anzahl von, 
Unbestimmten enthielL Ist dagegen die primitive Figur ein K^elschnitt, bei dessen Aende- 
rang die allgemeine Affinität nach $. 175 bloss 5 Unbestimmte enUiAlt, so gehen von diesen 
5 Unbestimmten, wenn wir der analogen Figur eine beliebige Orls-Aenderang ertheilen, 3, 
und wenn wir öberdiess die Aenderang der Grösse unberücksichtigt lassen, noch 1 verloren, 
sodass bloss 1 Unbestimmte übrig bleibt Wir erkennen also, dass aus einem bestimmten Ke- 
gelschnitte durch eine Affinität, auch wenn sie noch so allgemein wäre, man nicht qd% 
sondern bloss oo^ verschiedene Formen von Kegelschnitten erhält, sodass in diesem Falle 
nicht nur die beiden Verschiebungen, sondern auch die beiden Umdrehungen, wenn man 
nur auf die verschiedenen Arten von Umformung Rücksicht nimmt, auf eine einzige zurückge- 
führt werden können. 
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§. 178. Gleichwie wir, um die Form und Lage einer Curve f(xy) = o oder überhaupt 
einer Kette f(Sif) = o zu discutiren , em geeignetes Mittel darin besitzen , dass wir die die 

Curve in ihrem jedesmaligen Puncto ~ ^ berührende jedesmalige Tangente, oder über- 

, y P 

haupt die der Kette in ihren verschiedenen Elementen zukommenden jedesmaligen Tangen- 
tial- Ketten — d. h. die mit der Kette in der unmittelbaren Umgebmoig ihres jedesmaligen 

Elementes ^ eine jedesmalige Elementen-Gemeinschaft habenden Ketten — untersuchen, 

so auch eignet sich zur Untersuchung der Eigenschaften' einer gegebenen Verwandtschaft 

F/;Z, / /\~ ^'® Betrachtung derjenigen Verwandtschaft ersten Grades, welche in einem 

gewissen Elemente ^ des Systems '^ijo^t^ die Tangential. Verwandt» 

s ch a f t der gegebenen darstellt, d. h. welche mit der gegebenen Verwandtschaft in der un- 
mittelbaren Umgebung des Tangential - Elementes eine Elementen - Gemeinschaft hat Wir 
wollen uns hier, so wie in $. 143 — 177 einfach auf den Fall beschränken , dass %fi und aV 
homoelementische Systeme, und zwar gewöhnlicher Parallelcoordinaten, bedeuten, in welchem 
Falle die vorige Tangential-Verwandtschaft sich auf die Tangential- Af finita t einer ge^ 
gebenen Verwandtschaft reducirt 

$. 179. Um sich aber von einer solchen irgend einer gegebenen Verwandtschaft 

f(xyx'yO = o F(xyx'yO = o 

im Foncten - Paare ^ . ^, zukommenden Tangential -Afiinität -eine deutliche Vor- 

Stellung zu machen, bemerke man, dass — ^ gleichwie die Tangential -Ebene einer Fläche 
f(xyz)BO die Limit darstellt^ worauf eine die Fläche in 3 Puncten schneidende Ebene sich 

16 
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beim ZvsammeiifiiUeB dieser 3 Dorchschfiitto-Puncto redocirt — so aaeh gedaclite Tangential- 
Affinität die Limit darstellt^ worauf ein mit dem gegebenen Verwandtackalls-Netze 3 ElemenlB 
des Systems z^xY 

Xsasa x'essa' X = y x'sssy' Xä=s x/s=s^ 

xt«/J t=:ß^ 7 = * f = i' y = C t=t;' 
g^neinsdmftlidi habendes Affinit&ts-Netz sich hdm Zasammenfallen dieser 3 Elcmmitp rcdo. 
oirt, d.* h. dass sie die Limit darstellt» welche beim Znsammenfallen der 3 Paacte 

xs=3a X c= y X SS s 

j:=:ß y = d y= C 

henrorgefat aus deijenigen Affinitit, nach welcher genannte 3 Pancte mit den niaüichen 3 
analogen Pnncten 

y' = /J' f = 8' f= C' 

beziehungsweise correspondiren, als nach der gegebenen Verwandtschaft. So lange nämlich 

genannte 3 primitive Pancte von einander endlich entfernt sind, wird ein zwischen ihnen 

x*~~^ 
befindlicher vierter Ponct im Allgemeinen nach der gegebenen Vorwandtsduft mit 

y ^^ * 

x'= %H 
einem gewissen analogen Pancte ^_^ ^ correspondiren , nach der Affinität dagegen mit 

x'z=^' x'=i^ 

einem vom Puncle . . verschiedenen und endlich entfernten Pancte . ^ Lassen wir 



nun« während die 3 Pancte ^ ^ ^ ^ noch stets endlich von einander entfernt blei- 



ben mögen, den Ponct sich anendlich dem Pancte ' . and daher die POncte *], . 



x'=n^ . . ..... ,^ _ . x'=r' 



und . ^ sich oneadlich dem Pancte , ^ ^ nähern, so wird zwar die gegensätige Entfer- 

j ■'^— p j " 

x^^S* x'=i^ 

nung der Pancte ^ ^ ond . ^ anendlich klein geworden sein, sie wird aber ein on- 

endlich Kleines betragen der ersten d. h. der nämlichen Ordnung, wie die gegenseitige Ent- 

3[ 4--V xfssd^ , .. ^ «^ X's=9^ x'saÄH X^=P' 

fernung der Puncto . ^. und , ., sodass die 3 Puncte . ^ j j j s ^^ 

j — p j — * j — f j — * j -"Hr 

unendlich kleines Dreieck bilden von gewöhnlicher Form, d. h. dessen Winkel eine eadliehe 
Grösse besitzen. Wenn dagegen die beiden Puncte ~^ und ~^ sich gleiehaeitig «a* 

endlich dem Pancte nähern und daher die Affinität sich zu einer Tangential -Aflinitit 

y=p 

specialisirt, wird die gegenseitige Entfernung der Puncte _^ ^ und ^ ein unendlich 

Kleines der zweiten Ordnung , d* h. unendlich kleiner als die gcfeaseitige Entfemaagr der 

xf=za' x'=s^ 
Puncte . ^ und ^ ,, sodass alsdann der Winkel (^x'} (a'^') (v'q^ unendlich klein, 

d. h. unendlich spitz wird. 

S. 180. So lange daher die AffinKät mit der Verwandtschaß ^9^^T?x ~ ^ nor das 

F(xyxx) = 

Element _^ Vs=^ selbst, d. h« so lange sie mit ihr bloss die gegenseitige Correspondenx 
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dieser beiden Pancte gemein hat , so lange wird die unmittelbare Umgebung des primitiTen 

Punctes ~^ (d. h. die verschiedenen Pnncte, welche sich im Umfange eines om diesen 

PoBct beschriebenen unendlich kleinen Kreises befinden), in anderer Weise verindert durch 
die Affinität, in anderer Weise durch die Verwandtschaft selbst. Denn die Richtung (a/?) (^), 

in welcher man vom Puncte ~^ zu irgend einem nächstliegenden Puncto schrei- 

tet, liefert, beim Uebergang zu der analogen Figur, jenachdem man den nach der Affinitat 
correspondirenden Punct ^ , oder den nach der Verwandtschaft selbst correspondirenden 

Punct ^_^ ^ gewählt hat, im Allgemeinen zwei verschiedene und einen endlichen Winkel 
y — X 

CÄ'xO («'/?0 (f'^O einschliessende Richtungen (a'^0 C^O und (a'/?') (y'^O- Wenn dagegen 

auch die dem Elemente oder Punclen-Paare ^ ^ ^^ zunfichstliegenden Puncten-Paare 

solche sind , deren gegenseitige Gorrespondenz unserer Verwandtschaft mit der Affinität ge- 
meinschaftlich ist, d. h. Wenn die Affinität in der unmittelbaren Umgebung des Elementes 

a j ^ niit der gegebenen Verwandtschaft eine Elementen-Gemeinschafl hat und sich 

daher zu der ihr daselbst zukommenden Tangential -Affinitat specialisirt, so wird die Rieh» 
tung (o^j^O (^^xO die nämliche wie die Richtung (,a'ß') (v'q') oder wenigstens unendlich wenig 
von ihr verschieden. Es gibt uns also die Betrachtung der Tangential-Affinität den Vortheil, 
dass wir uns snr Verdeutlichung der Aenderung, welche die primitive Figur in der unmittel- 

baren Umgebung des Punctes erleidet, diese Aenderung, insofern wir die Differenzen 

der zweiten Ordnung vernachlässigen, als durch die einfachere Aenderung ersetzt denken 
dürfen, welche sie in der UmgdNing des nämlichen Punctes durch die Tangential -Affinitat 
erleidet. 

§• 181. Da irgend eine Tangential- Affinität dem Vorigen zufolge, so lange man bloss 

die unmittelbare Umgebung des Tangential-Elementes ^ i— .^/ berücksichtigt, mit fh- 

rem ganzen Verwandtschafts-Netze }: ^^T \ in ihrer Wirkung zusammenfällt, so wird sie 

F(xyx'yO = o 

auch mit jeder beliebigen in diesem Verwandtschafts-Netze enthaltenen und das genannte 

Tangential-EIement enthaltenden Kette des Systems 

9(xy) = 9>'(x'yO = ö fCxyx'y') = o 

so hnge man sich wiederum auf die unmittelbare Umgebung des Tangential-Elementes be- 

schränkt, in der Wirkung zusammenfallen. Mit anderen Worten : Eine den Punct ^ in einer 

beliebigen Riohtung durchstreichende Curve ^^(xy) s= o wird zwar durch die Verwandtschaß 
im Allgemeinen in eine andere Corve 9)'(x^yO = o geändert, als die Curve ^^x'yO= o, 
worin sie durch die Tangential-Affinität übergeht. Indessen wird die der primitiven Curve 

9(xy) = in der unmittelbaren Umgebung des Punctes ^_ ^ (d. h. während ihres Fort- 

schreitens vom Puncte ^^ zum nächstliegenden Puncto ^1 ) ^h^iUe Aenderung die 
nämliche sefea, es mag nun diese Aenderung durch die Verwandtschaft hervorgebracht worden 
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x' — ' 



sein und daher den den analogen Punct ^ ^^ , in der Richtung (a*ß'^ (^x^ durchstrei- 



chenden Theii der analogen Curve 9^(x'yO = o zur Folge haben, oder es mag diese Aende- 
rang durch die Tangential*Affinität bewirkt sein und daher den den nämlichen Punct ^_^^ 

in der nämlichen Richtung ia'ß') (v'q'^ durchstreichenden Theil der Corvo ^(xY> = o her- 
vorgebracht haben. 

$. 182. Wenn wir die primitive Curve 9)(x7)=o durch die sie im Puncto ~^ be- 

rührende Tangente (x— a} r^ p(y— /}) ersetzen, werden die auf diese Tangente durch 
die Tangential - Affinität und durch die Verwandtschaft selbst ausgeQbten Wirkungen, so 
lange man die Aenderung der ganzen Tangente betrachtet, im Allgemeinen von einan- 
der verschieden sein, da diese Tangente nach der Verwandtschaft mit einer gewissen 
Curve ;|f'(x'y') = 0, nach der Tangential - Affinität dagegen mit der diese Curve /Jixf^^}=o 

x'=3a' 
im analogen Puncte ^ ^ berührenden Tangente (x^— aO = mCS'—ßO correspondiren 

wurd* Wir müssen uns daher auch in diesem Falle noch — soll es uns erlaubt sein, die 
gegebene Verwandtschaft durch ihre Tangential -Affinität zu ersetzen — auf denjenigen 
Theil der primitiven Figur beschränken, welcher sich in der unmittelbaren Nähe des Punctes 

^ befindeL Es beschränkt sich also die Uebereinstimmung , welche zwischen der durch 

die Tangential-Affinität und der durch die Verwandtschaft selbst auf die analogen Tangenten 
der analogen Figuren ausgeübten Wirkung stattfindet, darauf, dass bei den 4 analogen Curvea 

y'Cx'yO = v'Cx'yO = ;c'(x'yO = o (x' - «0 = q(y'-/^0 

welche beziehungsweise hervorgehen, jenachdem man die primitive Curve 9>(xy)=o selbst 
oder ihre Tangente (x— a) = p(y— /Q durch die Verwandtschaft oder durch die Tangential- 
Affinität transforrairt, die drei ersteren die vierte zur gemeinschafHichen Tangente haben. 

S« 183. Wenn dagegen die Verwandtschaft sich zu einer CoUineation specialisirt , so 
wird die mit der primitiven Tangente (x-a)= p(y— /?) nach der Verwandtschaft correspou- 
dirende Curve xX^'YO = ^f ^^ si® ^^^^ Gerade sein muss, mit der Tangente (x' - a')=q(y' - ß') 
dieser Curve identisch. Bei einer CoUineation also ist die ganze durch die Verwandtschaft 
selbst auf die Tangente (x-*a) = VCj'-ßi irgend einer primitiven Curve 9)(xy)= o aasge- 
übte Wirkung mit der durch die Tangential-Affinität auf sie ausgeübten identisch, da diese 
Tangente nach beiden Verwandtschaften mit der die analoge Curve (pXx^*) = o im analogen 

x'=a' 
Puncte ^ ^^ berührenden Tangente (x'-a'j = <I(y'-jJ?0 zusammenfällt. 

y — p 

Wenn ausserdem die Curve 9>(xy) s=s o auf eine Gerade , d. h. auf ihre eigene Tan- 
gente (x-cx) = pCy— /}), sich redncirt, so müssen auch die beiden analogen Cnrven 
9'(x'yO = und V^'(x'yO = o Gerade sein und daher mit einander und mit ihrer gemein- 
schafUichen Tangente (x'-o^ = q(y'-/'0 zusammenfallen, sodass alsdann die CoUineation 
mit ihrer Tangential-Affinität, nicht bloss in Bezug auf die analogen Tangenten der analogen 
Curven 9)(xy)=o and 9)^(xY) = o, sondern in Bezug auf diese analogen Cnrven selbst in 
der Wirkung zusammenfällt. Jede beliebige Gerade (x-a) = p(y'-/Q correspondirt also nach 
irgend einer gegebenen CoUineation mit der nämlichen analogen Geraden (x'-a')=q(y' -/?')» 

mit welcher sie auch correspondirt nach der der CoUineation im Puncte * ^^ * zukommendenTan- 

y — ß 
gential-Affinität, und mit welcher sie überhaupt correspondirt nach irgend einer von den unendlich 
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▼ielenTangential-Affinitlteii, welche die gegebene CoUineation in den onendlich vielen auf der 

Xcsy X3SS0 
gegebenen Geraden (x — a)s=p(y — ßy liegenden Puncten ^ ^ etc. beziehungsweise 

S. 184. Snchen wir jetxt den Ausdruck der einer gegebenen Verwandtscliaft 

f (xyxy ) =5 F(xyxy) = o 

in einem gegebenen Puncten -Paare ^^^^ zuliomnienden Tangential-AffinitAt. Den- 

ken wir uns also ausser dem gegebenen Elemente des Systems xyxy nocli zwei andere zum 
gegebenen YerwandtscbaRs-Netze gleichfalls gehörende Elemente dieses Systems^ d. h. deUf- 
ken wir uns drei Puncten-Paare 

X=a x'=a' x = y x'ssy' x = « x'= «' 
j=ß y'=/J' y = J y=J' y=C y'= 5' 
welche mit einander nach der gegebenen Verwandtschaft beziehungsweise correspondiren, und 
bestimmen wir mittelst ihrer nach §. 144 eine Affinität durch die Bedingung, dass auch nach 
der Affinität genannte drei primitive Puncte mit genannten 3 analogen Puncten beziehungs- 
weise correspondiren sollen. Lassen lyir nun die vier Differenzen 

y-a s-o *-/? C-/^ 

und daher auch die 4 Differenzen 

y^a' «'-a' iJ'-/J' C'-Z^"* 

unendlich klein werden und sich auf DifferenUalgrössen reduciren , und bemerken wir, dass 
unsere Affinität nach f. 179 durch dieses Zusammenfallen der 3 primitiven Puncte sich auf 
die gesuchte Tangential - Affinität reducirt. Wir erhalten in dieser Weise, wenn wir das 
Gesagte wirklich ausfahren, nach gehöriger Entwickelung 

ilR* il17 Alf AHt 

. df 
worin «^ denjenigen Werth Viaßa*ß*y = a' bedeutet, welchen man aus dem partiellen Dif- 

dfCxYx'v'") 
ferential -Quotienten ^ ^ ^ = P(xyx'yO erhält, wenn man in letzterer Function statt der 

Goordinaten xyx^ ^'^ ihnen im Tangenlial-Elemente beziehungsweise zukommenden Werthe 

9^ßa*ß^ substituirt, während auch die flbrigen Symbole - — etc. in ähnlicher Weise zu deuten 

sind. Wenn wir nun unsere in der Form 

(x-a)a'+(y-/»)b'+(x'-aOc'+(y'-/»0<l' = o 
(x-«)e'+(y-i»)P+(x'--aOg'+Cy'-/JOh' = o 
erhaltene Affinität auf die Form 

ax+by+cx'+dy'+l =o ex+fy+gx'+hy'+l =o 

und alsdann weiter auf die Form 

x' = Ax+By+C y' = Dx+Ey+6 

reduciren, erhalten wir nach Ausführung der Rechnung folgenden Ausdruck unserer Tangeo- 
tial-Affinität 

, , pdf dP dF df T , ^ pdf dF dF df t 

, _ ^"'^J"fe^d^.-a^"d-yvJ -^ ty--/qx[g^xa^-j^^x^] 

^""* ~' " W^ df df JIF" " 
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^ riS dV dF df -| , ^ r<lf <1P dg 4t -a 



df dF dP df 



dxV dy^ dx*«. dyy 
$. 185. Es ist nun aber zu bemerken, dass der erhaltene Ausdrack keineswegs der 

flhr die der gegebenen Verwandtschaft ^^7? ^^ ^ im Puncte * *1 sukommende Tan- 

® ^ FCxyx'yO= o y=/J 



X=a x'rsa' 



ffential - Affinität, sondern der für die ihr im Puncten -Paare ^ ^ ^j znkom- 

mende ist, da jedes der Symbole -^ — , -^-j- etc., dem Vorigen zufolge, eine Function P(aß»'ß% 

F'(a/Jo'/JO etc. aller 4 Coordinaten-Werthe a/?a'/J' bedeutet, sodass die fiir(x'-aOünd (y'-lJO 
erhaltenen Ausdrücke nicht bloss xya/?, sondern zugleich auch noch a* ;und ß* enthalten. 
Ausserdem ist die erhaltene Formel, so lange die Functionen f und F allgemeine und unbe- 
kannte sind, ziemlich complicirt; und auch dann, wenn die Functionen f und F und daher 
auch die Grössen a' = IXaßa'ß^^ Ji' etc. uns bekannt sind , macht dennoch ihre Aufsuchung 
uns, wegen der nach der Differentiation zu verrichtenden Elimination, ziemlich viele Mühe. 
Eine einfachere Formel erhalten wir, wenn es uns möglich ist, die gegebene algebraische 

Vearwandlschaft auf die Form . ^y^^ ^u rednciren, da alsdann die Differentiation unserer 

y'=;i:Cxy) 

Gleichungen 

f(xyxy) s x'-^(xy) = o F(xyx^O s y^-;ir(xy) = o 

folgende Vereinfachungen 

df _dx' _ df_ _ dF _ dF _dy^ _ 

cb?~a?~"^ dy'~^ d? — ® df — dy'— "^^ 

zulässt, sodass man alsdann unmittelbar durch Differentiation, ohne Elimination, einen Ausdrack 

1--^ = '-^"-)+'^»-» 
erhalt 9 worin a' und ß' aus dem zweiten Gliede der Gleichungen verschwunden sind, und 



wir haben daher — wenn wiederum — }^Ill s v^(o/9) den aus 4em Differentialqaolienten 

QXk 

1l^ s V^(zy) durch Snbstituirung von a und ß statt x und y zu erhaltenden Werth be- 
deuten mag — die Antwort auf die Frage erhalten, wie eine der gegebenen Verwandtschaft 
im Puncte ~ zukommende Tangential - Affinität 

, x' = v^Caft X (x-a) + tfß"iaß} x (y-^J) + yK^ß) 
y' = x'C^ß} X (x-a) + /X^ß) X (y-/J) + K«/») 
sieh mittelst der Ooordinaten-Werthe a und ß dieses Punctes bestimmen lasse« Da jedoch 
die Reduction einer algebraischen Verwandtschaft 

y' = /(xy) 

nur ausnahmsweise in wenigen Fällen möglich ist, so bleibt die allgemeine Methode, um den 
Ausdruck der Tangential - Affinität zu erhalten, die vorher angegebene und immer mögliche, 



FCxyx'yO = o y' 
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wonach wir ihn ans der Diferratiatian der Gleidinngen f(xyxY} = o und F(xyx^rO = o 

selbst herleiten. 

$. 186. Wenn die gegebene algebraische Verwandtschaft „^ ^ ; ^ eine solche 

wire, dass sie sich zwar nicht auf die Form / .^ ^ ^ &ber doch auf die Form 

bringen Hesse, könnten wir den Aasdruck der TangentuI>AffiniUit entweder am der DifferenH 
tiation letzterer deichangen herieiten, wodurch wir einen Ausdruck erlialten wflrden 

worin a' und ß* aus den fOr (x'.oO ond (y^— /90 gefundenen Ansdrflcken verschwunden 
wären ; oder wir wteden aw der Differentiation der Gleichungen 

x'x9(xy)-v(xy) = y'x0(xy)-;cCxy) = o 

folgenden Ausdruck kerlriten 



x'-a*= 



^^ww*^^«V*V**«">*"'^VOT^"^** 



t-ff— 



[^^ -> X ^It-i^fe- ^x^] cy-fl 



welcher zwar einfacher ist, als der vorige, dagegen den Nachtheil hat, dass die Coor- 
dinalen-Werthe af und ß' auch im zweiten Gliede der Gleichungen vorkommen. Dass aber 
beide Ansdrflcke mit einander identisch sind, erkennen wir sogleich, wenn wir im ersteren 
Ausdrucke statt y^aß)QdeT /X^ß) den damit nach der gegebenen Verwandtschaft identischen 
Ausdruck a^xipiaß) oder ß^x&Caß) beziehungsweise substituiren, wodurch (pQaß) oder 6(o/S) 
beziehungsweise ein im Zähler und Nenner vorkommender Factor vrird, nach dessen Aufh^ 
bung der erstere Ausdruck sich auf den zweiten reducirt. 

$. 187. Erläutern wir das Vorhergesagte dadurch, dass wir fSr einige specielle Ver- 

wandtschaften den Ausdruck der ihnen im Fmicten- Paare ^ . ^. zukommenden 

Tangential -Affinität suchen. 

Nehmen wir also erstens die allgemeine CoDineatfon 

_ ax+by+c . _ Ix+jy+h 

~^ dx+ey+1 ^ ^+ey4-l 
Für die Tangential-Affinität erhalten wir den Ausdruck 

. . (a--aM)(x~a)+(b-(i^e)(y-iy) 

Y «s 0^^^S ,111 » ■ ■ . 

da+e^+l 
^ ff, Cf-/yd)(x-a:>+(g~<?^e>(y^jr) 
' '^"~ d«+e<?+i 

oder, wenn wir die Coordinaten u' and ß' des analogen Poactes mittelst der Fonidn 
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eliminiren , folgenden anderen Ausdruck 

,_ [ i J ' «(ae-bd)/J+(a-cd)ix+[(bd-te)a+Cb -ce)]y+. . .1 

^—(da+eß+iS ^\ •••+Kaa+b/?Xdö+e/J) + 2cCda+ep)+c] \ 

woraus man den Ausdruck von y' leicht findet, wenn man die Buchstaben a, b, c beziehimgs- 
weise mit f^ g, h vertauscht. Setzen wir 

bssO c=:o f = o h = o g=:a 
80 erhält unsere CoUineation die Form 

/ " \r4 •! 

dx+ey+l *_ dx + ey+1 

und daher eine coUineare Lage und ihre Tangential-Affinitflt reducirt sich auf 

. . a— a'd , ^ — a'e , ^ 

oder, wenn wir o' und ß' hinwegschaffen 

**= cia+lß+iy '' |0»e+l)«-(«e)y+«(d«+e«} 

y'= cda+e/}+l)» ^ j(d«+l)y-QJd)x+/J(d«+«^| 

Nehmen wir dagegen die den gegenseitigen Zusammenhang der Coordinaten-Systeme xj und 
nv ausdrückende CoUineation 

y ^ y 

so wird die Tangential - Affinität 

x'-..=(+l>-.)-(!+-')(,-« 

$. 188. Nehmen wir ferner die allgemeine Verwandtschaft zweiten Grades 

£i(xyx'yO = o FaCxyx'y') = o oder 

ax^+by^+cx'^+dy'^+exy+gxx' + hxy'+jyx'+kyy'+Ixy+mx+ny+px'+qy'+l = o 
. Ax2+By2+Cx'2 + Dy'2+Exy+Gxx'+Hxy'+Jyx'+Kyy'+Ijcy+Mx+Ny+Pn'4-Qy'+1 = o 

Beim Aufsuchen dar ihr im Punclen-Paare ^^ ^ ^.^^ ^. zukommenden Tauffential-Affinitfit 

Y — ß y'= /»' • 

erhalten wir für (x^— o') folgenden Ausdruck 

,_ ;_ [(8aa + e/g+ga^+h/g^+mX2Dig^+H«+K/g+Lft^+Q)-G>0G.01[x-a]+..- 
^ " (2Co'+Ga+J/5f+L/J'+Fx2d/J'+ha+k/?+la'+q)--.. 

-»»+[C.OC.O-O.OG>0][y-/q 

während wir für (y'— /^O ^ii^^i^ ahnlichen, bloss durch die Coefficienten des Zählers verschie- 
denen Ausdruck erhalten. Wenn unsere Verwandtschaft sich specialisirt zur Form 

V^2(x'y0 = a'x'^+by^+c'x'y'+dV+e'y'+g' = V2(xy) s ax^+by^+cxy+dx+ey+g 
;:'a(x'yO s A'x'2+B'y'2+C'x'y'+D'x'+EY+G' = XtO^^ = Ax^+By^+Cxy+Dx+Ey+G 
so specialisirt sich die Tangential*Affinität zu 
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,_ ,_ [(2aa+c;g^-dK2B^ff^+CV4EO--(2Aa4-C/?+D)(2b^i?^+cV+eO][x--a] + [..0[Y-/q 
" ~ (2a'a' + c'/J' + d')(UB'ß* + Ca' + EO - C^ A V + C'/^' + D)C2b'/J'+c'a'+eO 

y'-/J' = etc. 

Gehen wir mit der Vereinfachang unserer Yerwandtsehaft weiter, nnd rednciren wu; 
sie auf die Form 

X' = V2C^) = «x2+by2+cxy+dx+ey+g 
y' =:jt2(xy) a Ax»+Jya+Cxy+Dx+By+G 
so reducirt sich die Tangential-Af&iiUlt auf 

x'-a' = CSatt+cj94.dXx-a)+(Sbj9+ca+e)(y-/9) 
y'-/»' » (2A«+C/?+D)(x-.a)+(2^/J+Ca+E)(y-/?) 
Und in tiinlicher Weise hat überhaupt jede Verwandtschaft von der Form 

X' = v^(xy) y' sa ;fn(xy) 

eine Tangential-AfSnität von folgender Form 

x'-a'= [V/'n-iC««][x-a] + [V/"»-i(a/J)l[y-fl 

f-ß'^ [;f'n-i(a/r)][x-a]+[;t"n-t(«/?)][y-ffl 
Vereinfachen wir endlich unsere Verwandtschaft zu dem Bwisdiea dem primitiven Coordina- 
ten-System lf§ und dem analogen System x^ stattfindenden Zusammenhang, d. h. (wenn wir 
die in Coor. $. 227 unbestimmt gelassene Constante a zur Vermeidung von Zweideutigkeit 
und der Einfachheit wegen hier =1 setzen und daherxdie Entfernung OA zur Lfingen-Ein- 
heit nehmen) zum Aasdmck 

X' = Jl ^ (l+X)«+ya y' = ^ 5 (l-.x)2+y2 

SO wird die Tangential -Affinität 

X'-a' = (2» + 2Xx-a) + (2/»)(y-/Q 

y'-./9' = (2a-2)(x-a) + C^ßKl-ß) 
Nehmen wir weiter die Verwandtschaft 

XX' :£= 1 yy' = 1 

Ihre Tangential . AfBnitfit hat zum Ausdruck 

welches wir auch 

schreiben können. Verallgemeinern wir endlich letztere Verwandtschaft zu 

x^ =ft x° y' =.y» 

so verallgemeinert ihre TangentHil-Affinitat sich zu 

x'-a' =^ (nxa^-OCx-«) y'-ß^=(ßxß^'^Xl-ß) 

$. 189. Wenn wir nach $. 38 aus zwei Verwandtschaften eine zweifache Verwandtschaft 

fCxyxy) a Axyx'yO x FCxyx^yO = o IfCxyx'y') = o 



zusammenietzen, wird letztere Verwandtschaft in jedem von denjenigen Functen-Paaren ^ 



X'=a' 

^ ^/ bei welchen die gegenseitige Correspondenz der beiden Poncte des Paares den beide« 



frxVx'v'^ :^ o JFfxvx'vO = 

Verwandtschaften i> ^ r;^ und „^ ^ // gemeinschaftlich ist. zwei verschipdeoa 

F(xyx'yO=o F(xyx'yO=o* ' 

Tangential-Affinitäten besitzen: Erstens eine, welche angibt, in welcher Weise die unmittel- 
baren Umgebungen der Puncto ~^ ™^ ^ZLftt S^^^^^^^ü correspondiren , insofern 
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diese Pancle als nach der Verwandtschaft p^^^L^^. correspondirend gedacht werden; 

dann aber zweitens eine, welche die von der vorigen verschiedene gegenseitige Coireapon- 

denz der Umgebungen der nlmliehea beiden Pmcte angibt, insofern dieses Poücleii-Paar ab 

W'xvx'vO "■" 
ein Element des Verwandtschafts-Netzes „;_r.L betrachtet wird. So auch werden 

F(xyx'y') = o 

fiberhaiq)t bei jeder algebraischen Verwandtschaft höheren Grades 

— sie mag nan eine einfache oder aber eine aas mehreren Verwandtschaften zusammenge- 
setzte mehrfache Verwandtschaft sein — gewisse Pancten.»Paare sieh vorfinden, bei welchen 
die Pancte jedes Paares in doppelter oder sogar in p«facher Hinsicht gegenseitig nach der 
gegebenen Verwandtschaft correspondtren ; und es wird die Verwandtschaft in jedem solchen 

Pnncten-Paare / /m ^^^^ verschiedene oder flberhaupt p verschiedene Tangential» 

Affinitäten besitzen. 

$. 190. Hit Ausnahme jedoch dieser speciellen Pnncten- Paare, welche die doppekra 
oder Überhaupt die p^-fSichen Elemente des gegd^enen Verwandtschafts-Netaes darstellen, wml 

irgend eine algebraische Verwandtschaft ^ •; ^ // ^ in jedem Poncten-Paare ^ , ^ 

bloss eine einzige Tangential-Affinitfit besitzen. Denn da die Functionen f und F, und daker 

auch ihre partiellen Differential-Quotienten 'jT - ''(xyx'yO etc. , der Annahme nfolge 

algebraische und rationale, und daher eindeutige Fuaotiwien darstellen, so erhält, sobald 
jede der 4 Coordinaten xyx^' eines solchen Pnncten-J^res einen bestimmten Werth afia^/f 
beziehungsweise erhält, auch jede von den Grössen 

Piaßa'ßO = a', P'(«/»«'/»0 äs b', etc. 

einen einzigen bestimmten Werth, sodass auch durch den in f. 184 erbalteaen Anadmek 
bloss eine einzige bestimmte Tangential-Affinität angedeutet wird. 

S. 191. Lassen wir dagegen die Werthe der 3 Coordinaten x' und y' des Tangential- 

Elementes uibestimmt, und fragen wir bloss, welches die der Verwandtschaft n^Ll^/i/ _. 
im Puncto ~ zukommende Tangential-Affinität sei, so ist der Ausdruck letsterer Affi- 

ZSSS4I « 

nität unbestimmt und mehrdeutig. Denn da der Punct ^ nach der gegebenen Verwandl- 

fchaft im Allgemeinen mit mxn reellen oder imaginären analogen Pnncten . ^ . ^^ 

Zsss Sl 

etc. eorrespondirt, so besitzt die Verwandtschaft im Pbncte im ABgemeinen 

schiedene reelle oder imaginäre Tangential-Affinitäten: eine, welche die gegenseitige Corre- 
spondenc der unmittelbarett Umgebnngen der Pimcle JH o ^^^ ^ ^ andeutet» eine» wd. 

ehe zeigt, in welcher Weise die Umgebungen der Puncto ^ZT ^"^ ir#Zl!|/ "'^^ einander 

correspondiren, etc. Und wir erhalten daher für den Ausdruck der im Puncto ^ stallfin. 

denden Tangential-Affinität, wenn wir den Ausdruck von $. 184 nehmen, einen solchen, worin 



xn Ycr- 
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die GoöfBcienieii a' s Piaßm^ß*} eto. , wegen der versckiedenen Bedeutang der Coordinaien» 
Wertke a* und ß^, auch selbst mehrdentig sind, während der Aosdrock von $. 185 desskalfc 
mehrdeatig wird, weil die Fonctionen V<^) und xi^^y ^^^ ^^^^ ^^^^ ^^^^ Differential. 
Quotienten y(zy), V^'(xy) etc., wenn sie algebraisch darstellbar sind, im Allgemeinen ge- 
wisse Radicale enthalten und dakw mehrdeutige FuBCtionen von der Form 

Vf(x, y, ±/x, ±^x±/Y etc. . . .> 
andeuten. 

$. 192. Unter den verschiedenen Tangential- Affinitäten, welche die Natur irgend einer 
gegebenen algebraischen Verwandtschaft «"^^^^ ^^ *^ ^^^ unmittelbaren Umgebung dar 

verschiedenen nach ihr correspondirenden Puncten -Paare ^^^ , ^^ beziehungsweise 

^F www .Jtf 

bestimmen,' sind besonders diejenigen interessant, wobei der primitive Panct ~ ^ und daher 

nach §. 35 im Allgemeinen auch der analoge Punct . ^ sich unendlich vom Goordinaten- 

Puncto O entfernt Gleichwie die Tangente einer Curve f(xy) = o, wenn der Berflhrungs- 
Punct im Unendlichen liegt, eine Asymptote der Curve heisst, so mag auch eine Tangen** 
tial-Affinitäty deren Tangential-Element sich unendlich entfernt hat, eine As ymp total- Affi- 
nität der Verwandtschaft heissen. 

f. 193. Wir erkennen bei der Untersuchung dieser Asymptotal-AfiGnitäten die Richtig- 
keit der in §. 7 gemachten Bemerkung, dass die bei den Flächen und die bei den Curven 
doppelter Krümmung vorkommenden Schwierigkeiten sich bei der Theorie der Verwandtschaf- 
ten zusammenhäufen. Einerseits nämlich — gleichwie bei einem Hyperboloid oder einer an- 
deren tläche f(xyz) ^ o die verschiedenen Asymptolal-Ebenen, welche beim Unendlich-sich- 
entfemen des Berührungs-Punctes aus den verschiedenen Tangential - Ebenen hervorgehen, 
einen Asymptotal- Kegel oder irgend eine andere Asymplotal- Fläche umhüllen, deren Form 
jedesmal zu untersuchen ist und uns alsdann eine angenäherte Vorstellung gibt von der Form, 
welche die Fläche f(xyz) =s o selbst im Unendlicben besitzt — > so auch werden , wenn der 

primitive Punct ~^ die durch allmfihlige Vermehrung der Unbestimmten C aus dem unbe- 

stimmten Ausdruck x= oo y = oo ^ = C hervorgehenden verschiedenen Lagen successi ve erhält,* 
die verschiedenen so hervorgehenden Asymptotal-Affinitäten einer gegebenen Verwandtschaft 
vr I i-v ..^ ^^^® bestimmte Asymptotal-Verwandtschafi darstellen und , so zu sagen, um- 
hüllen ; und wir dürfen alsdann die complicirtere Natur der gegebenen Verwandtschaft selbst, 
welche wir schon in f. 84, insofern wir uns bh>ss auf die gegenseUige Correspondenz der 
im Unendlichen liegenden Puncto beschränkten, durch die einfachere Natur einer einfacheren 
Verwandtschaft ersetzten, fetzt ^^ wenn ausserdem noch auf die gegenseitige Correspon- 
denz der unmittelbaren Umgebung der im Unendlichen liegenden Puncto Rücksicht genom- 
men werden soll — durch die einfachere Natur unserer Asymptotal-Verwandtschaft ersetzen. 
Andererseits — gleichwie eine Curve doppelter Krümmung, wenn sie durch 2 Gleichun- 

gen von der Form ^ \~ ausgedrückt wird , im Allgemeinen n^ verschiedene (reelle 

oder imaginäre) Asymptoten besitzt — so auch besitzt die allgemeine Verwandtschaft n^ 
Grades n^ verschiedene Gruppen von (reelien oder imaginären) Asymptotal-Affinitäten und n^ 
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verschiedene durch diese n> Gruppen beziehungsweise umhflilten AsyniptoiaUVerwandtscbafteB, 
welche uns von der Correspondenz , wodurch jeder im Unendlichen liegeade Punct der pri- 
mitiven Figur nach f. 35 mll n^ verschiedenen (reellen oder ins^inären) unendlidi entfen- 
ten Puncten der analogen Figur verbunden ist, eine annähernde Vorstellung geben. 

$. 194. Es gibt indessen unter den Verwandtschaften einige, deren Natur nicht bloss 
in Bezug auf die gegenseifige Correspondenz eines bestimmten Puncten-Paares von der Fora 
X=oo x'=oo 

y=:oo 7* = CO gQ^j^j-n gy^ii jn Bezug auf die gegenseitige Correspondenz zweier im ün- 
? = bl=b' 

endlichen liegenden Curven, z. B. Cx4-C'y=3o undC"x'+C'"y' = °o, durch eine Asymptotal- 
Affinitat annäherungsweise vorgestellt werden kann. Gleichwie nämlich der Asymptoten-Eege/ 
eines Hyperboloids, wenn das Hyperboloid auf einen hyperbolischen, Cylinder sich redadrt, 
zu einem System von 2 Asymptoten-Ebenen wird, — so kann es sich auch bei einer Verwandt- 
Schaft n'«° Grades ereignen, dass diejenigen unendlich vielen Asymptotal-Affinitäten , welche 
zu einer gewissen bestimmten von den n^ Gruppen von Asymptotal- Affinitäten gehöreo, a/ie 
mit einander und daher auch mit der von ihnen umhüllten Asymptotal-Venvandtschafl znsam- 
menfallen, in welchem Falle diese Asymptotal - Verwandtschaft ersichtlich durch irgend eise 
der vorigen Asymptotal-Affinität zu ersetzen ist ; und wenn das Nämliche auch bei den übri- 
gen Gruppen von Asymptotal- Affinitäten stattfindet, wird die gegebene Verwandtschaft, statt 
n^ Asymptotal-Verwandtschaften bloss n^ Asymptotal- Affinitäten besitzen. 

Wenn z. B. die Verwandtschaft zweiten Grades 

faCxyx'y) = F^Cxyxy) = o 

welche nach §. 15 im Allgemeinen 2x14^28 unbestimmte Coef&cienten in ihren Gleickn- 
gen enthält, sich zur Form 

(ax+by+cx'+dy'+t)x(ex+gy+hx'+jy+l) + (kx+ly+rax'+ny'+l) = o 

(Ax+Byi-Cx'+Dy'+l)x(Ex+Gy+Hx'+Jy'+l) + (Kx+Ly+Mx'+Ny'+l) =o 
specialisirt und daher bloss 2x12=24 Unbestimmte enthält, so werden die 4 ihr vor ihrer 
Specialisirung zukommenden Asymptotal- Verwandtschaften sich auf die Asymptotal-AiEnitäteo 

ax+by+cx'+dy'+l = o ax+by+cx'+dy^+l = o . 

Ax+By+Cx'+l)y'+l = o Ex+Gy+Hx^+Jy'+l = o ^ 

beziehungsweise reduciren, 

$. 195« Da die n^ verschiedenen Puncto der analogen Figur, womit irgend .ein im Dn- 

endlichen liegender Punct x=oo y=ao ^ss^^bei einer Verwandtschaft n<» Grades cor- 

respondirt, nach $. 35 entweder reell oder imaginär sein können, so folgt, dass auch die 

Asymptotal-Verwandtschaften einer solchen Verwandtschaft « V^ J?. ^ ^ entweder alle n« 

reell sein können, oder aber alle n^ imaginär ; oder es können endlich gewisse von diesen 
n^ Asymptotal-Verwandtschaften reell sein, die übrigen imaginär. S^ besitzt z. B. die f&V^ 
meine Verwandtschaft zweiten Grades entweder 4 reelle Asymptotal-Verwandtschaften (wie 
z. B. die in |. 194 angegebene Verwandtschaft, so lange wenigstens die Coöificienten a, A, 
b, B etc. alle reell sind) oder aber 4 imaginäre Asymptotal-Verwandtschaften, wie v B. di^ 
Verwandtschaft 

x«+y2+x'2+y'*=s 1 «x«+by*+cx''*+dy'2 = l 

oder sie kann endlich 2 reelle und 2 imaginäre Asymptotal-Verwandtschaften besitzen. 



einer al 
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g. 196. Oleichwie die 2 gewöhhliohen (d. h. ' dorch Gleichnngen von der gewfihnlichett 
Form Az+By+lc=o aasgedrückten) Asymptoten eines beliebigen Kegelschnittes 

fjCxy) a ax^+by^+czy+dx+ey+l = o 
sich, wenn der Kegelschnitt auf die Parabel y^=px sich reducirt, unendlich entfernen und durch 
Gleichungen von der nngewöhnliehen Form y=sQo BUsgedrQckt werden und daher auf eine 
parabolische Asymptote sich reduciren — so werden auch die Asymptotal-Vcrwandtschaftea 

illgemeinen algebraischen Verwandtschaft « vLJLi ^^ — wenn letitere sich zur. 

speciellen Verwandtschafts-Art . Vfti*y> speciaiigjfi sodass x' und y' durch rationale. • 

ganze algebraische Functionen von x und y ausgedrückt werden — nicht mehr gewöhnliche 
Asymplotal-Verwandlschaften bleiben (d, h. solche, wobei die sie umhüllenden Asymptotal- 

x' = Ax4-By+C 

Affinitäten durch Gleichungen mit endlichen CoeflGcienten /^^t> »1 p ausgedrückt wer-. 

den), sondern sie werden alsdann scheinbar yerschwinden, weil sie die Eigenschaft erlangen, 
dass die sie darstellenden Asymptotal-AfBnttiten die eine oder andere von den in §. 172 un- 
tersuchten speciellen Af&nitats-Ajrten sind. 



S. 197. Die Natur der Tangential-AfGnität einer algebraischen Verwandtschaft p"^,^^/ 



wird, dem Vorigen zufolge, durch die Bedingung, dass sie eine Asymptotal-AfiRnitfil sein soll, 
nicht nfiher specialiwt, so lange wenigstens die Verwandtschaft selbst und daher auch die 
Functionen f und F nns onbekannl smd, sondern sie wird alsdann noch die Form einer all- 

x'ss Ax4-By4*G 
gemeinen AfQnitfit i^^r^ p P behalten. Erst dann, wenn wir die Natur der gegebe- 
nen Verwandtschaft »V^ J#^~ ejnigermassen specialisiren, kann es sich ereignen, dass 

die Natur der Asymptotal . Affinitäten ebenfalls einigermassen specialisirt wird. Wenn wir 
z. B. unsere Verwandtschaft nach §. 36 der Bedingung unterwerfen, dass sie gewisse Ele- 

mente von der Form ""^ ^ . ^, enthalten soll, so wird eine unserer Verwandtschaft im 

yssQO y'=/J' 



genannten Tangential-Elemente zukommende Asymptotal - Aflinität nicht die allgemeine Form 

*. «. « ri sondern die in §. 173 untersuchte specielle Form , ^ und zwar die 
y's=sDx+Ey+G ^. y'=6 



x' = -' 



Form , ^ besitzen. So lange dagegen die gegebene Verwandtschaft ganz anbekannt 
bleibt, wird, die Tangential-AfBnitit dorch die Bedingaag, dass die Coordinaten zyx'y' des 

Y —^m gm v' — ggi 

TangentiaI*Elementes ^ ai <^Ue den Werth oo erhalten sollen, nicht näher be- 
stimmt. Und überhaupt hat alsdann, wenn wir den 4 Coordinaten des Tangential - Elementes 
irgend 4 andere bestimmte Werthe aßa'ß* beziehungsweise zuerkennen, diese Bestimmung der 

Grössen aßu^ß' auf die der in den Gleichungen der Tangential - Affinität ^i^r^^^ q 

vorkommenden CoUBcienten A, B, C, D, B, G keinen Btaflnss , sondern sie lässt letztere 

CoöfDcienten , und daher anch die Natur der Tangential-AfDnitftt ganz unbestimmt. 

f fxvx'v'l — — Q 
. S- 198. Umgekehrt hat, wenn wiederum die gegebene Verwandtschaft ^^ ^ / '^ — 

uns ganz unbekannt ist, die Bestimmung der Natur der Tangential-AfBnität d. h. die Bestim«« 
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mung der in ihrem Ausdruck vorkonmendea Coöffieieaten A, B, C, D, B, 6 keioeewegs zur 
Folge, dass auch die Coordinaten .Werthe aß^^ß' des TangentitUBlemeiites bestunml werden, 
sondern es bleiben letztere im Allgemeinen ganx unbestimmt Nor wenn wir unsere Taa- 
gentiaUAfSnitat 

ax+by+cx'+dy'+l = o ex+fy+gx'+hy'+l = o 

a b c d 
der in $• 172 untersuchten Bedingung - = ? = - = r unterwerfen , wird durch diese Be- 
stimmung der Tangential. AfBnitdt , auch wenn die Verwandtschaft selbst uns unbekannt ist, 
das Tangential-EIement einigermassen bestimmt, da alsdann unsere Tangential -Af&nität eioe 
von den in $. 196 betrachteten speciellen Arten ifoq Asymptotal-Affinitäteh wird, sodass das 

Tangential- Element ein Element von der speciellen Form ~ i ^^^^ muss, oder 

wenigstens ein solches Element, wobei gewisse von dessen 4 Coordinaten-Werthen unendfich 
gross sind; denn eine einer solchen Bedingung unterworfene Affinität enthält nach f. 172 
keine andere Elemente als diejenigen, deren Coordinaten.WeHhe unendlich gross sind, sodass 
auch das Tangential-EIement, da es zu eiper solchen Affinität gehören soll, der nanlicbea 
Bedingung unterworfen sein muss. Wird dagegen die Natur der TangentiaUAffinitdt in ii^^ead 
einer anderen Weise bestimmt, so lässt diese Bestimmung der Coefficienten A, B, C, D, E, 6 
die Coordinaten-Werthe aßa'ß* im Allgemeinen unbestimmt. Denn jede Gleichung QC ABGDEG)=a, 
wodurch wir den gegenseitigen Zusammenhang der Coefficienten A, B, C, D, E, 6 bestimmen, 
liefert nach $.184 eine Differentialgleichung zwischen den Coordinaten xyx'y^ Und nor 
dann, wenn die Verwandtschaft selbst uns gegeben ist, ist es uns mAgUch, diese Differential- 
gleichungen mittelst der endlichen Gleichungen f(xyxY)eso und F(xyxY)==o zu neoen 
endlichen Gleichungen /(xyx'yO = o, F(xyx'yO=o etc. umzuformen, und so mittelst des Sy- 
stems von endlichen Gleichungen 

f(xyx'yO =5 F(xyx'yO = o /fxyx'yO = o F(xyx'yO = o 

die Coordinaten xyx'y' zu bestimmen und die verlangten Coordinaten-Werlhe ^ V = fl' 

des Tangential-Elementes zu erhalten. So lange dagegen die Verwandtschaft selbst uns un- 
bekannt ist, müssen genannte Differentialgleichungen Differentialgleichungen bleiben, sodass es 
uns dann ersichtlich unmöglich ist, aus dem Complex dieser Differentialgleichangen und der 
gegebenen endlichen Gleichungen fCxyx'y')=o F(xyx'yO = o für die Coordinaten xyxY ^^ 
stimmte Werthe xssa etc. zu erhalten. 

ffxyxV) = 
$. 19». Dass die Natur der Tangential-. Affinität einer Verwandtschaft p^^^y. — o 

durch eine oder überhaupt durch p yerschiedene endliche Gleichungen zwischen den in ihrem 
Ausdrucke vorkommenden Coefficientea (KABCDEG)=o, Q'CABCOEG) = o etc. Iheilweise 
oder ganz bestimmt wurde, hatte nach dem Vorigen zwar nicht die Bestimmung des Tangen- 
tial-Elementes ^ ~ ^ ^,~ 1 selbst, doch aber ein System von einer oder überhaupt von 

J Differenllaigleichungen zwischen den Coordinaten xyx'y' zur Folge, mittelst welcher Diffe- 
rentialgleichungen wir den Elementen-Lauf des Verwandtschafts-^Netzes in der Nahe desTan- 
gentiaUElementes uns verdeutlichen könmen , d. h. mittelst welcher wir untersuchen kdanen, 

V M^«. gm 

in welcher Weise die unmittelbare Umgebung des Punctes ~^ mit der des Puncles 
^ ^ nach der gegebenen Verwandtschaft correspondiren solL Gleichwie wir daher dieje- 



IV. Die Tangential AffioilKt 127 

nigen Pande dner Carva fcxy) as o» waicka ttdi var dea ttrigea in iff end eiaer Biaifekl > 
besoaders aaneiehaaa, s. B. diejaiiigea, in walckan die Cnrve aril der Coordinatea - Axe 
XOX' parallel läuft , entweder dadurch flndea Unnen , dass wir die gegebene endliche Glei- 
chung unserer Curve f(xy) = o mit einer die Natur des singuliren Punctes ausdrückenden 

Differentialgleichung ^ = o rerhinden, oder aber dadurch, dass wir den allgemeinen Aus- 
druck Ax+By+l = o der Tangente unserer Curve einer die nämliche Singularität ausdrikb* 
kendea endlichen Gleichung A=so unterwerfen -* so kdnnen wir auch bei einer Verwandt- 
schaft uJ*^Z2 ^ diejenigen Puncten-Paare, bei welchen die gegenseitige Correspondenz 

dieser Puncte oder ihrer anmittelbaren Umgebungen in irgend einem beslimmtea sikiguUrea 
Yerhältniss stattfindet, entweder dadurch finden, dass wir die gegebene Singularität der Cor- 
respondenz unmittelbar mittekt Differentialgleichungen zwischen den Coordiaaten xyx^ aas- 
drücken, oder dadurch, dass wir sie aus gewissen die nämliche Singularität andeutenden end- 
lichen Specialisirungen der Coefficienten der Tangential-Affinität herleiten. 

ffxyx'y') SS 
§• 200. Nehmen wir z. B. an, es sei bei irgend einer Verwandtschaft YfxwxK^^ = o ^^^^ 



x = a x'= 



den Puncten-Paaren " . ^ gefragt , deren unmittelbare Umgebungen in solcher 

Weise gegenseitig correspöndiren sollen, dass irgend ein durch den Punct ~^ gelegter 

Geraden-Büschel, beim Uebergang zur analogen Figur einen durch den Punct y_^ gehen- 

den Curven-Büschel liefere, dessen Tangenten-Büschel mit dem vorigen Geraden-Büschel pa- 
rallel eei and" also auch In Bezug auf die Grösse der zwischen den analogen Geraden ent- 
haltenen Winkel mit dem vorigen Geraden-Büschel übereinstimme. Wir kdnnen diese Pundea-« 
Paare entweder durch die Bemerkung ftiden, dass die unserer Verwandtschaft in efnam 

■yrf— . Az+Bv+C 
solchen Puncten-Paare zukommende Tangential-Affinität ^ ^ ^^ ^ eine mit Umformung 

oder Umdrehung nicht verbundene Vergrösseraag oder Verkleinerung der primitiven Figur seia 
soll und daher nach $• 171 den drei Bedingungen 

BssO DssO A-EsaO 

unterworfen sein muss. Oder aber wir können die nämlichen Puncten-Paare finden durch 
die Bemerkung, dass die verlangte Singularität, wonadi Jede den Panct ^^!! durchstrei. 

chende Gerade mit der Tangente der den analogen Punct s^^ ^ durchstreichenden analo« 

4 r 

gen Curve parallel sein soll, durch die Differentialgleichung 

dr dy 

dx' dx 
ausgedrückt werden kann, 

{« 201. Es scheint zwar beim ersten Anblick, als ob die gesuchte Singularität der 
Correspondenz, wenn wir sie aus der Natur der Tangential-Affinität herleiten, ein System von 
drei verschiedenen Bedingungen andeute, wenn wir sie dagegen mittelst Differeatial-Functio- 
aen der Coordiaaten xyxy bestiaunen, bloss eine einzige Bedingung sei, da eine einzige 
Differentialgleichung zur Andeutung ihrer Natur genügt. Indessen ist zu bemerken, dass 
zwar bei einer Oirre einfeeher oder doppelter Krümmung und überhaupt bei irgend dner 
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«D^crreik Ketle, dvreh eine eiizig« Diffn-enMgUichwig btoas eine emsi^ jedesnialige Be- 
dingung angedeutet wird, dass dagegen bei einer Flicfae oder irgend einem aodereB Netse, 

und daher auch bei einer Verwandtschaft „^ ^ .1,^ durch eine einzige gegebene Dif- 

F(xyx'y') = o ^ ^ ^ ^ 

ferentialgleichung zwischen den Coordinaten im Allgemeinen ein System von mehr als einer 

Bedingung angedeutet wird* Und wir können un$ hiervon in Bezug auf die betrachtete Sin- 

gularitflt 

dy' dy 

dx' ~ dF 

sogleich naher überzeugen durch die Bemerkung, dass die gegebene Differentialgleichuiig, 

wenn wir unsere Verwandtschaft in der Form 

xf=^{xj) y'5=;e(xyj 

sehreiben, erfordert, dass die Gleichung 

dy' __ dy ^ dx "^ dy "^ Ö _ o 

d? dx " dV/(xY) j^ dv/(xy) '" dx 

dx dy ^ 

oder nach Entwi^kelung 

d^(xy) . r d;r(xy) dv/(xy)-| rdy -i rdv/(xy)-| pdri 
dx ■*■ L dy dx J Ldx J L dy J LdxJ 



SS O 



fl»(xY) r dy/ (xy) -| ndyT 

erfüllt werde, und zwar unabhängig von dem jedesmaligen Werth des Differentialquotienten 
^ ^ sodass, die SFactoren, welche im Zöhler unseres Bruches die 3 Potenzen f-Äj fCÄj f 

\ r^J bezieliunjfsweise moltipliciren, gleichzeitig sich auf o reduciren müssen« Wir eihalf- 

ten also 3 Gäeicbungen 

d^Cxy)^_^ dv^Ocy) _^ d^Cxy) dv/(xy) _ ^ 

dx dx dy 3y 

und erkennen hieraus, dass die betrachtete Singnlarität, auch wenn wir sie mittelst gegensei- 
tiger Beziehung der Differential-Functionen der Coordinaten bestimmen, ein System von drei 
Verschiedenen Bedingungen ausdrückt. Und zwar sind genannte 3 Bedingungen diejenigen, 
welche wir auch nnmittelhpr aus den gegebenen 3 endlichen Gleichungen 

= A = E B = o 

hatten erhalten können,* wenn wir diese endlichen Gleichungen in dfe Bezeichnungsweise des 
in §. 185 für die TangentiaUAfBnitfit benutzten Ausdrucks übertragen und so zu Differential- 
gleichungen umgeformt hätten. 

$.202. In der nimlichen Weise können wirjiei irgend' einer Verwandtschaflp^*J*^frw 

auch die übrigen Puncten-Paare^ deren gegenseitige Correspondenz eine Singularität darbietet, 
cladurch finden, dass wir die der Verwandtschaft in einem solchen Puncten- Paare sukom- 
liiende Tangential-Affinität gewissen Bedingungen unterwerfen. Gleichwie z. B. eine Curve 
fCxy) = einen Wendongs - Punct erhält j wenn ihre Tangente einen Augenblick hindurch 
constant bleibt, wahrend dagegen der Berfihmngs-Punct selbst und daher auch dessen Coor- 

diqaten.Werthe ^ jsicli dadem und in die CoordiAateB-Wertlie das nächsUiegenden Pnnctea 



1 
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der Corre übergehen , — so ancfa können wir die einer Yerwandtsehaft im Poncten - Paare 

■ 

^^^^ ^ ^ ^^ n sttkommeiide Tangential -Affinitfit ungeändert lassen > während wir von der 
gegenseitigen Correspondenz der Pancte ^^ ^ und . ^^ zu derjenigen zweier anderer 

Pnncte *3.ä dÄ ™^ ^— Ä'^dÄ* ^®''?®'*®°> welch« den vorigen Puncten beziehnngs- 

ureise zunächst liegen. Gleichwie wir femer aus den Doppel -Puncten einer Curve it(;zy)=so 
ihre Spitzen oder Rückkehr- Puncto herleiten, wenn wir die beiden Zweige der Curve ein- 
ander berfihren und im Durchschnitts -Pnnct beide gleichseitig imaginär werden lassen, — 
so auch können wir aus den in $. 189 betrachteten Puncten -Paaren, welche in doppelter 
Besiehung nach einer gegebenen Verw4indt8chart gegenseitig correspondiren und daher 8 
verschiedene Tangential - Affinitäten besitzen , gewisse Puncten - Paare mit einer anderen Sin- 
gularität der Correspondenz herleiten, dadurch dass wir die beiden Tangential-Affinitälen mit 
einander zusammenfallen und Qberdiess beide gleichzeitig im genannten Puncten -Paare ima- 
ginär werden lassen. Und so wurde überhaupt jede von den in $• 159 — 174 untersuchten 
Specialisimngen der allgemeinen Affinität , sobald wir letztere als Tangential- Affinität einer 
Yerwandtsehaft betrachteten, eine Specialisirung der gegenseitigen Correspondenz der nach 
der Verwandtschaft correspondirenden Puncto zur Folge haben. 

Da indessen die Theorie der in einer Fläche f(xyz)s=:o befindlichen singulären Puncte 
noch nicht genau nach allen Seiten hin erforscht worden ist, so wollen wir uns nicht wagen 
an das noch ausgedehntere Feld von Untersuchungen » welche die Theorie der nach einer 
Yerwandtsehaft singulär correspondirenden Puncten.Paare uns darbietet; denn bd Betrachtung 
der singulären Elemente dos Systems xyx'y' kommt zu den 3 Coordinaten xyz , welche bei 
den singulären Puncten einer Fläche berücksichtigt werden müssen, noch eine vierte hinzu, 
welche die Anzahl der verschiedenen Singularitäts-Arten und der v^schiedenen dabei vorkom- 
menden Schwierigkeiten noch vergrössert. So ist z. B. bei der Untersuchung der singulären 
Puncto einer Curve oder Fläche bloss die verschiedene Lage zu berücksichtigen, welche wir 
der Tangente oder TangentiaUBbene in Bezug auf die Curve oder Fläche und in Bezug auf 
die Coordinaten-Aze oder die Coordinaten-Ebenen geben können ; alter die Form der Tangente 
oder Tangential-Bbene ist in allen Tangontial-Blementen die nämliche, da allen Geraden oder 
allen Ebenen nur eine Form zukommt. Dagegen kommen bei einer Tangential -Affinität zu 
den singulär correspondirenden Puncten -Paaren, welche aus irgend einer singulären Be- 
stimmung der zwischen Tangenlial-AfBnität und Verwandtschaft oder Coordinaten.Azen statt- 
findenden Beziehung hervorgehen, noch andere hinzu, welche wir erhalten, wenn wir die 
Natur der Affinität an sich specialisiren , z. B. die in $. 254 untersuchten Puncten -• Paare, 
wefehe hervorgehen, wenn wir die Tangential -Affinität zu einer Aehnlichkeit speciaBsiveiL 

$. 203. Da irgend eine Verwandtschaft » ^ r^/ ein Netz, d. h. eine Gruppe 

von QD> Elementen, darstellt und in jedem von diesen Elementen oder Poncten - Paaren wm 
Tangential-Affinität besitzt, so hat jede Verwandtschaft im AHgemeinen od^ verschiedene Tan- 
gential-Aflinitäten. Suchen wir nun aus diesen qd^ Tangential -A£Bnitäten diejenigen heraus, 
deren 3 Sitoalions-Azen zusammenfallen (d. h. nach $. 163 diejenigen, welche der Bedingung 
4BD+(A«E)^ :s o unterworfen sind), oder überhaupt diejenigen, bei welchen die die Na.- 
tiir der Tangential. Affinität bestimmenden Codfficienten A, B,.C, D, E, 6 irgend einer einzV" 
fen ton den in $. 163—165 untersuchten Bedingungen 0(ABCDE6)=o unterworfen «ind, 
10 ethalten wir im Allgemeinen 0D^t«i solche Tangential-^AISniliten, Sachen wir weB« 
die Elemente nnserea Verwandtsehafts -Netzes, bei welchen üit Tangential'- Affinü&l aiph atf 

17 
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A TT ._ ji 

eine Aelinliclikett reduciren und daher den beiden Bedingungen ^ ^_ gleichzeitig' n»- 
lerworfen sein soH, oder überhaupt diejenigen, I>ei welchen die Coefficienten der Xangenüal- 
Affinität in irgend einem von den in $.166«- 170 mtersuchten Gleichungen>Paaren |7y Accnnr CIj 

passen sollen , so erhalten wir im Allgemeinen , so huige die Verwandtschaft eine alge- 

Ittais^he ist, eine endliche Ansuihl solcher Bfemente «der Ponotenp- Paare. Dagegea wird es 

unter dm venchiedenen nach einer gegeheaen algebraischen Verwandlsdiaft oorrespondirea- 

den PiBifilen-AnHren im AUgem^einen keias geben, bei wekhem die Tangential^ASMHit 3 oder 

>8 fileiclMingen gfeichseilig uaterworfen ist, z.B. Iceins, bei welehem die Tasgential-AAnitäl 

Aoh «durch, die 8 Specialisirungen fiaso Dsso A - Bsao auf eine mit üaforauwg ^4(er Um- 

4ir8bung nicht gepaarte Vergrösserung reduoirl. 

$. SM4. fileidiwie indessen die Anzahl der aus den beiden Gleichungen euMr gegeb^ 

{f( X T J c^ yO ***** 
nen Terwandtschaft or^^Lp^^^ durch Binzufugung zweier endlicher Specialisirungs- 

Gleichungen ij*^*'i! ^*^ zu erhaltenden Elemente nicht immer,' auch wenn alle 4 Glei- 

J^xyjry') = o 

chungen algebraische sind, endlid zu sein bnucfat, sondern aucb woU bei gewisser Speda«. 
lisinuig der Functionen (FfF unendUeb gross sein kann <wie z. B. in Falle tou g. 98, wo 
iden 4 algebraiscben Gleichungen 

f„(xyxV) = o FnCxyxY) = x'= x y'ssy 

die unendicb vielen E^emeKÜe einer ganzen Ketle gemeinschaftlich waren) «- so aneh 
kann es sich ereignen, dass die nach einer gegebenen algebraischen Verwandtschaft corre* 
^pondirenden Puncten-Paare, welche hervorgehen^ wenn man die Tangential -AffiniUt einem 
Bedüigimgen . Paare und also die Coordinaten xyx^ einem Paare von Differentialgidcbuii^ 
fen unterwirft, nicht bloss in endlicher, sondern sogar in unendlicher Amsahl vorkommen« 
Wem z. 6. die gegebene VerwaBdtschaft eine solche specielle Natur besitzt ^ dass die Tarn* 
'Affinität jedes von ihren Punoten^Paarea der Bedingung B-^Jhaao nnlerworfen ist, flo 
sie nieht bloss eine endliche, sondern eine unendliche Anzahl von PonctenJ^aaren 



sitzen, deren unmittelbare Umgebungen nach den Bedingungen j^ correspondiren ; und es 

wird dMier dann unsere Verwandtsdhaft auch solche Elemente hesUien (wie sie bei einor 
allgemeinen Verwandtschaft nicht vorkommen), deren Tangenüal-Affinilit den 3 Bedingungen 
Bs=o D=so E=30 gleichzeitig unterworfen ist Bei noch weiterer Specialisirang der Vom* 
Lotionen f und P kann es sieh ereignen, dass die Tangential- Affinität jedes Elementes nicU 
nuf dner einlegen getriasen Bedingung, sondern zweien gewissen Bedingungen stets gfeioli^ 
zeitig unterworfen ist. Alsdann wird die Verwandtschaft ersichtlich unendlich viele Elemente 
besitzen, welche 3 gewissen Bedingungen, und eine endliche Anzahl von Elementen, welche 
4 gewiesen Bedingvagen unterworfen sind. 

- f. 906. iWenn z. B. die Verwandtsdhaft sieh von 4er allgemeinen Form 

Kxfx'yO tt o tiMx'i «= • 

FCxyxy)«:o ™^^^™ F(yy'J=o 
spedalistft, werden ihre Tangential- Afflnttten, — weldhes auch das Dangential-Eleaenl nein 

nia||f, — stets die Form ^r |. o besitzen und daher den beiden Bedingungen ^ 

«Mi gentgen. fiine sakhe Veiwandtnobaft nun urird ersiAtTioh «neodlich viele Elemente bei- 
aHzett^ an iweldhen Ae Dangenial^kaiMt jdenS BeOngnngnn A-vSsso Baao fitaso fnnCgI 

\ i 
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und 8teb auf diie mit Umdrebiuig idckl gepttrte Vtrgttoening redwirt Und bei der oinH 
liehen VerwandttfoiMift wird es eine endliche Anzahl von reeDen oder imagin§)*en Elementen 

geben, in welchen die Tangential- Affinität durch die 4 Bedingungen y. p auf eine 

blosse Translation *-**^^/, reducirt wird. 

{. 206. Wenn wir deqenige Eiemenl des Systems zyx'y^ welches an einem gewissen 

Yerwandtschafts-Netze !;^^T? "^ gehÄren soll, im Uebrigen aber unbestimmt ist, durch* 

FCxyxx)«»© 

Binnifilgung einer dritten endlichen Gleichung (Kxyx'yO «= o näher bestimmen » stellen die 

so erhaltenen Elemente, eine durch die 3 Gleichungen 

fCxyxy) ÄS F(xyxY) « o Q(xyx'y') sa= o 

ausgedrückte Kette des Systems xyx^' dar, welche wir aber nach $. 83 durch ElimtimÜoa> 

Yon X und y auf die Form 

/i[3ty) «: F(x'yO = o ©(ryxY) = o 

bringen und daher auch betrachten können als eine zwischen der primitiven Curve f(xy) = o 

und der analogen Conre F(xy) ss o bestehende einfachere Verwendtschafl dcxyx'yO s=s ow^ 

Anch dann noch, wenn das unbestimmte Puncten-^aar, dessen Puncie nach der bestfnmten 

Verwandtschaft »^^^^TA^^ correspondiren sollen, nicht durch HinzuiSgung einer die 

Coordinatea selbst verbindenden endlichen Gleichung speclalisirt wird> sondern dmrch Hinm- 

flgnng der Bedingung, dnss die Tangential-Aifinitftt dort eine gewisse Natur 0(ABCDEG)=sso 

besitsen soD, so können wir dennoch, wenn wir die durch letztere Bedingung gegebene KU 

ferentiaUGleiehing 'zwischen den Coordinaten xyx'y' mittelst der gegebenen endlichen GleU 

ohmgen f(zyxY)aso und F(xyxY)sco zu einer neuen endlichen Gleichung Q^(xyx'yOs3 

nmformen, anch dann noch die fraglichen Puncten-Paare uns unter der Form 

fixt) = o F(xV) ÄS ©(xyx'yO = o 

vorstellen. Wir erkennen daher, dass es unter den verschiedenen Ourven - Paaren , deren 

ftxyx'y') =:o * • 

Curven mit einander nach der gegebenen VerwandtschaA p / V /-. correspondiren, 

ein bestimmtes Paar gibt, und zwar das Curven -Paar «^ .^ 1>ei welchem nicht nur 

• F(x'yO= 

die Puncte der primittven Curve mit den nnalegen Puncten der analogen Corve nach der ge- 
gebenen VerwMdtschaft correspondiren, «ondem bei welchem äberdiess die unmittelbare Um- 
ge hnn g en der einander «nalogen Puncie nach dem imtiinmten VerhälMts 0(AfiODB6) so: o 
eorrtspondiren. 

%. S07. SeiMS wir nun, wie man die so ri^en betrachteten Biemeiite des Systems xjt^^ 

Welche nicht nur zu einem gegebenen Verwandtschafts-Netze Jr. ^ ;_; gehören , son- 

dtern flberdiess noch einer gewissen Specialisimng der T^ng c l iai ABIInität 0(ABCfiBfi) «bb«/ 
genögeki sollen, bestimmen ktone. 

Wenn es sieh bloss darum handelt, diese Blemento ab Kette des Systems tfx^ wol 
bestimmen, so untersuche man, w«e denr in g. 184 gefundene Ansdnrok der «iner nllg«niei- 



nen Verwandtschaft 2; ^ ; ;^ im Puncten-Paar ^ ... ^, zukommenden Tangential- 

Attnfitflt sieh bei iier gsfjrebwen epeeiellcB Verwmrttschnfl wegen der stweiellen Watar dw 
Functionen f und F specialisire , • \A. h. man differentiire die^ gegebenen Functionen f «dd >P 
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md bestimme dadurch diejenigeii endlichen Ftanolionen PlxjjfjO^ etc., welche im specidlai 

Falle unserer Verwandtschaft mit den partiellen Differentialquotienten j^^^ etc., der ?o- 

rigen Functionen identisch sind. Man erkennt alsdann hinaus, durch welche endliche Fbn- 
cHonen der Coordinaten-Werthe ^tßa^ß^ die im Ausdruck der TangentiaUAffinitftt Torkommen- 
den Coefficienten a^ b' e,tc. von §. 184 , und daher auch darch welche Functionen von aßa!ß^ . 
die in der gegebenen Bedingung Q(ABCDB6) = o Yorkommenden Coefficienten A, B etc. a 
ersetzen seien. Man kann daher letatere Bedingung zur Form 

O(ABCDEG) = Q''(a'bV. . .) s Q"[f'(a/?a'j»0, V\aßa*ß% • . .] = QXaßa'ß^ = o 
umformen und erhalt so unmittelbar zur Antwort, dass die in der gefragten Kette enthaltenea 
Elemente diejenigen sind, deren Coordinaten-Werthe den 3 Gleichungen 

f(a/9o'/?0 = Viaßc^ß*^ = (^(ßß^'ß^^ = O 

genAgen* 

$. 208. Wenn dagegen gefragt ist, welches die Gurren fixf) c=s o und Ft^Y) = o 

seien, welche nicht nur nach der gegebenen Verwandtschaft ^ ' /i correspondireo, 

sondern bei deren gegenseitiger Correspondenz ausserdem noch die Tangential -AlBnilit der 
Bedinguig Q(ABGDBG) = o unterworfen sei , so ist das mittelst der vorigen Methode er- 
langte Resultat im Allgemeinen noch nicht die verlangte Antwort. Zwar kann es sich zofilli- 
gerweise ereignen, dass, wenngleich jeder von den CoefGcienten A, B, C, D, E, 6 eine Fon- 
otion von allen 4 Goordinaten-Werthen aj9a'/9' darstellt, dennoch die Grössen «^und ß* oifx 
n und /9 bei der Umformung von Q in Q*' und Q' aus der Gleichung Q'CABCDEG) = o 
verschwinden. In diesem Falle hätten wir unmittelbar die verlangte 'primitive oder analoge 
Curve 0(xf) =s o oder (}(x'yO = o gefunden. Im Allgemeinen jedoch wird die Gleicbi^g 
Q'(mß^^ß*^ = *U® 4 Goordinaten - Werthe des Tangential - Elementes enthalten , ^iimss wir 
alsdann genöthigt sind, zu der Arbeit von $. 207 noch diese hinzuzufUgen, dass wir xund 
y oder x' und y' aus dem System der 3 Gleichungen 

f(xyxy) = o Fcxyx'yO = o O'Cxyx'yO = o 
eliminiren. 

$. 209. Wir können aber diese Elimination auch vor der Differentiation vomehmea, 
wenn es uns möglich ist, die gegebene algebraische Verwandtschaft von der gegebenen all- 
gemeinen Form 

fCx,:^^ = ^ sowohl auf ^ ^ ^^> x = *(xy ) 

F(xyxy) = o "^ " ■**• y = ;t(xy) ""^ '"' y = ;r(x'y') 

zn rednciren, wo ^ und x ^^^ <ii^ ihnen entgegengesetzten Fanctionen ^ und /, ratioBale 

oder irrationale, jedoch algebraische Functionen bedeuten mögen. Denn wenn wir aisdasa 

nicht den in $. 184 sondern den in $. 185 oder den in §. 186 entbaHenen Ausdruck der 

TangentiaUAffinitit nehmen — in welchem diejenigen Goefficienten, welche in den fSr (x'-aO 

und (j^^ß^^ und daher auch diejenigen, welche in den fQr jf und y' erhaltenen Ausdrfickea 

vorkommen, gewisse Functionen ^^'^xfx^^X. AnA^ welche bloss a und /9, aber nicht auch 

gleichzeitig a' und ß' enthalten, so können wir, da diese Fanctionen ^(tij9), v"(a/^ etc. dea 

GoöfBcienten A, B etc. beziehungsweise gleich sind, die gegebene Bedingung Q(ABGDB6)so 

als eine bloss die 2 Grössen a und ß verbindende Gleichung 

O(ABGDEG) s 0[4^(aA, V^X<»ß^ etc. ...] s f(fl^) s=s o 

ausdrficken und erhalten dadurch sogleich die gesuchte primitive Corvo ((xfi = o. Wenn wir 

dann weiter in Ibnlichor Weise durch Differentiation des zweiten Ausdruckes unserer Ter- 

wandtachaR x = *(xy) y s ^(xy) 
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einen Alisdruck fBr die Tangential-Affinität herleiten, dessen CoefBcienten gewisse Ponctionen 
ili\ (fi'* etc. der Coordinaten-Werthe a' und ß' sind, so können wir die^ gegebene Bedingong 
Q(ABCDEG) s= 0, nachdem wir sie zur Form Q'(A^B'Ca)'E'6^) = o gebracht haben, awei-' 
tens als eine die Grössen a* und ß* verbindende Gleichung 

Q'(A'B'C'D'E'GO s Q^fh'i^'ß')^ /A"(a'/»') etc. . . .] s Fia'ß') = o 
ausdrücken und erbalten so auch die gesuchte analoge Cunre F(x^O = o« 

$• 210« Bei einer algebraischen Verwandtschaft irgend eines (n>l)*^ Grades 

fm(xyxV) = FB(xyx'yO = o 

correspondirt jeder primitive Punct ~ /» ^°^ Allgemeinen mit n^ verschiedenen analogen 



Pnncten * ^, 7\, etc. , wesshalb auch die Verwandtschaft in einem solchen Puncto 

'^^^ nach §. 191 im Allgemeinen n^ verschiedene Tangential -Affinitäten besitzt. Es folgt 

hieraus« dass diejenige analoge oder primitive Curve F(x^yO=3 o oder f(xj)^szo^ welche 
nach einer solchen Verwandtschaft höheren Grades mit irgend einer gegebenen primitiven 
oder analogen Curve /"(xy) = o oder F(x'yO = o correspondirt, im Allgemeinen eine aus 
n^ verschiedenen einfacheren Curven als Zweigen zusammengesetzte Curve 

F(xy) s F'CxY) X F"(x'yO x etc. = o oder /(xy) s f (xy) x f"(xy) x etc. = o 
sein wird, und zwar so, ddss, wenn die Taugential-Affinität bei der gegenseitigen Correspo»- 
denz der Zweige F'Cx'yO = o und /*(xy) = o einer gewissen Bedingung Q(ABCDE6) = o 
unterworfen ist, dann die gegenseitige Correspondenz der unmittelbaren Umgebung irgend 
eines anderen Zweigen - Paares F'^Cx^) = o und /''(xy) = o nach irgend einer anderea 
Natur der Tangential -Affinität Q'CABCDEG) = o stattfindet Gleichwie wir daher in %. 132, 
als wir. die Stand -Curven einer algebraischen Verwandtschaft höheren Grades suchten, un- 
eigentliche aus n^ verschiedenen Zweigen zusammengesetzte Stand-Curven erhielten, bei d^ 
nen die gesuchte Eigenschaft des Standhaltens nur in einem einzigen von ihren n^ Zweigen 
stattfand — so auch werden wir jetzt, wenn wir diejenigen nach einer Verwandtschaft 

p^f^T?% ^ ^ correspondirenden Curven /txy) = o und F(x'yO = o suchen , bei deren 

gegenseitiger Correspondenz die Tangential- Affinität der Bedingung Q(ABCDEG) == o unter« 
werfen sei, zwei aus je n^ Zweigen zusammengetaetzte Corven erhalten, welche nur im un«* 
eigentlichen Sinne als Antwort der gestellten Frage zu betrachten sind, da die Tangentiale 
Affinität nur bei der gegenseitigen Correspondenz eines einzigen Zweigen-Paares /*(xy) = o 
und PCx'yO »s o die gesuchte Natur Q(ABCDEG) = o besitzen, dagegen bei der Coxttsfo^ 
denz der anderen Zweigen - Paare gewissen anderen Specialisirungen Q'(ABCDEG) = o, 
C(ABCDEG) SS etc. unterworfen sein wird. Wenn wir daher die vorige Frage durch 

die andere ersetzen, welches diejenigen nach der nämlichen Verwandtschaft p^JLJLr\ .^ ^ 

correspondirenden Curven seien, bei deren gegenseitiger Correspondenz die Taugential-Affi- 
nität die andere Natur (}'(ABCDEG) = o besitze, so wird nicht immer unsere vorige Ant-^ 
wort in eine andere sich umändern, sondern es kann sich ereignen, dass wir die näadiehe 
Antwort erhalten, wie auf die vorige Frage, da diese Antwort eine ^eigentliche war naA 
daher beiden Fragen gleichzeitig als Antwort dienen kann« 

t. 211. Nach %. 199 hat jede der in %. 169—174 witersnohlm Speclalisinmgen der 

allgemeinen Affinität, wenn wir diese Affinität als die einer gewissen Verwandtschaft prJLxV>=aft 



im Poacten -Paare ^^^^ m^m^m ^^ooMnende Tangential- Affinität betrachten» eine gewisse 
Sptf(flHi <<mfc ig Mr Fblge iK (kir Ifalhf Aer gif i^Metllgeii' C<n¥eaf 6*A«M 4er atnniltellin-ciri 
Umgebungen der Pancte ^'^o ^^^ irnZa^* ^^ ^^^ jedoch unter letzteren Specialisima- 

gen die einen mebf interd^Mnt^ «to die flhd(0m, inM >w*r jenMhdenf die sie VCMüIa^wiideli 
Specialisirvrigen Übt AfBnitIt trelh^t meht edef weriiger fattere^mnl waren. Wenn wir z. B. 
die Grössen der Winkel ^^ tind 9^ (!• i^)t weldhe swigdh^ü den Coordinaten-Axen XOX' 
und TOY^ und zwischen den Situations-Axen unserer AiBnität enthalten sind, in irgend einer 
Weise bestimmen — z. B. dadurch dass wir unsere AffiAität der in $. 159 untersuchten Be- 
dingung A— £=0 unterwerfen, d. h. dadurch, dass wir die Coordidateil-Axen XOX' und 
YOY' die zwischen den Situations-Axen enthaltenen Winkel halbiren lasBeVi — 60 ist durch 
diese Bedingung keineswegs die Natur der Affinität an sich specialisirt , sondern bloss die 
Beziehung^ welche unsere Affinität zu den Coordinaten-Axen des gerade benutzten Coordim^ 
ttfh-Sif^tems hat Es ilst daher auch durch geilannte Bedingung keineswegs besMüinil, tm 

welcher Art die gegenseitige Correspondenz der unmittelbaren Umgebungen der l'uncte ^ 

und ^ ~ M sein seil, sendem die gegebene Bestiroaung der Winkelgrössen 9| und ^9 ha 

erst durch yergldöhütig mit den diesen Grössen ^^ und &^ in den näohatliclg^den Tangenlial- 
Affinitäten zükötaim^hdeii Werthen einen fiinfluss tüf die NAIor unseres YeifwiUidtsehafts-Nefsei 

im Elemente /.^ ^# * Interessanter als die vorige Specialisirung ist diejenige, wo- 

bei die Grösse to (g. 148) des zwischen den Situations-Axen unserer Tangeätial-^AIBnitil eaU 

haltenen Winkels bestimmt wird, z.B. dadurch, dass wir unsere Affinität der Bedingung B—ß=:o 

unterwierfen und daher ($. I6I) ihre Situations-Axen auf einander senkrecht stehen lassen. 

Denn es wird durch dne solche Bedingung die Natur der Affinität und daher auch die 

x=a x'±sa' 
der gegenseitigen Correspondenz der den Puncten _^ ^ und . ^^ zunächstliegenden Pun- 

cten in einer gewissen bestimmten Weise specialisirt, auch wenn wir sie an sich und triebt 
bloss in Bezug auf die gerade benutzten Coordinaten-Axen betrachten. Indessen wird dorck 
eitae Solche S^ecialisiflib^ der AAlnität Hach $« 16 1 keineswegs abgegeben, VöA welcher Art 
die UttifafmuMg sefh sbU, welche dte pHmiHve Hgur eNeiden muss beiln Uebei^ng su einer 
ihr nach einei* soit^hen Affinität irerwaMdteti Figur, sot^dern Mo^s, Irr welehe)^ Mtiehung diese 
Porm-A^rtde^ng dW pftmitlveh Wigtf 2ü dei" dMiR gleiehtdtfg sIMfiildendeh Aendenmg 
Ihter Grös^d und Lag^ siehe. Daher Wtrd «udh durch eine idolche SpeciaHsirvng der Taii- 

^ential-Affinitäl keineswegs angedeutet, dass die unmittelbare Umgebung des (^unctes ~ 
Sich in bestimihter Weise umformen soll beim Uebergang zu der ihr nach der gegebenen 

¥erVirdn^t&6hfiift analogen Umgebung des Punctes 4ZL ofi sondern bloss, dass die Umfor- 

x = a y — *^ 

mung der Umgebung des Punctes ^ ^ eine bestimmte Besiehung zu ihrer Yergrösserung und 

T^rsMBung haben solL Wir erkenkien hieraus nach $. 15f, dess sioh vor des ttnrigeB Spe^^ 
Mrifsirangert der Taufenlial- Affinität ab interessant besonders diejenigen ausc^ichnen^ woMI 
wir ihre Umformungs-Stärke y besttmaabm 

9^ 914* Der sb elMii aiigefebene Utetersdiied zwkoben deil genanpte* 3 fipeMdalisiivings- 
Arteti 'ümft Tangential-Affiaität hat auch einen grossen Einfluss auf die grössere oder ge- 
fliigdi^ Xelchtigkeit der Beantwortung der in ^. 208 gestellten 'Frage , welches diejenigen 



IV. Die TM^MlMlitAftiiittM* Üb 

Cornea f(yy) v=o nad F(xy) 39 # sei^n, ^eUht na«b mtr ^egelPMei) y^mi^iinflMhiift 
F^w*??**^^ correspondireii und dabei eine gegebene Spedalisirang der Tan^enti^rl - AfB- 

nit§t Q(ABCDBG) = erfällen soüetL Dran es sei erslens ^n«mte SpteciialisiFung dte 
Gleichung A— E=o oder überhaupt eine solche Bedingung, wodurch die gegenseitige Cor- 
respondenz der unmittelbaren Umgebungen der Curven fixf) = und F(x'yO = 0, so lange 
sie an sich betrachtet wird, nicht näher specialisirt wird, sondern wodurch bloss eine ge- 
wisse Beziehung^ welche diese gegenseitige Correspondenz zu den gerade benutzten Coojdi- 
naten-Axen hat, angegeben wird. Da alsdann die Wahl derjenigen Curven /(xy) = und 

F(x'yOc»ia, mlak^ wir «» Am r/endbitdeiau iiaflh der YarwandUthtfl l?^^T2 ~ 
V j ^ ' "^^ F(xyx'yO = ^ 

gegenseitig correspondirenfjcn ^jßjfvfiä if^ttf Ist 4er fiege^ef^ipi 9^ingung A— E=:o auswählen 
sollen, von der Lage der Coordinaten-Axen abhängig ist und eine andere wird, sobald wir 
die Axen XOX' und TOT^ durch andere Axen ersetzen, so dörfen wir jetzt keineswegs nach 
&. 14 ^rcb iCteß Amdr^nmg v^ova CMrdja^l^-Puacten 4 Arbiträre yi die gegebeneii Ver« 
wfiidj|sQ)kf^-firleti<diiingen einfQliren ui4 letztere didurdi Are^einfaieiien ; .deM es wurde «k« 
fliolßhe Aenderung von Coordinaten-Punoten zur Folge haben^ dass wir d^e Ai^twort auf eine 
neue Frage erhielten , in welcher die gegebene Bedingung Q(ABCDE6) = durch eine an- 
dere Bedingung Q'(ABCDEG) =3 ersetzt wäre. 

§. 213, Es besitz^ dagegep ;ipwei(eni; die geg/ebep^ ^pecjialisiruflg OCABCOJEG) ,= p 
die Form B— D = o oder überhaupt die von irgend einer anderen Bedingung, welche zur 
zweiten Classe der in $• 211 untersuchten 3 Specialisirungs-Arten gehört. Da alsdann durch 
die gegebene Bedingung eine bestimmte Weise angegeben wird, in welcher die unmittelba- 
ren Umgebungen der Curven /"(xy) =0 und F(;x'yO= correspondiren sollen, so gibt es 
unter den verschiedenen nach der gegebenen Verwandtschaft correspondirenden Curven-Paa- 
ren bloss ^iq ^n^iges^ welches die Antwort auf die gegebene Frage gibt; und es ^i]l€^ 
diese beiden Curven die nämlichen, wenn auch die Coordinaten-Puncte geändert werden. 
Wir dürfen alsdann zwar den Complex dieser beiden Curven fixj) = und F(x'y^) = in 
beliebiger Weise versetzen und vergrössern, d. h. wir dürfen dann zwar die 2 unseren ho« 
moelementischen Systemen xy und xV gemeinschaftlichen Coordinaten-Puncte durdi 2 ai^- 
dere Coordinaten-Puncte cyrsetzen und dadurch die gegeheinen Yerwandtschafts- Gleichungen 

ffxyx'v'^ "^" 

Jr^ ' : 1, durch Einflfarmg von 4 Arbüriren vereiaiaiAen. Indessen dürfen wir dann 

mit dieser Vereinfachung nicht weiter gehen und 4+4 Arbiträren einfC^(iren, ,da4o(]rch 4^ 
wir die Poordipatc)p-P^^c.te von ^ pn^ ^ie von x'y^, beide für sich geciondert änderten. ., 
$. 214. Wenn endlich drittens die gegebene Bedin^ng Q(APpD]ß6) =7 p dij^se ipL 
dass die Umformung, wodurch die Gurve /(xy) =? zur Curve F(x^) = wird, im ganzen 
Umfang der Curve f(xy') = o eine bestimmte Stärke yssF besitzen soll, «0 i4fjrf^ i^M.^M 
lange bloss nach der/oundyrgeg^iseitig.^orresp^MidireB^en Ciurven /tq^)=so und F(x'yOsso 

gefragt wird , die gegebenen Verwändtschafts-Gletchungen ^^^ ^J ^ durch Einführung 

rou 9 .ArJ4)räre9 lYiN^iiiCiHdM«« iß, hi^^ AKicb $. Iß iifi ,djwrft|i ,^ V^W^ivtlfWba/gt nfgedeo- 
f^ ]^x^^4kii^iemu 4le WtopH^te MfAbt^ Wäre I^^OfO» nicht Ifloffa nafth ,f|^ l'qrfp ^ 
Curven /(;xy)=:o and F(x'yO = 09 a#ndem auch nach deren Lage und Grösse gefragt, so 

Mrimmk ram d«nB mdm^m^ «dass wir d|e gßpUmM .GMflhvi^^ Frxyi^ ^'"'^ 
Einfühmng von 8 Arbiträren verdnfao|ien nm die Antwort zu finden ; indesse$ müssen wir 
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alsdann nachher, damit das vorMufig erhaltene Cnnren-Paar fixj)=^o und F(x'y')=so die 
wahre Antwort gebe, die 4+4 eben eingeführten Arbiträren wiederum hinwegschaffen , da» j 
durch dass wir von den neuen Coordinaten-Puncten von xy und von den neuen von xfj^ n ! 
den vorigen von xy und x*^' beziehungsweise zurückkehren. 



V. Curven mit constaDter Umformung^ -Stärke ihrer 

unmittelbaren Umgebung. 



$. 215. Die in $.214 betrachtete Bedingung , dass die Umformungs* Stärke der Tan- 
gential-Affinitfit einen bestimmten Werth F besitzen soll, kann, da jede Af&nitit nach $. 154 

1 y =zr 

zwei verschiedene Umformungs-Stärken y und y' ^ - besitzt, sowohl in der Form ' . 

y'= r 

als in der Form ' geschrieben werden. Es sind nun aber diese beiden Bedingungen im 

Allgemeinen von einander verschieden, auch dann noch, wenn man — was im AUgemeinea 

der Fall sein wird — unbestimmt gelassen hat, welche von den beiden Umformungs-Starken 

man durch y^ welche dagegen man durcii y' andeuten wolle. Denn lassen wir z. B. die an* 

x'=2x 
bestimmte Transformation ^ in Bezug auf diejenige Ausdehnung der primitiven Figur, 

welche senkrecht zur Axe YOY^ stattfindet, constant bleiben , dagegen die senkrecht n XOZ' 
stattfindende sich ändern und bei der successiven Annahme von 

7^ = 1 ^5=2 r = 3 

die verschiedenen Affinitäten 

x' = 2x x' = 2x x' =*2x 

7^ = 27 y' SS 4y y' = öy 

successive darstellen. Die Affinitit erleidet alsdann eine stetige Aendemng ihrer Nator. 
Wenn wir dagegen, nachdem wir zur Umformungs- Stärke 2 gelangt sind, diese Umfor- 
mungs-Stärke, welche wir vorher als ;^=2 betrachtet hatten, auf einmal als ^=2 betrachte- 
ten, so worden die bei einer solchen Annahme 

y=l y = 2 y' = 2 y'=3 

^haltenen Affinitäten 

x' = 2x x* = 2x X' = 2x x' = 2x 
y' = 2y y' =s 4y y' = T l' = I >< T 

eine nicht stetige Aenderung unserer primitiven Affinität darstellen. 

Wenn daher die Tangential-Affinitit eine bestimmte Umformungs-Slärke P besitzen soll, 

so wird hierdurch verlangt, dass ihre beiden Umformungs-Stärken entweder durch die Bedin- 

_ 1 

V =s r ^ — J^ 

;gmig ' . oder aber dturch die Bedingung bestimsrt vrerden soUflB, und es ist 

7^ = 1. y"—- 

7 ' 7 



V. Curren mit constanter UniformuDga-Stärke ihrer unmiUelbarea üqpgebuo^. 137 

daher die Yerlangte Bedingung eigentlich diejenige 

welche den Complex der beiden vorigen Bedingungen darstellt. Und da die erstere voti 
letzteren beiden Gleichungen nach Bntwickelung die Form 

y»- (r + p)y+l =0 oder ?^ ==: r+-p 

annimmt, so können wir die fragliche Bedingung auch tn folgender Form 

schreiben, was bestätigt wird durch die Bemerkung, dass genannte Gleichung y + Z 
SS r + •«. sowohl bei der Bedingung* ' als bei der Bedingung ' . auch betrach- 

tel werden kann als eine aus genannter Bedingung durch Addition beider Gleichungen her- 
vorgehende Resultante - Gleichung. 

S- 216. Stellen wir uns, in Bezug auf die so eben betrachtete Specialtsimng der Tan- 
gential -Affinität nochmals die Frage, welche wir schon $. 20B in Bezug auf den allgemeinen 
Fall irgend einer anderen Specialisirung 0(ABCDBG)=o untersuchten. Vereinfachen wir so- 
dann die Frage noch weiter durch die Annahme^ dass die gegebene Verwandtschaft »V^/ ^ 

die Collineation sein soll. Bs ist also unsere Frage folgende: 

Welches sind diejenigen nach irgend einer allgemeinen Collineation 

dz-|*ey+l ^ dx+ey+1 

correspondirenden Curven f(xfy = o und F(xV) = o, bei deren gegenseitigem Uebergang 
die stattfindende Umformung ihrer unmittelbaren Umgebungen eine bestimmte Stärke F be- 
sitzt, d.h. bei welchen die Taogenlial-Affinität im ganzen Umfange dieses Curven^Paars stets 

1 1 

der Bedingung y+- = Fj-^ unterworfen ist? 

$. 217. Wir fangen damit an, dass wir die gegebene Verwandtschaft nach f. 314 we- 
gen der speciellen Natur der gegebenen Bedingungs-Gleichung (}(ABCDB6) = o von allen 
ihren 8 Unbestimmten durch Einfährnng von 8 Arbiträren befreien und naeh f. 15auf diePemi 

y' y i ^ 

i j^ x' = 



z' z x+1 

reduetren. Und zwar braucht die in dieser Weise aus der gegebenen hemoelementiMheii' 
Verwandtschaft erhaltene neue Verwandtschaft hier nicht dieiemenftach su sein wie in fVlS,^ 
sondern sie kann homoelementisch bleiben, da es nna hier nach |» tl4 erlaubt ist, die Ver- 
wandtschaft selbst zu ändern, wenn nur die Antwort die nämliche bleibt Bs ist indessen zur 
Erlangung des Besultats nicht ndthig, mit der Vereinfachung der gegebenen Verwandtschaft 
ßo weit zu gehen, wie wir dieses eben thaten, sondern es genfigt schon diejenige Ver- 
einfachung, wodurch wir unserer Collineation eine collineäre I^ige geben und sie unter 
Form , ax — x' 

Zf= -z r X = 



bnngeiL 



dx+ey+1 * . dx'+ey'— a 

' dx+ey+1 djr+ey'-a 



18 
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$. 218. Drücken wir Jetzt die gegebene Bedingung /+-= r+-» ab eine die Co^ 

MBcienten der Tangential-AfBnitflt verbindende Gleicbung 0(ABCDE6) = o ans. Wir erhal- 
ten Uerfar nacb $. 167 

A^4-B»4-D^-hB^ _ r i 
AE-BD ~ ^'^T 

Und wenn wir daranrachten, das« diejenige Argumentation, wodurch wir in §• 152 und $. 153 

ans dem Ansdmclc einer Affinität ^ „^ ^ ihre Umformungs-Stärke y ableiteten, un- 

geändert bleibt, wenn wir die Grössen x^xy ABCDEG beziehungsweise durch xyzY 
A'B'C'D^E'G' ersetzen, so erkennen wir^ dass die zweite Gleichung Q'CA'B^CD'E'G') = o, 

wodurch wir die nämliche gegebene Bedingung /+- ss T+j; nach $. 209 weiter ns- 

drficken mössen, in unserem Falle eine mit der vorigen Gleichung Q(ABCDEG) = o in der 
FQian AbereJJutijBmende Gleichung Q( A'B'C'D'E'GO := o ist, nämlich folgende 

Wir mössen nun weiter die CoeiBcienten A, B etc. als Functionen ^iafl} , ^^iußy ete; der 
CoordinatenxWerthe a und ß^ und ebenso die Coefficienten A', B^ etc. als Functionen /h'C^ß^ 
ili^Ca^ß^y «to. der beiden anderen Coordinaten.Werthe des Tangential -Elementes ansdirucken, 
damit wir so die erhaltenen Gleichungen 0(ABCDEG) = o und Q(A'B'Ca)^'GO = o in zwei 
Gleichungen von der Form f(aß)^sso und Fia^ß'^^o beziehungsweise «mforarai können. 
Aus dem in §. 187 für die Tangential<*Afflnitat einer Collineation mit collineärer Lage gefun- 
denen Ausdruck erkennt maUf dass hier ist 

a(/ge+ 1) ^_ -aae ^_ -affd a(d«+0 

^~ {Aa^^j^iy (da+e/?+l)2 ~ (da+e^+ip ^~ C<*«+«i»+l)* 

sodiBsa unsere Gleichung Q(ABCDEG) =s o folgende Form annimmt 

(d^-he»X«»+/?0 + 2(da4-e/y-hl) _ j, 1 
da+ej»+l _ I + j. 

Und in ähnlicher Weise erkennen wir leicht, wenn wir aus dem zweiten Ausdruck unserer 

CoMneaHon *~^'*5[2 »hre Tangential - Affinität herleiten, dass die zweite deichmg 

QCA'B'C^'B'GO s folgende andere Gleichung liefert 

Cd^+e«)(ii^»-f/g^^) - 2a(d«^+e/y-a) _ « l 
-a(d«'-f-eiJ'-a) ~ T 

Wenn wir endUeh in den erhaltenen CBeichungen fiaß)9zo und F(4i'^)sao die un bnsH am 
ten G^oidinaten-Werthe aßu^ß^ beaiehungsweise durch die Coordinaten zyxY aettst cndatn, 
erhaHen wir f Qr die ftn^^icken 2 Darren ^xy) s o und F'Cx'y') » o folgenden Ansdrudt 

(d«+e«Xx^+y^ =; (dx+ey+l)(r+p-2) 

^![!±±"^(x«+y^O s= C^t'+ey^-aDtr^ jr- 2) 
welchen wir, da man hai 

r-hy-2s — j. — ^-— r~ 

auch in folgender Form schreiben können 
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d*+e« 

§. 219. Zar Probe des Resultats können wir in der Gleichung der zweiten Cunre 
F(x'yO = o <Ii® Coordinaten x' und y' durch die mit ihnen nach der gegebenen Collineation 
beziehungsweise identischen Functionen ersetzen, und es bringt alsdann die so erhaltene 
Gleichung „p ax ay -i 

Ldx+ey+l ' dx+ey+lJ ^™ 
die Gleichung der ersteren Curve f(xy) = o wiederum hervor, da die Curven F(xY3 == o und 
f(xy) = der Annahme znfolge mit einander nach der gegebenen CöDineation correspondi- 
ren müssen. 

§. 220. Wir haben im Vorigen zur Erlangung der Curven f(xy) = o und F(xy) = o 
die Methode von $. 209 «ngeweadet. Wir können aber in unserem jefeiigen Falle, w tya 
der speciellen Form der gegebenen Verwandtschafls-Gleichungen 

f(xyx'yOsx'(dx+ey+l)-ax = o F(xyx'y') sEy'tdx+cy+l>-ay s= o 
uns auch der Methode von §• 207 bedienen, und die in der gegebenen Bedingung 
0(ABCDB6> s=s o verkommenden CoöfHeienlen nftleisl desjenigen Ausdrucks der Tangential- 
Affinitfit besfhnmen, welchen wir In j. 187 am der unmittdbaren Diflteentiatioo der filek- 
chungen f(xyx'yO=o und F(xyxY)=o selbst herMlelen. Denn, wenngleich die in dieser 
Weise f&r die Coöfficienten A» B etc. erhaltenen Werthe 

da4*e/K+l Aa^eß^l dm-^tß'hl Aa^eß^i 

alle 4 Coordinaten-Werthe aßa^ß^ enthalten, so verschwinden deMMh die blois in den Nen- 
nern vorkommenden Grössen a und ß ans dem Quotient» 

A^+B^-fP^+E^ _ (d^4-e^(a^^-fy^)-2a(dtt^4-eff^->a) 
AE-BD ~ -aCda'H-ejS'-a) 

sodass die genannte Bedingung QcAJBCOEG) = o uns unmittelbar die gesuchte analoge Curve 
F(xy3=50 liefert. 

$. 221. Aus der Form der fQr unsere Curven f(xj')=o und F(iff) = o erhaltenen 
Gleichungen erkennt man, dass beide Curven Kreise sind^ und dass sowohl das Centrum des 
primitiven als das des analogen Kreises sich in der Geraden dy-e^=o .befindet, d.h. in 
dem vom CoUineations-Centrum oder vom Coordinaten-* Puncto auf die Collineaiions-Axe 
dx+ey+l— a =.o gefsüllen Perpendikel. Da ferner die Centra unserer Kreise von diesen 
Collineations-Centrum beziehungsweise folgende Entfernungen 



nnd die Längen ihrer Radien beaiehmf sweiae fiaig«ide WerÜie . 

J^-t ^ Vr ^^^^^' 1 - r ^^^'^' I ^ 1 



arVd^+e^ L2rVd2+;e^J L2rv2H^ v^'+r^^* 



besitzen , eo eikenit mn», dass «neere Krtiie dir nämMehen sind , Miclie vor schon i» 
9* 14(1 nnlemchten, nnd welche, dem 4orl Oeflmaenen snibige, die BigenadhaR bevi^ 
Ken, dass sie, insofern man jede Curve (Br sich belracMel, keinertd Umfbrmnng ertoMeai^ 
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wenn die primitive Curve in die analoge flbergeht, da beide Conren Kreise, d. h. ibnlicke 
Curven sind. Die nfimlichen Curven besitzen, dem jetzt Gefundenen zufolge, die andere Ei- 
genscbaft, dass die Stärke y derjenigen Umformung, welche die unmittelbare Umgebang ir^ 
gend eines Theiles des primitiven Kreises, wenn sie in die ihr nach unserer Coüinealion 
analoge Umgebung des analogen Theiles des analogen Kreises übergeht, erleidet , bei jedem 
Kreise einen bestimmten Werth T besitzt. Und zwar gibt es für jeden Kreis nur einen ein- 
zigen solchen Werth der Umformungs-Starke seiner Umgebung, und dies gilt für den ganzei 
Umfang desselben. Denn da bei der Collineation jeder Punct der primitiven oder analogen 
Figur bloss mit einem einzigen Puncte der analogen oder primitiven Figur beziehungsweise 
correspondirt, so sind die oben erhaltenen Curven f(xy)=o und F(x'yO=o bier keine na- 
eigentliche, wie sie nach §.210 bei einer Verwandtschaft höheren Grades im Allgemeinen vor- 
kommen, d. h. welche 2 oder >2 verschiedene Umformungs-Stärken F, P, P'etc. in ihren 
yerschiedenen Zweigen beziehungsweise besitzen, sondern jeder bestimmte Kreis besitzt in 

seinem ganzen Umftiage bloss ein einziges bestimmtes Werthe- Paar Fund ^seiner beiden 
UmformuQgs-Stftrken y und >^5 -. 

§. 222. Es sind nnn aber die erhaltenen Kreise f(xy) = o und F(x^ = o keines- 
wegs die Antwort auf die in $• 216 ursprünglich gestellte Frage, worin die VerwandtschaR, 
wonach diese Curven correspondiren sollten , die allgemeine Collineation 

dx+ ey 4- 1 dx-hey+l 

war, sondern sie stellen die Antwort auf die einfache Frage dar, worin die vorige Ver- 
wandtschaft sich zur einfacheren 



dx+ey + 1 ^ dx + ey+1 

specialisirt hat. Damit also unsere vorläufige Antwort zur eigentlichen werde, müssen wir 
den erhaltenen Ausdruck unserer Kreise durch Wiedereinführung der hinweggeschafften 5 
Unbestimmten bcfgh verallgemeinem. Wir brauchen aber dabei nicht in analytischer Weise 
zu verfahren, sondern wir können das gesuchte Resultat auch in einfacherer Weise durch 
eine rein geometrische Betrachtung erhalten. Denn diejenige Verallgemeinerung unserer Col- 
lineation, wodurch wir ihre collineäre Lage aufheben, können wir nach $. 150 Nro. 2 be- 
trachten als die HinzufSgung einer beliebigen Versetzung der primitiven Figur vor ihrer coU 
lineSren Umformung und einer beliebigen Versetzung der analogen Figur nach ihrer Umfor- 
mung. Es ändern nun die Kreise fCxy) = o und F(x'y')=o bei dieser VeraDgemeinerung 
ihre Lage. Und auch die vorher im Coordinaten . Puncte zusammenfallenden zwei Collinea- 
tions-Centra entfernen sich bei dieser Verallgemeinerung beide vom Coordinaten. Puncte 
mid überdiess von einander. Und so auch nehmen jetzt die Geraden 

dy^ex = o dz4-ey+2 s= o dy'-ex' = o" v dx'+ey'— 2a = o 
eine andere Li^ ein, als yorher. Und zwar erleidet dabei deY Kreis f(xy)=o, da er einen 
Theil der primitiven Figur darstellt , die nftmlicbe Versetzung vrie die 2 ersteren von diesen 
4 Geraden, während ebenso die Versetzung des Kreises Ftx^f') = mit der der 2 letcteren 
von diesen 4 Geraden übereinstimmt, sodass die Kreise fCxy) = o und FCx^yO^o in Bezug 
auf die 2 ersteren mid die 2 letzteren von diesen 4 Geaaden ihre Lage besiehungaweise nfr- 
Terindert behalten. Wir erkennen daher nach %. 142, dass die gesuchte Antwort anf die 
^prs^nglich gestellte Frage fblgende ist: 



<R9«M«nMM 



y. (Aiiren mit GOQtUnter Umformaog^Uirke ihrer uainittdba^^^ l4t 

Von demjenigen Pancte '^ welcher das Collineations-Centrum der primitiven Figur 

darstellt, fifille man ein Perpendikel auf die Gegen-Axe dx+ey+l= o; man ziehe alsdann 
eine mit dieser Gegen-Axe parallele Gerade, welche von genanntem CoUineations- Centrun 
doppelt so weit entfernt ist, als die Gegen-Axe selbst von diesem Collineations-Punct entfernt 
war; man nehme endlich den Durchschnitts-Punct dieses Perpendikels und der Geraden zum 
Coordinaten-Punct B und das Collineations-Centrum zum Coordinaten-Punct A eines gewissen 
Coordinaten-Systems X§a. Die verschiedenen Kreise alsdann, welche bei allmähliger Vermeh. 
rung der Unbestimmten p durch die Gleichung X = p^ in diesem so bestimmten System Xf$ 
ausgedrückt werden, stellen die verschiedenen gesuchten primitiven Kreise dar. Fällt man 

x'=a' 

weiter von demjenigen Punct ^ ^, welcher das Collineations-Centrum der analogen Figur 

darstellt, ein Perpendikel auf die andere Gegen- Axe 

(dg-eOx'+(ae-bd)y'+(bf-ag) = o 
und bestimmt man in ähnlicher Weise 2 Coordinaten-Puncte A' und B^ eines zweiten Coor- 
dinaten-Systems X'fi\ so drückt die Gleichung ^'=pV die verschiedenen gesuchten analo- 
gen Kreise aus. 

$. 323. Nehmen wir die im Vorigen angestellte Untersuchung noch einmal vor , jetzt 
aber in Bezug auf eine andere Verwandtschaft, und stellen wir uns also die Frage: 

Welches sind diejenigen nach einer gegebenen Verwandtschaft von der Form ^ ^^ 

y — ^;fn(xy) 

correspondirenden Cnrven f(xy) = o und F(xV) = o, deren unmittelbare Umgebungen 

wiederum, während sie in einander übergehen, eine Umformung der bestimmten Stärke F 

erleiden, d. h. bei denen die Tangential- Affinität vriedenim der Bedingung y+ — =: r+ tt 

unterworfen ist? 

Die Gleichungen unserer Verwandtschaft sind schon in der gegebenen Form so einfach, 
dass es jetzt nicht nöthig ist, sie nach $.214 durch Einführung von 8 Arbiträren zu verein- 
fachen, sondern wir erkennen unmittelbar aus dem in $. 188 erhaltenen Ausdruck der Tan- 
gentiaUAffinität unserer Verwandtschaff, dass die gegebene Bedingung 

A2+J2J-D2+B2 _ « 1 

AEüßü ~ ^ "•■ r 

hier folgende Form annimmt: 

und wir erhalten daher sogleich zur Antwort, wenn wir in der erhaltenen Gleichung f^aßysso 
die m und ß durch x und y beziehungsweise ersetzen, dass die verlangte primitive Curve 
fCxy) = eine Ourve des [2(n- 1)]<» Grades ist. Wenngleich nun die erstere von den 
verlangten 2 Cnrven, dem Vorigen zufolge, sich ganz leicht finden lässt, so ist dagegen 
die zweite Cnrve F(x^O = o im jetzigen Falle nur schvrierig oder gar nicht zu finden. 

Denn unsere unter der Form ^^^^^ gegebene Verwandtschaft ist im Allgemeinen aaf 

den Ausdruck -"^L/L^ *« algebraischer Form nicht redncirbar^ sodass die Methode von 

$. 209 fftr diese zweite Cnrve liier nicht anwendbar ist Und ans der ntalichen Ursache 
würde es ona hier auch niektt helfen, wenn wir nach S* 219 die zwdte verlangte Cnrve «np 
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der üchon erhalten&n ersten Canre fCzy) as o hersuteiten seeMeii dadurch , dass wir die nä 

der Curve f(xy) ;sp o nach der gegebenen Verwandtschaft j?^JI^ ^ correspoadirauie 

Maloge Cnnre F(x^O =^ o svebten. Denn bei einer Verwandtschaft von der Art wie num 
Ist nach f. 9 die Gleichung der analogen Curve aus der der primitiven nur schwierig oder 
gar nicht herzuleiten. 

S» 224« Ersetzen wir jetzt unsere Verwandtschaft . ^^^) durch folgende en- 

fcchere x^ as= ^at^) = ax^+hf'+cxy+dx+ey+g 

y' = ;r2(xy) s Ax2+By^C3cy+Dx+Ey4-6 
Aus dem in {. 188 erhaltenen Ausdruck der Tangential- Affinität dieser Verwandtschaft er- 
kennen wir leicht, dass die gesuchte primitive Curve /^(xy)=o eine Curve des [2(2-lJ}teo 
Grades, d. h. ein Kegelschnitt ist, und zwar folgender: 

(2ax+cy+d)2+(2by+cx4-e)^+C2Ax+Cy+D)2+(2By+Cx+E)2= . . . 

. . . 55S [r+-j^lx[(2ax+cy+e)(2By+Cx+E)-(2by+cx+eX2Ax+Cy+D)] 

sodass dieser Kegelschnitt, so lange die gegebenen Functionen t^2 ^^^ Xi ^^ aDgeneiiei 
sind und daher jede Unbestimmte enthalten , auch selbst ein ganz beliebiger und unbe- 
stimmter Kegelschnitt sein muss und sich keineswegs auf dnen Kreis oder eine Parabel re- 
duciren wird. 

$. 225. Gehen wir mit der Vereinfachung unserer Verwandtschaft weiter, ond be- 
trachten wir die Verwandtschaft 

X' = X s ci+x)»+y» y'= A* s (i-x)»+y^ 

Wir erkennen nach $. 188, dass das ConstantUeiben der Umformungs-SUrke durch fo|feode 
Gleichung auszudrucken ist 

woraus wir für d!e gesuchte primitive Curve f(xy) = o erhalten 

x^+y^+l 5» (r+-j;) X y 
d. h. einen Kreis, welcher folgende Gltichnng 

und daher folgende B^ifeiischafl besitzl; Das Centrom unseres Kreises befindet sich in der 

Coordinaten-Axe YOV\ und zwar im Puicte x;;^o yss^-i^r -h-p V und die Länge sei- 

nes Radius hält das geometrische Hitte! zwischen der um die Längen -Einheil vermehiteB 
und der um dieselbe verminderten Entfernung des Centrums vom Coordinaten - hmcte 0; 
d. h. die Entfernung des Centnims von Irgend einem Pancte des Kreis -Umiknges bilt in 
geometrische llittel zwischen den Entfernungen des nämllehen Oentranis von den Pncte» 

^^^^ . und ^ ^^ ® sodass, wenn letztere beide Puncte zu Cöordinaten-Puncten A and B 

»fq=34.l y=s*-l ' 

eines Systems Xfi genommen werden, unser Kreis (Coor: $. 233) durch die Gleicbofl«^ 
^' = /^±iY ausgedrückt wird. 

f. 226. Wenn wir fcei unserer so eben befracfttelen TerWandtschaft die vorige ümfo^ 
Wiings-Särke -fT durch die andere -F/und daher aUch dier vorige Bedingung 
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y + - =s +(r+jr) durch die andere y+- =s -(f+y) 

ersetzen, so erhalten wur «^ da fkberiiiupt, sobald in der Frage von f. 208 die g«|febene 
Bedingung Q(;ABCDE6) = o durch eine andere Bedingung Q^(ABCDB6) es n» eraetst wird, 
auch die Gurren fCxf) = o und F(x^y^) = o im Allgemeinen sich amieni •-<- einen Kreis 

welcher nwar mit dem yorigen Kreiae in Bezog auf seine abrigen Eigenschaften Aberein^ 
stimmt) jedoch darin von ihm Tiwschieden ist, dass das Cenlrnm sich jetzt im Pancte 

X =: y =2 — 2(^+ 70 befindet, während überhaupt die Lage des Kreises in Bezug auf 

die Coordinaten-Aze XOX' gewechselt hat, sodass der jetzige Kreis beziehungsweise oberhalb 
oder unterhalb der Axe XOX' zu liegen kommt, jenachdem der vorige Kreis unterhalb oder 
oberhalb XOX^ gelegm hatte. 

S. 227. Die gesuchte analoge Curve F(x'yO =3 o > welche sich nach $. 223 , se famgi 

unsere Verwandtschaft die allgemeine Form , : \? hatte , nicht wohl findeh Hess , ist 

dagegen jetzt^ wegen der mit dieser Verwandtschaft angestellten Vereinfachung, leicht zu fin- 
den. Denn wir können sie anmittelbar aus der schon gefundenen primitiven Curve /![xy)=o 
herleiten dadurch", dass wir die mit dieser primitiven Curve nach der gegebenen Verwandt- 



die primitive Curve im Coordinaten-System Xfi ausdrücken uhd alsdann in der so erhaltenen 
Gleichung f(xy) s Fi^fO = o die Coordfnaten X und fi durch x' und y' beziehungsweise 
erseHen. Nnn ist aber eine Gnrve, welche wie unser Kreis 

x2+y2+i = +(r+^) X y oder fCx^ y, +r) = o 

durch die Coordinaten-Axe XOX' nicht symmetrisch getheilt wird, nach Coor. $. 230 im 
System Xfi nicht ausdrückbar, so lange wir nicht dieser Curve eine zweite in Bezug auf XOX' 
symmetrisch mit der vorigen liegendoi hinzugefügt haben. Wir müssen daher unsere vorige 
Curve derch die 2-cwmgJge Cwe 

fcx, +y, +D X fft -T, +r) = 

welche sich nach dem Vorigen im jetzigen Falle auch als 

f(^ 4-y, +r) X ft«, +y, -D st o 
betrachten lisst, ersetzen. Und wenn wir aledami den Oomplex dieeer 2 iEreite 

oder nack Bntwickelung 

(x«+y^+l)*- Cr+4o'xy2= o 
im Sfrteaa 2^ anaMdrai md in der nach Ceor. $, ttS9 mitirileiien Gleidnnf 

die Coordinaten 1 und ^ durch xf wad Y beiiekeapsweiie eraeleen) ao mMUm wir Ar dttei 
gesuchte analoge Curve 

[2Cx'+yO?+ir+-^]^x((x'-yO*-8(x'+yO+iq = j ^ 
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d. b. einen Kegelschnitt, dessen Form sich keineswegs zu der eines Kreises oder ein^ 
Parabel specialisirt hat, sondern dessen Lage sich specialisirt liat durch die Bedingong, dasi 
die eine Axe des Kegelschnittes die Gerade x— y^o und die andere Axe eine mit z-f j=o 
parallele Gerade sei. 

Es ist nun aber zu bemerken , dass die erhaltene Curve eine durch F(x^ y^, ±0 = o 
auszudrückende uneigentliche Antworts - Curve ist, wie wir sie in $. 2 10 betrachteten, d. h. 
weiche zwei verschiedenen Specialisirungen der Tangential - Affinität 0(ABCDEG) = o oid 
0^(ABCDEG) = o genögt Denn nur insofern wir unseren Kegelschnitt als mit dem zoerä 
gefundenen Kreis f(x, y> +r)=o correspondirend uns denken, ist er als F(x%y^, +F)=o 
zu betrachten, dagegen als F(x\y\ — r)=:o, insofern er als aus dem Kreise /tx,y,— jr)=o 
hervorgehend gedacht wird. 

$. 228. Lassen wir die im Vorigen betrachtete Bedingung yn — :=r+ ^ nngefinderty 

ersetzen wir aber die vorige Verwandtschaft nochmals durch eine andere, und zwar durtk 
folgende xx' s= 1 yy' = I 

Aus dem in $. 188 gefundenen Ausdrucke der TangentiaUAffinität dieser Verwandtschaft er- 
kennen wir, dass die gegebene Bedingung liier auszudrücken ist durch 

A«-hE^ = ^ "«0 "^ V i^y ^ . /g*H-«» _ p 1 

woraus wir für die gesuchte Curve /iCxy) = o erhalten 

(x2-rxy2) X (x^- jr X y«) = 

d. h. eine Curve vierten Grades, welche sich auf den Complex der 4 den Coordioatea-Pbiict 
durchstreichenden Geraden 

XX'= 1 

reducirt hat. Und da die gegebene Verwandtschaft ^ in Bezug auf xy und x^ gani 

symmetrisch ist, sodass die durch Aenderung der Accentuirung erhaltene Verwandladiaft 

x'x = 1 
^ mit der gegebenen identisch ist, so erkennen wir, dass die gesuchte analoge Curve 

F(x'yO = o im jetzigen Falle die specielle Form f(xVD=^? besitzt und den nftmlichen Com- 
plex von 4 den Coordiaaten-Punct durchstreichenden Geraden 

ausdrückt. 

S* 229. Verallgemeinem wir die Torige Verwandtschaft zu 

x' = X" y' = yn 

Nach {. 188 erkennen wir, dass das Gonstantbleiben der Umformungs-Stftrke jetat durch 

anagedrückl wird und dass daher die gfesodile (k^mßxj^^^ o folgende ist 

« i 

(xn-t— rxyn-') X (X»-»— -ixy»-') = o 
welche Gleichung wir, welm n<o, besser in folgender Form schreiben 
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während wir ausserdem, wenn darch n eine ungerade Zahl angedeutet wird, in jeder von 
diesen beiden Gleichungen jeden von den beiden Faotoren auf s Neue in iwei Factoren tren- 
nen und uns z. B. die erstere Gleichung in folgender Form vorstellen können 

x"»^+(Vr)y 2 J X Ix 2 -(VJ^)y * Jxl(^r)xx-+y t Jxl(Vr)xt -y"^J a: d 

Ist also n eine positive oder negative gerade Zahl, so besteht der reelle Theil der gesuchten 
Curve /|[xy)= aus 2 den Punct durchstreichenden Geraden; ist n ungerade, so enthAll 
f(xy) = 4 reelle Gerade , welche den Punct durchstreichen. 

S. 230. Wir haben im Vorigen bei verschiedenen Verwandtschaften jy*??.^ ^ 

diejenigen mit einander nach einer solchen Verwandtschaft correspondirenden Curven f(xjys=Q 
und F(xy)=o gesucht, bei welchen die stattfindende Umformung der unmittelbaren Umge-> 
bung der Curve f(xy)s:o ein beliebig ausgewihltes Paar von Umformungs-Stirken hatte; 
und zwar haben vrir uns dieses Paar nach $. 216 als durch das eine oder andere von den 

beiden Gleichungen-Paaren ' oder 4 gegeben gedacht ; den Werth der GrftMe 

r jedocb haben wir dabei unbestimmt gelassen. Betrachten wir nun insbesondere dasjenige 
von diesen Curven-Paaren, bei welchem die Starke der stattfindenden Umformung die beiden 
Wertbe und § = ao hat. 

S. 231. Der nach $. 215 zwischen den beiden Bedingungen ^ ^ und ^ ^ statt- 

^—jT ^^ 
findende Unterschied tritt in unserem jetzigen Limitfall deutlicher bervor als in f. 215. Denn 

es bedeute nach der Terminologie von $. 165 ^ diejenige Umformung der Umge« 

bung der primitiven Curve fixj') = o , wobei sie sich , während die Curve selbst in die 
analoge Curve F(xY) = o Abergeht, unendlich zn der sick indemden Curve zusammen» 
zieht, d. h. wobei ein unendlich kleines Quadrat, welches die Vereinigungs - Gerade zweier 

in der Curve frxy) = o einander zunächst liegender FOncte "^ ^ und _ ^ zo seiner Ba-* 

sis hat, beim Uebergang zur analogen Figur ein Rechteck wird, dessen eine Seite eine na- 
endlich kleine Länge der zweiten Ordnnng darslellt, während die andere Seite ein uaendlleh 
Kleines der ersten Ordnung bleibt und die Vereinignngs-Gerade der beiden analogen Pttneto 

^^Zs '"•^ ^iZIr' ^•"•®"*- ^ dieser Terminotogie wird dorch ^~*^ dtqenigeUnii* 

formnng angedeutet, wobei die Umgebung der Curve /txy)=o sich, während die Curve 
selbst in die Curve f(x'yO=o übergeht, unendUch weit von der sich ändernden Cnrve ent- 
fernt, sodass das vorige nnendlich kleine Quadrat beim Uebergang zur analogen Figur jetzt 
zn einem Rechteck vrird , dessen eine Seite eine endliche Länge hat , während die andere 
Seite unendlich klein ist und wiederum die Vereinigungs-Gerade der beiden analogen Poncte 

f. S32. 80 lange der Werth v«d F anbeatiaMBt gekafco wurde, war «na nicbt recht 

19 
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y ss: r 

deutlich, in welcben Fanden der Corve /'(X7)=:0 die ßedingfang ' | « in welchen da. 

y'= ' 

* ^ r 

I 

gegen die Bedin^giujif ^ 7 «liiHfivde. Im jetasigen Limitfali dagegen tritt anoh diese Ver« 

pchiedenheit deatlioher Kervor. Denn wenn wir nach §• 208 aus der Verbindung der gege- 
benen Verwandtschafls-öleichungen f(xyxY)=o und F(xyxY)=o mit der gegebenen Be- 

^ 11 

(Aingung 9^+- = T+v. oder QcABCDEG;) =s eine dritte endliche CHeichnng 9'CxyxY>=ifl 

herleiten und so das gesuchte Cunren-Psar f(X7)=o und F(z'y')==:o durch das System der 

^rei Gleichungen 

' f(xyx'yO = o Fcxyx'y')=o y'(xyxy) = o 

iusgedrückl erhalten, so zerfiHt im jetzigen Limitfall diese Gleichung ^(xyi^yO = o ia zwei 

verschiedene Gleichungen 

9^(xyx^0 s V^Cxyx'yO x ;:'(xyxy) =b o 
Von denen jede, wenn man sie mit den beiden Verwandtschafts^-Gleiohungen f(zyxV3==o 
«nd FCzyx'f'Jsae verbindeti eine bestimmte primitive und eine bestimmte analoge Gurre her- 
Torbringt, sodass auch die gesuchten zwei Curven fijcfi == und F(xY) = o ans je zwei 
verschiedenen Zweigen 

f(xy) = fCx,y, 0) X f'(x,y,c») = o 
^ F(x'yO s F'(x^y^ 00) x F'Cx', y', 0)= 

zusammengesetzt sind. Diejenigen 2 Zweige, welche die Curve f(xy)=so darsteDen, Bfigea 
X und L,.und die ihnen analogen K' und \J beziehungsweise faeissen. 

$. 233. Bei jeder algebraischen Verwandtschaft " ^f^JJ-^ ^ ^ pl>* ^ ^^"^^ ™^^ 

den unendlich vielen, nach einer solchen Verwandtschaft correspondirenden Curven -Paa- 
ren 2 bestinunto^ VS! vnd LL^ von welchen diese Gorrespondenz besonders interessant 
ist. Denn der die Curve K oder /'(x, y, 0) = umgebende Streifen von endlicher Breite ist 



4Mets der Bedtngimg ^, ^ unterwoifen und wird also durch die Transformation l»*^ t?^ 

/*= 00 FCxyx'y')=o 

unendlich zusammengezogen, bis er in den die analoge Curve K' oder JP(x',y^, 00) = uo- 

jBittalbar umgebenden unendlich schmalen Streifai Abergegaagen ist. Umgekehrt ist der 

die zweite primitive Curve L oder f (x^ y, od ) = unmittelbar umgebende unendlich schmale 

Streuen stets der fiedingong ^ ~ unterwerfen und correspendirt also mit dem die ana- 
loge Curve L' oder P'Cx'fy^o) = umgebenden Streifen von endlicher Breite. Jede Curve 
4er primitiven Figur daher^ welche die Curve K in allgemeiner Weise, d. h. unter einen 
Winkel von endlicher Grösse schneidet, correspondirt nach der gegebenen VerwandtsdiaS 
mit einer analogen Curve, welche die Curve K' berfihrt in demjenigen von ihren Puncten» 
welcher dem Durchschnitts -Puncte der Curve E und der sie schneidenden primitiven Curve 
entspricht. Jede dagegen in der primitiven Figur vorkommende Curve, welche die Curve L 
in allgemeiner Weise, d. h. unter einem Winkel von endlicher Grösse schneidet, wird, 
heim Uebergang zur analogen Figur, eine die analoge Curve V in senkrechter Rich- 
tung schneidende analoge Curve. Ueberhaupt wenn irgend eine primitive Curve 6 die Curve 
L entweder schneidet oder berührt, oder osculirt, oder endlich mit ihr eine Berührung von 
irgend einer höheren p»« Ordnung hat, so wird die mit 6 analoge Curve G' die Curve 
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U besiehungsweise in senkrechter oder in schiefer Richtung telmeiden oder berühren 
oder endlieh mit ihr eine Berührong von der (p — 1>» Ordnung haben ^ während dagegen^ 
wenn die pijmitive Curre 6 die Cunre K unter einem rechten oder unter einem schiefet 
Winkel adhneidel oder berührt oder endlich mit ihr eine Berührung von der p««» 0r4i 
nung hat, die analoge Cunre 6' abdann die Curve K' beaiehungaweise schneiden oder be^ 
rühren oder osculiren oder endlich mit ihr eine Berührung von der (p+1)^ Ordnung hth> 
ben wird. Umgekehrt wird die Ordnung der Berührung, welche irgend eine analoge Car^k 
G' mit der Curve K' oder L' gehabt haben mag , im ersteren Falle um eine Einheit ernie- 
drigt, im letsteren Falle um eine Einheit erhöht beim Uebergang war primitiven Figur. 

$. 234. Da die Form und Lage der 4 CarVen K, K', L, L' von der Natur der gegebe- 
nen Verwandtschaft if^I /^~o ^'^^'''fi^» ^ ^^^ ^ 1>^^ gewissen SpeciaBsimngen der 

Functionen f und F sich ereignen, dass von der vorigen Argumentation, welche sich bloss 
auf den allgemeinen Fall bezog, gewisse Ausnahmen stattfinden. Wenn z. B. die YerwandU 
Schaft nach $. 36 solche specielle Natur erhält, dass sie verschiedene Elemente von der spe- 

ciellen Form ^~* «/~^ ^^^^ ^^^ *®' ''^™ «~!^ !L~1 besitzt, so wird im erste- 

ren Falle die Curve L', im zweiten Falle die Curve K entweder ans verschiedenen Zweigen 
bestehen, von denen einer im Unendlichen liegt, oder aber es wird die ganze Curve im Un-i 
endlichen liegen und dadurch scheinbar verschwunden sein. Und das Nämliche kann auch 
bei einer zweiten von diesen 4 Curven, oder sogar bei allen vieren zugleich stattfinden. So 
gibt es z. B. bei der allgemeinen Affinität in endlicher Entfernung vom Coordinaten -Puncto 
keine einzige Curve, deren Umgebung die Umformungs-Stärke o oder oo besitzt, weil bei 
dieser Verwandtschaft alle 4 Curven K, K', L, L' sich unendlich entfernt haben. 

$• 235. Ein anderer Fall von scheinbarer Verringerung der Anzahl unserer 4 Cur- 
ven findet Statt, wenn gewisse von diesen 4 Curven zusammenfallen. Wäre z. B. die Curve 

K oder L eine Stand-Curve (|. 103) der Verwandtschaft !ff^'L?.~ ^ «o würde sie mit 

FCxyx'y') = o 

der Curve K' oder Lf beziehungsweise zusammenfdlen. Bei anderer Specialisirung der Fun» 

ctionen f und F kann es sich ereignen — wie z. B. nach $. 252 bei der Verwandtschaft 

X' ^ AX 4- Bii 4- C 

'=DxXe +6 "■ ^^ ^^ ^"'^® ^ ^^' ^ "'* ^^ ^^^ ^' beziehungsweise 

fallt. Dagegen ist es ersichtlich der Definition unserer 4 Curven zsfddge unmöglich, dass K 
mit L oder dass K^ mit V zusammenfällt, es sei denn, dass beide Cnrven sich gleichzeitig 
unendlich entfernt hätten. 

$. 336. Da der Complex der Curven K und L 

/txy) s f(x,y, o) X f'(x,y,oo3=: 
auch als die Limit-Curve f(x, y, o) = o betrachtet werden karni^ worauf irgend eine von den 

der Bedingung 7 +~ s=r+j^ genügenden Curven /iCx,y,r}s=o sich bei der Annahme 

r=o reduciit, so folgt, dass der Grad der Corvo K oder L im Allgemeinen vid niedrigar 
ist als derjenige, welcher irgend einer Curve f(x^y,r) = o bei der ntmlichen Verwandtschaft 
zukommt, da letzterer Grad im Allgemeinen die Summe des der Curve K und der Curve 
L beträgt. Und in ähnlicher Weise erkennt man , dass die Grade der Curven K' und V im 
Allgemeinen addirt werden müssen, um den Grad irgend einer Cmrve f(jf,f^r)^s -o zn 
finden. 
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$. 237. Es kann sich IndeMen ereignen, dass der Grad der Cor?e K oder L der näo. 
liehe ist, wie der, irgend einer Cnrve fcxjil^so oder der Grad von K' oder L' der nio. 
Jiehe wie der von F(x^^ y^ JT) ss o. Es wird z. B. die Cnrve L die verlangte Eigensc&ift 
besitzen , wenn diejenige Cnrve K , welche mit der Cnrve L sich zn dem Complez euer 
Cnrve f(x,7,o)ss:o vereinigt, sich nach $. 234 wegen einer speciellen Natur der VerwudU 
«ehafls-Fnnctionen f und P unendlich entfernt Denn da jede Cnrve irgend eines p*«Gnte 
fp(xy) = o anch betrachtet werden kann als durch die Gleichung 

. . . +oxP+*+oy»+»+/'p(xy) = o 
ansgedrdckt, d. h. als eine Cnrve des (>p)ten Grades, welche verschiedene im Unendlickei 
liegende Zweig-Cnrven hat, so wird der Grad irgend einer Cnrve L sich durch Hinrafagnn; 
einer im Unendlichen liegenden Zweig. Cnrve K nicht indem, da die Curve L schon tot 
dieser HinzuÜIgnng als einen solchen im Unendlichen liegenden Zweig K enUialtend betndi- 
tet werden konnte. Bei einer solchen Verwandtschaft kann es sich daher ereignen, dass der 
Grad der Curve L der nftmliche ist wie derjenige, welcher im Allgemeinen dem Complex der 
Curven K und L zukommt, d. h. wie der der Curve /iCz,y,r) = o. 

$. 238. Die Cnrven-.Paare KK' und LL^ waren, ihrer Definition zufolge, solche oici 

einer gegebenen Verwandtschaft S^^^^^^JjZ^ correspondirende Curven-Paarc , dtss die un- 

y = 

mittelbare Umgebung der primitiven Curve eine Umformung der bestimmten Stirke V^_ ^ 
oder ^ ^ ^ beziehungsweise erlitt. Es ist nun aber letztere Bedingung auch zu betrach- 



ten als diejenige, dass die der Verwandtschaft in irgend einem Functen-Faare _. ^ 

von KK' oder LU zukommende Tangential-AfBnität im ganzen Curven-Paare einer bestioinitea 
Speoialisirung unterworfen seL Und zwar ist nach $. 164 — im Falle wir die im Conren- 

Faare KK' stattfindende und daher durch ^/^ ^ anzudeutende unendlich starke Zosam- 

/= 00 

menziehnng der primitiven Curve betrachten — genannte Specialisirung diese, dass die 
Tangential. Affinität sich von der allgemeinen Form ^'~ ^'*'|?^"*"^auf diespecicUeFom 

•^ .^k1T*^.'"*"?/~4^ reducire, während nach $. 166 die im Curven-Paare LL' slattSn- 
«+by+cx'+dy'+l=:o ^ ^ 

dende nnd durch '^ ~ angedeutete Specialisirung der Tangential-Affinität folgende 

D'x— A'v4-H' =! 
ist, dass sie , statt der allgemeinen Form die specielle Form . ; . . « _ /. ^' 

' ^ ^ m+by+cx'+dy'+l =ö 

halte. Und da nun in genannten Ausdrücken Dx'-Ay^+H s= o diejenige analoge Ge* 
rade andeutet, nach welcher hin die primitive Fignr sich unendlich tusammeozieU, 
D^-A'y+H'= dagegen diejenige primitive Gerade, von welcher die primitive Figur sich 
unendlich entfernt, so folgt, dass im Ausdruck der Tangential-Af&nitat, welche unserer Figvr 

in einem solchen Puncten-Paare *~* ^^^ü. zukommt, durch Dx'-Ay'+H = o oder 
D'x-A'y+H' = beziehungsweise die Tangente der Curve K' im Puncte ^^, oier ä» 
Tangente der Cnrve L im Puncte * ^ ^ angedeutet wird. 
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f. 239» Es wurde nach dem Vorigen die Tangential-Affinitit in irgend einem Pancten- 
Paare des Curven-Paares KK' durch einen Aasdmck von der Form ^^tl-J /> « enge-* 

# Xs^O x' — » 01^ 

deutet. Es ftndert nun aber dieser- Ausdruck sich, sobald die Puncto ^ und . ^ 

sich in den Curven K und K' beziehungsweise herumbewegen. Und zwar wird bei einer 
solchen Aenderung des Tangen tial-EIementes nicht bloss die zweite Gleichung 9^(xyx'yO=o 
geindert und durch eine andere d'iCxyx'yOs^o ersetzt, sondern gleichzeitig geht auch die 
erste Gleichung ip^Cjfy^sso in eine andere Gleichung 9'iCxY)=o über, da sie nach $.238 

die der Curve K' im jedesmaligen Puncto ^^ zukommende jedesmalige Tangente an- 

deutet Bei solchen Verwandtschaften indessen, wie die CoUineation, bei welchen die Cunre 
K' sich aufweine Gerade reducirt — d. h. auf eine Gurve, welche mit aUen den verschi^ 
denen in ihren Terschiedenen Puncten gezogenen Tangenten susammenfftllt -* ftndert sich 

der Ausdruck der Tangential-AffinitSt ^^ot'J'i— ^ *^'^^ *" Bezug auf die eine Glei- 
chung O^Cxyx'yO =: 0, da alsdann die Gleichung 9i(xy)=so sich nicht ändert, wenn der 

Punct ^ sich in der Curve K' fortbewegt, sondern stets die Curve K' selbst andeutet. 

In fthnlicher Weise erkennen wir, dass die Tangential - Affinität in irgend einem Puncten* 

Paare des Curven-Paares LL' durch einen Ausdruck von der Form ^ ^^ !^^ angedea« 

Öi(xyx'y0 = ^ 

let wird, und dass dieser Ausdruck sich bei der Forlbewegung des Puncten.Paares im Curven- 
Paare LU jedesmal ändert, entweder in Bezug auf beide Gleichungen oder bloss in Bezug 
anf die Gleichung 6|(xyxy)=o, jenachdem L eine wirkliche Curve andeutet oder sich zut 
einer Geraden specialisirt hat 

§• 340. Wenn indessen der in $. 334 betrachtete Fall eintritt , dass die Curve K sich 



xssa x'^a' 



unendlich entfernt, so wird die Ausdrucks-Form der im Puncten -Paar ^ , ^, statt- 



findenden Tangential-Affinität nicht die vorige Vereinfachung erleiden, sondern die andere in 
$. 173 betrachtete, wobei sie sich auf die unendUche Verkleinerung ^ "^ ^ reducirt In ähn- 
licher Weise wird, wenn die Curve V sich unendlich entfernt, die Tangential-Affinität die 
in f. 174 angegebene Specialisirung erleiden und bei Fortbewegung des Puncten - Paares 

Xs=:tt x'ssa' • x^sza xsss 

j_.o y/^Äi *°* Curven-Paar hV durch oder ^ oder ... etc. successive aus- 

gedrflckt werden, d. L sie wird eine unendliche Vergrösserung sein, deren Centrum sich 
unaufhörlich ändert und die successiven Puncte der Curve L darstellt 

$. 241. Sehen wir jetzt, wie sich bei irgend einer Verwandlschaft l^^^T? ~ ^ die 

VixjxfY') = 
vorher betrachteten 4 Curven KK'LL' ausdröcken lassen, und suchen wir also den Ausdruck 
der Bedingungen, welchen die Umformung der unmittelbaren Umgebungen dieser Curven ge- 
nfigen muss, d. h. der Bedingungen^ dass die im Ausdruck der Tangential-Affinität vor- 
kommenden Coefficienten sowohl der Gleichung ^ = « als auch der Gleichung ^' = 5! 

ü Ja D K 

genOgen. Wir wollen entere Gleichung rar Bestimmvng . der Conren KK'LL' anwenden. 
Entnehmen wir also dem in f. 184 geflindenen Ausdruck der TangenUal-Affinitit unserer 



* • • 



t(0 Y> Curfm mit eamtealf lfttfonawig»"8Mri» ihrtr unwHtuHwrm Dangdwig, 

VtrwndlidMft die Werlhe der 4 CoftlBeteBteii ABDE nd ratatititen wir diese in die 

A B 

Glaiehung ij = » • Wir erhalten so die Gleichung 

fit dP dF df X fAt dF dP df x 

V&^ dif^ d?^ dfy ^ Vdy^ 3?"" dy ^ JPy *= 

/^df dr 4F df >\ /'df dF dF^ df \ 

••= KjSj^ i^'" ^"^ ^* ) ^ K&^^^&^diO 
welche aber nach Bnlwii^kefaiog , da die Prodncle 

df dF dF df . dF df df tf 

dx dy' dx' dy dx dy' dx' dy 

auf beiden Seiten vorkommen ond einander asfbeben, folgende einfachere Form annimmt 

i-df dP dP dj[\ /df^ dF _ dF df^X _ 

Vax^dy"'dx^dyy ^ V^dx'^ dy' dx'^ dy'y ~ ^ 

«od sich in swei venohiedeBe Gieichuigeii ibeiH, deren letzlere das ssoSeia des Nemiers 
der in f. 184 fBr (x'-aO und (y^-/?0 erhaltenen Ausdrücke erfordert Und zwar ist letz- 
tere Gleichung keineswegs, wie man etwa meinen mtchte, ein durch die Benutzung der For* 
mein Toa §. 184 in die Rechnung hineingezogener Oberflüsaiger Factor; denn der gemein- 
echafUiche Nenner der in §. 184 iur(x'-^aO and (y'— /^O erhaltenen Functionen kam sowohl 

in A ab auch in D vor^ und war daher aus dem Quotiente -^ verschwunden , ist jedocli in 

A B 
die Gleichung selbst ^ = p wiederum zurfickgekehrt Wir erhalten daher die gegelMiie 

A B 

Bedingung ^ = d <iurch ein wirkliches Product zweier Gleichungen ausgedrückti deren letz- 

tere uns sagt, dass die im Ausdruck d^ Tangential -Affinität vorkommenden CodffcieBfem 
ABDE alle vier Null zum Nenner erhalten und daher der Bedingung 

AasQD Bssao D=sQD Bcsao 

genügen müssen, woraus nach $.165 folgt, dass die Tangential-AfBnität selbst der Bedingung 

^ ~ genfigen muss. Dagegen bedeutet das = Sein des ersteren von unseren beiden 

Factoren, dass, wenn wir in ahnlicher Weise (x-a) oder (j^-ß) als Function von (x'— «0 
und (y'-./9') ausdrücken, alsdann der Nenner der so erhaltenen Ausdrücke =0 sein muss, 
d. h. dass die TangentiaLAifiDitAt der Bedingung 

A' S= OD B' = «0 D' S OD E^ = OD 

und daher nach $. 164 der Bedingung '^^^ ^ genügen nmss. Wir eriiennen daher ^ dass 

der eratere Factor 

df dP dF df 
dx dy dx dy 
uns das Curven-Paar KK' liefert, wenn wir die in dieser Gleichung vorkommenden DiffereiH 
tialquotienten mittelst der gagebenen VerwandtschaftB-Gleichungen tixpsfj^ysao und Vixpafj^^o 
zu endlichen Functionen umformen, und alsdann die erhaltene endliche Gleichung 

f'CxyxY) X F'(x|x'y^) - F'(xyxy) x f '(xyx'yO = o 
■Ht den gegebenen Verwandtschafts«Gleichungen combiniren, während wir ebenso aus der 
zweiten Gleichung 

d[^ dF dF df _o 
dx' ^ dy' dx' ^ dy' ~ 
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durch Yerbindiing mit den VerwaiidlsGkafte-Gleichiingeii das CarveB-Pktar LL' erlangen. Und 

da unsere beiden Zweig-Gteichungen bloss darch die Acpante von einander verschieden sind, 

sodass eine Aendernng der Accentairung den Complex der beiden Gleichungen «ngaiaderl 

lässt, so hätten wir ersichtlich das nämliche Resnltat auch dann erlangt, wenn wir snr Be- 

A' B' .AB 

Stimmung der Curven KK^JX' von der Bedingung |p=g7 statt von der Bedingung g'^'g 

ausgegangen wären. 

$. 242. Yereinftchen wir jelit unsere Verwandtschaft, wielehe wir uns im Vorigen ab 

eine algebraische Verwandtschaft von der allgemeinen Form ^J- iL\ 3 ^ <l«ctlett, und 

sehen wir^ wie sich dadurch der so eben für die Curven KK^L' geftandene Ausdrack gfe^ 
cialisire. Es reducire sidi aUfO erstens unsere Verwandtschaft auf die Form 

WO v^X® beliebige algebraische rationelle Flmetioneii bedeute« mögen. 0« alsdann ist 

df , df dF dP 



80 nimmt die das Gurven-Puar LL' hervorbringende fileiohung 

df^ dF ^ ^ 

dx' ^ dy* "" dx^ ^ dy' ~ ^ 
die specieOe Form 

1x1 — oxo SS3 o oder 1 ss: o 

nn^ wodurch angedevlet wird, dass die Ourve L oder L^ bn Dnentfichen liegen muss, d« 
ihre Coordinaten in genannter OleidNnig niohl vorkommen und nlso die Goordiiiaten-Werlb« 
ihrer Pdncte stets unendlieh gross sein missen. Und zwar ist es die Curve L\ wdche sich 
unendlich entfernt hat, wie wir aus der Bemerkung erkennen, dass unsere Verwandtschaft in 
den Durchschnitls-Puncten der Curven 9(xy) = o and B(xf) ss o Bemente von der speciel* 

len Form _ ^ . besitzt, denn bei Verwandtschaften von solcher Art ist nach §. 234 

die Curve L' im Unendlichen zu suchen. 

Dass es die Curve L' ist^ welche sich unendlich entfernt hat, und nicht die Curve L, 
wkd uns bestätigt , wenn wir unsere Verwandtschaft in folgender Form schreiben 

fCxyx') s x'x9(xy)^^(xy) a=s o FCxyy") s y'xö(xy)-^;tOnr) «= o 

Denn du alsdann ist 

df ^ ^ * dF if r,r ^ 

S. = yCxy) ^. = ijj = ^, = 0(xy) 

so nimmt die das Curveo-Paar LL' bervoitriugendl» Gleichung 

df dF^ dF df _ 
dF ^ dy' dF ^ dy' ~ ^ 
hier £e specieDe Form 9<xy) xr e(xy) s o an; und sie braucht also im jetzigen Falle nicht 
mit den Gleichungen der Verwandtschaft selbst verbunden zu werden, um die Curve L ber«- 
Torzubringen , sondern sie gibt uns unmittelbar als die Curve L den Compkz der beiden 
Zweig-Curven 9(xy)s=xo und 6(xy)&8 0. 

S. 243. Daraus , dass bei der angenommenen Specialisirupg der Verwandtschafts - Art 
die Curve L' sich unendlich entfernt hat , wolle man keineswegs soUiessen , dass auch die 
Curve K unendlich weit gerftekt sei* Es bleiben im Gegentbeil die Curven K und K' nocdk 
•ttspecialisBrt. Wenn dagegen unsere Verwundlschaft sich weiter vereinfacht zur Form 



Umformungfr-SUIrke ihrer unniittelbareii DmgdbuD^. 



md sich daher auch in der Form 



^ ^i(xy) " iuc+ly+l 



schreiben lasst, so rückt sowohl die Corvo K als auch die Cunre L' unendlich weit, wihraid 
die Curve L einen aus den 2 Geraden 9i(xy)x0i(xy) = o zusammengre^etxlen Kegdschnitt» 
und die Curve K' einen anderen im Allgemeinen nicht auf 2 Gerade sich redncirenden Ke- 
gelschnill AjCx'yO = o darstellt. 

§. 244. Gehen wir mit der Vereinfachung unserer Verwandtschaft weiter und redo- 
«iren wir sie auf die allgemeine Collineation 
f(xyx') s x'(dx+ey-L.l)-(ax+by+c)t=3 F(xyyO s y'(dx+ey+l)-.(&:+gy+h)=o 
Die die Curven KK'LL' bestimmende Gleichung 

rdl dF dP df \ i^df dF^ dP df X _ 
Vdx ^ dy Ä ^ dy >/ ^ Vd? ^ dy' "" iE? ^ ^^J ~ ^ 
nimmt alsdann folgende Form an 

Kdx'-aXey'-g)-.(dy'-f)Cex'-b)] x r(dx+ey+lXdx+ey4-l)-oxo] = o 
sodass der erstere Zweig dieser Gleichung, d. h. derjoiige, welcher zur BestiBDBDung des 
Cnrven-Paares KK' diente im jetzigen Fälle nicht mit den gegebenen Verwandtschafls-GIei- 
chungen combinirt zu werden braucht, um durch Elimination vpn x und y die Cunre K' her- 
vorzubringen, sondern uns unmittelbar ffir diese Curve K' folgenden Ausdruck liefert 

(ef— dg)x'+Cbd*-ae)y'-f-C>g— bf) = o 
woraus wir erkennen , dass die Curve K' die mit den unendlich entfernten Poncten der pri- 
mitiven Figur correspondirmde Gegen^-Axe der analogen Figur darstellt« In ihnlidier 
Weise gibt der zweite Zweig unserer Gleichung uns unmittelbar als den Ausdruck der Cdnre 
L die andere Gegen -Axe dx+ey+1 =o. Und hieraus folgt weiter, dasg sowohl die 
Curve K als auch die Curve V bei unserer jetzigen Verwandtschaft sich onoidlich entfeml 
haben. Diejenigen Kreise daher /(xy) = o und F(xY) = o , welche nach f. 222 bei einer 
allgemeinen Collineation mit einander correspondiren und dabei für die Umformung ihrer 

unmittelbaren Umgebungen die bestimmte Stärke F und jr besitzen, reduciren sich, wenn 

diese Umformungs - Stärke beziehungsweise o und od wird^ auf zwei Kreise mit unendlich 
grossen Radien und unendlich entfernten Centn, sodass der ganze nicht im UnendUchea 
liegende Theil des Kreises /"(xy) =o sich auf die Gegen-Axe dx-f-ey+l=o, dc^ ganze aicht 
im Unendlichen liegende Theil des Kreises F(x^O=o ^^ *uf ^^^ andere Gegen«- Axe re- 
ducirt hat. Und zwar ist die gegenseitige Correspondenz dieser beiden Theile in diesem 
Limitfall eine solche, dass derjenige Theil des Kreises /i[xy)s=o oder J^x'yO = o, weicher 
sich unendlich entfernt hat> mit dem nicht unendlich weit gerttcfcten Theil des Kreises F(xV)=o 
oder fCxy) = o beziehungsweise correspondirt 

$. 245. Bei den beiden vorigen Verwandtschaften vnirden die Curven K und V da« 
durch specialisirt, dass sie unendlich weit rockten. Eine andere Art von Specialisimag der 
nämlichen Curven findet statt, wenn aus den Gleichungen unserer Verwandtschaft die ongen- 
den Exponenten von y und y' verschwinden, sodass unsere Verwandtschaft die specielle Fora 

f.(x, yS X', y'2) = o F.(x, yS x', y'^ = o 

annimmt. Denn es stellt alsdann die Coordinaten-Axe XOX' sowohl einen Zweig der Curve 
K als auch einen der Curve L^ dar, während dagegen die übrigen Zweige der Curven K und 
U, sowie auch die ganzen Curven L und K' unspecialisirt bleiben. Es finden daher dann is 
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jedem Pa„c,e der Axe XOX' die Bedingungen ^^ ^ ^-^'^Zo ''''^ **•"' ^"^'^ 
«ücht beide gleichzeitig, d. h. nicht bei der nämlichen Curve, sondern die Bedingung p-'' 



OB 



a«del dann statt, we«a eine primitive Curve die Axe XOX' (we che h.er ^J^.^^, 
SJT \^ »»«»achten ist), il senkrechter Richtung d«rchsch.eidel und i. «ne die CtoreK 
^ •^^'«f«-» Winkel durchschneidende .ndoge ftirve übergeht, oder we«n f^H^"^ 
^e d.e Axe XOX' (welche wiederum die RiUe der Curve K fibemmmt), fa «JjJ»^* 
^e»»e, d. h. unter schiefem Winkel durchschneidet und i« eiue die Corve K' berflhreada 



Curve 
Curve 



l^^ die Corve L berthrt oder unter schiefem Winkel ^^^^^^^JT^r J!lu.Z 
^loge« Corve correspondirt. welche die Curve L', d. h. die Axe XOX' berielM.ng.weUe i> 
erer oder in senkrechter Richtung durchschneidet. ^« , , v .• ii»^^... V*r 

S- 246. Sehen wir jetzt, von welcher Art die Corven HtlX' be. der allgemelneB Ver- 



^^dtsehaft «weiten Grades 



«ind. Wenn wir <i«. v . ^^'^V 7" * . , ^'£^ rx'-V) und tf-ßO erbalteM« 
u.„_ „ "con Wir den Nenner denemcen in f. 188 tur i*^ •/ «»« »j r^ _j_,j, 

J^cbonen, wodurch wir daselbst dteTangential-Aiüiitft «»»*« Venra.dlwh.ll «wdrftck- 
» jete« =ao setsen, so gibt uns diese Gleichung 

0tCa'+Ga^Jß+Lß'+?yC2dß'+ha+kfi+^+^ - • ♦ * 

wenn wir in ihr die Coordl».tl .w-rth« JJk' durch die CoordlMteo xfxY bedehiuig«. 



erselsen, die ar Bestimmung des Curven-Paaree LL' dienende Gleieüang 

df dF dF df - 

,,^- dx' ^ ^ dx* dy' 

■***■■" _^^ wenn es ans mdgUch ist, aas dem Complex der drei (HeidMngen 

^CxyxY'J = o F^Cxyx'fO = o (2Cx'+Gx+Jy+I'y'+f)C-)-(~*K—) ^ « ^ 
«le X omi y oder die x* und y« n eUminiren, im ersteren Fafle die Conre I/, Im sweitea 
FaUe die Corve L erhalten. Und ia ihnUeher Weise gibt die fflricbong 

jg^ X dy~di^dv'^* *^*' C^ex+ey+gx'+hy'+eiK— J "" C-X— ) ^ • 

«M dmreh YctMnda^ mit dea Verwaadtschans Oniiiaingrn A(jqr»Y>««» ■■* '«CxptY)^ 
das Pill ■ I n Taai KK' 

S- 847. Yereinfudbea whr jelxl aasere vorige ▼enraadlecfeaft xv ^pecicOcm 

f^Cxx') E ax'+hx'>+cxi'+dx+CB'+l sss • 
Fj(yyO s Ay>+By«+Cyy'4.Dy+Ey'+ 1 = o 



Dn 



dr df dF dP .^ 

dy = « dr = » ii=* &=• 

KE'U/ hutimmiBilr riiiiihmia die aperiiMe F( 



Cdr dF X /'df dP ^ 




C3cicfaHiff 




hd) >c CKAy+iy+D)] X [CShC+cx+e> x OBf'-l-CyH'B)] 
die Cnrve E, weaa wir den cnIcMn Zweif liUliiii Gleidi 
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miniren, z. B. so, dan wir die aus f2(xz')s=:o und V^CYf) beziehungsweise hervorgehendeft 
"Werthe von z^ und y' in untere Zweig-Gleichungen substituiren. Nun bleibt aber die dorck 
Cottbination von f2(xx0=o und 2ax-f*cx'-4-d=so erhaltene Gleichung f(z) = o die ntnli- 
che^ naB mag x' aus f2(xx0=o entwickeln und den erhaltenen Werth von x' in 2ax+cx'+daao 
nbstiMren oder ahcr umgekehrt x' aus 2ax-4-cx'+dc=e entwidEdn wmi in tjQxj^f^sso aifc- 
lfit«ireo. War kAmen daher «soh die aus inserer Xweig-Gleichung hervorgehenden Weitfie 

in die Gieiclna)g«n f^Cxx') ss o und FjCyy^) s= o beziehungsweise substHaireo snd so iir die 
gesuchte Curve K erhalten 

[ac5x*+b(2ax4-d)2-c2x(2ax4-d)+c*dx — ceC2ax+d)4-cTx . . . 
... X {AC2|r«4.»(aAy4-J»)^-C»yC2Ay^-D)+<J«Dy-CBC2AT-i-D)+C«J = o 
•roratts wir «rfcoMien^ doss lüe Curve K im jetzigen PaHe eine ans 2 nril YOT' {MoralleleB aad 
2 mit XOX' parallelen Geraden bestehende Cmnm vierten Grades 

<5t-P)(x -q)(y-r)(y -sj = o 
darstellt. Und in ähnlicher Weise erkennen wir leicht, dass auch jede andere vm den 4 
Curven KK'LL' bei unserer jetzigen Verwandtschaft «as 4 veeilen oder imaginären Geraden 
koateht, von tlenea &:mit TOY' nnd 2 mit JI[OX' fnrallel iaufen, und dass im AMgemeiMn 
4dtB dicio 16 Ccra ia von eiaander v^ersabielai sind mnd keine von ihnen onendKch weit nackL 
§. 248. Nehmen wir jetzt die Verwaadtsehaft 

f(xyxO = x^-v'-Cxy) = o FCxyy") s y'-;r*(Ky) =o 

Die das Curven^Paar LL^ bestfmneiHle Gleichung 

df dP « (ff _ 

dx' ^ dy' "^ dx' ^ dy' ~ ^ 
nimmt alsdann die Form 1x1 — oxo =o oder 1= o an, woraus, wie in §. 242, folgt, dass 
die Curve L oder L^ im Unendlichen liegen anss. Und zwar liegen jetzt beide Curven L 
nnd V im Unendlichen, da unsere Verwandtschaft, mann bloss «ine von beiden Carven Adk 

unendlich entfernt hätte, Elemente von der speciellen Art ^ . oder . ^ 

• ^ y=jJ y'soD y=oo y^=^ 

besitzen müsste, welche Art von Elementen ihr aber, den gegebenen Gleichungen ,^ ^ ,1 

zufolge nicht zukommen. Es bleiben daher bei unserer jetzigen Verwandtschaft Uoss die 
Carven K and K' sicirtbar,^ aad :zwar werden sie lie^amit mittelst der Gleichuaf 

d£ dP _ dP df ^ 
vdx ^ dy 4n ^ ^ *" 
welche hier folgende Perm nnnimmt 

V/'«-iCxy)x;if^B-i(xyD-V"n-tC«y)x;f'ii-i(xy) 3 f 2i»-.i) (x,y,o) = 
und uns daher anzeigt, dass die Curve K hier (weil die Curve L sich unendlich eatfenit baQ 
nach §. 237 eine Curve des nämlichen Grades ist , wie irgend eine Curve /tx,y,r) = o, de- 
ren Umgebung eine andere IJmformungs-^ärke yzssF ftcsitzt, als gerade die jetzige Stärke 
7=0. Und ans dism g!efondenen Ausdvuok der Corve K ist Eemer dareh Verbindung mit den 
gegebenen Verwandtschafts-Gleichunge« x^= V'n'Cxy) nnd y^=;Ka(xy) die iSIeichung der Curve 
K' herzuleiten, welche letztere jedoch nach 9. 9 in algebraischer Porm im Allgemeinen nicht 
auszudröcken sein wird. 

$• 249* Wenn unsere Vornpandtschaft sich vereinfacht zur Fbrm 

jf = ^y(xy) s ax^+by^+cxy+dx+ey+g 
TC »t XtS?^ s Ax«+By»+CKy^.Dx+By+6 
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fo redndrt sick die Cimre K Mf die Car/t 9(3— l)leB Grades oder tof 4n Kefel^dinitl - 

(S8x+qr+dXSBy+Cx4^E) ~ (2by+cx+eX2Ax+Cy+D) = o 
«elclier, so fauige %// und x «Hgenieine FnctieDen des awdIeB Gfades a«de«lM und je 6 
Uibestifluele enthalten, ein ganz alfemeiaer, in Fem nad iMgt nnlpesliniaiter Kegeln 
MtaitI ist 

Wem dagegen doreh die 4 Bedingnngen 

ezss o e=ro CssO' B=so 
«were Verwandtschaft die Form 

x' = ax^+bf^+dz+g s ^x^y») y' =s Ax^^-By^-^-Dx+G s ;t(x,y2) 

erhält, mnss die Coordhuten-AxeXOX^ nach $. 245 einen Zweigt der Cnrve K darstellen. 
Der Kegelsehttttt K rednctrt sieh aisasi jetsi snf ^ Gerade» 

(2ax-hd.)(2By) - (2iiyx2Ax+B> b • 
•der Mdi Bnlwkkeinng 

r Bd-bD t 

Ten welel«! emm die Coordinaicn^^An XOif daisteUi, wahrend ü» nreile mil YOT' parallel 
Unit. 

S. 250. Zn den zwei Gvren L nnd L% weleke bei den drei htetbet weite t s ftVeri^swdt^^ 
sehaftai stets im Unendlichen lagen , konunt, wenn die VerwandiRbaft sieb neeb weK^r m 

x' = ;i s O+xy+y« y' = ^ 3 (l-i)a+ya 

vereinfacht, noch eine dritte Corvo hinzn, nnd zwar derjenige Zweig der Corfo K, welcher 
bei der vorigen Verwandtschaft mit YOY^ parallel war, sodass jetzt die ganze Corvo K sich 
auf die Coordinaten-Axe XOX^ rednctrt Diese Vereinfachung' der Corve K hat zur Folge, dass* 
auch die Curve K' sich specialisirt nnd ein Kegelschnitt wird« Es tritt also hier der iii 
$. 237 betrachtete Fall ein, dass die Gleichung der Curve K^, weil der andere Zweig 
L^ im Unendlichen liegt, denselben Grad besitzt , wdcber bei "unserer Verwandtschaft nach 
S- 227 einer analogen Cnrve F(x'yO=:o zukonunt, deren Umgebung eine Umformung 
von irgend einer anderen Stärke / = r erlitten hat, ab gerade fon der Stärke /bo. Von* 
den verschiedenen bei verschiedenartiger Bestimmnag von F hervorgehenden Kegelschnit- 
ten F(xfj^=so ist jedoch unsw Kegelschnitt K^ darin verschiede», dass er niehi, wie 
irgend ein anderer Kegelschnitt #lCxY)i = o in Form nnd Lage nach g. S37 nnbestimml 
ist, sondern sich zn der Parabel <^x'±<^y'= 1 specialisirt. Die Coerdinaten- Systeme xy* 
nnd Xfi sind also mit einander in solcher Weise verbunden , däss, wenn die primitive 
Cnrve fD(A^)s=3 die Cnrve K, d. h. die Axe XOX^ in senkrechter oder in schiefer Rieh-- 
tung schneidet oder endlich beröhrt, aladnm die einfnahero mit der vorigen nach der Ver^^ 

X* — \ 
wandtschaft ^ correspondircnde analoge Curve fnCx^) = o, welche uns nach Coor. 

$• 245 zur Untersuchung der Eigenschaften der complicirteren primitiven Cnrve K)CA/ti) = o^ 
dient, eine die Curve K^ d. h. die Parabel ^x^iV7^=2, beziehungsweise schneidende oder 
berihrende oder endlich escuUrende Cnrva sein wird. 

g. 2öt. VerallgesMinem wir die voriier botracblete Verwandtschaft 

x' = V'i(3iy> 2u ^2(xr) = «^2(xy5 

Durch (Kese Verallgemeineruag ist die Eigenschaft der verigen Verwandtschaften , dass die ' 
Corven L und L^ Im Unendiiehen liegen müssen, aufgeholfen worden. Und zwar erhalten 
wir die Gleichung der Curve L' 

(2a'x'+cy+dOC9B1r'+C'x'+E') = C2A'x'+Cy+D'X2b^'+c«z'+eO=: o 
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wenn wir den Nenner des in §• 18S geftandenen Ansdracks der Tangential -Affinim anserer 
Verwandtschaft = o setzen und alsdann die Coordinaten-Wertbe aßa^ß' mit den Coordfinate» 
xyx'y' beziehungsweise vertauschen. Wenn wir in ähnlicher Weise die Grösse (x— a) oder 
(y— /}) als Function von (x' — oO und (y^^ß') ausdrücken, alsdann in den Ausdrücken von 
(X— a) und (y— /Q den gemeinschafllichen Nenner =o setzen, und endlich die aßa^ß* wie- 
derum durch xyxV ersetzen, so erhalten wir für die Curve K eine vom vorigen Ausdrucke 
bloss durch die Accente verschiedene Gleichung, und zwar die nämliche, welche wir schon 
in f. 249 erhielten. Wir erkennen hieraus, dass die Aenderung, wodurch die Verwandtschaft 

von ^' — *^^^^ zu ^^<^*'y'> = ^»(^5 

sich verallgemeinert hat, auf die Curve K gar keinen Einfluss ausgeübt, sondern diese Corre 
unverändert gelassen hat Und aus den gefundenen Gleichungen der Curven K und U erhalt 

man weiter, durch Verbindung mit den gegebenen Verwandtschafts-Gleichungen ^*^ ^^ > y2L^i 

die 2 anderen Curven K' und L, deren Gleichungen sich aber nach $. 9 im Allgemeinen nur 
achwierig ausdrücken lassen. Man wolle also aus der symmetrischen Form unserer Ver- 
wandtschaft — wonach man, wenn man die allgemeinen Functionen y^tpx'x ^^^ anderen all- 
gemeinen Functionen zweiten Grades vertauscht, die Coordinaten xyx'y' durch x'y'zy und 
daher auch das Curven -Paar KL durch das andere Paar K^L' ersetzen darf — keineswegs 
folgern, dass man die Curven K und L beziehungsweise durch die Curven K' nnd U und 
daher das Curven-Paar KL^ durch das Curven»Paar K'L ersetzen durfte. Denn es haben die 
zwei Curven K und V eine andere Beziehung zu unserer Verwandtschaft als die Curven K' 
nnd L, wesshalb denn auch K und L' Kegelschnitte sind, während dagegen K' und L im 
Allgemeinen Curven eines (>2)ten Grades ausdrücken. 

$. 252. Wenn wir unsere Verwandtschaft durch die 8 Bedingungen 

c^=o e'=o c = o = 

C^ = E^= C= E es 

stt einer Verwandtschaft von der Form 

vereinfachen, wird nach $. 245 die Coordinaten^Axe XOX' sowohl ein Zweig der Curve K 
als auch ein Zweig der Curve L\ Deutlicher tritt dieses hervor, wenn wir den vorigen acht 
Specialisirungen noch folgende 4 andere 

a'-b' = A'-B' = o a-b s o A-B = o 
hinzufugen, wodurch die gegebenen Gleichungen unserer Verwandtschaft, wenn wir uns des 
Coordinaten-Systems A/ic bedienen, folgende Form annehmen 

ga'+hV+j' = gX+h^+j G^'+Hy+J' = GX+H^+J 
aodass wir unsere Verwandtschaft durch die aus den vorigen herzuleitenden einfacheren 
Gleichungen 

V s AX+B|M+C fi' = DX+E^+F 

ausdrücken können. Diese (in Coor. $, 260 näher untersuchte) Verwandtschaft stellt alsdann 
zwischen irgend einer primitiven Curve ipnO'fO ^ ^a(xy) = o und der analogen Cnrve 
9 a(^ VO » d'aoCx'yO = e eine solche Beziehung dar , dass zwischen den beiden , aus den 
beiden vorigen Curven durch Umtausch der Coordinaten herzuleitenden einfacheren Curven 
9a(xy) ==^ ^ ^nd 9'oC^'yO => ^ di^ einfachere Verwandtschaft der allgemeinen AfBnitäl 

X' sc Ax+By+C y'= Dx+Ey+F 

stattfindet. Da nun, wenn wir zu irgend einer primitiven oder analogen Cnrve 9(xy) = o 
oder 9'CxY> = o, die mit ihr nach irgend einer allgemeinen Affinität verwandte analoge 
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oder primitive Cnrve 9^(x'70 = o oder 9(xy)=o lachen, im Allgemeinen die Lage beider 
Cunren 9(xy)=:o und (p'(x^')s=o eine beliebige sein wird, sodass die Cunre 9(xy)s=a 

die Parabel y/x±y/^ = 2 und die Curve 9'(x'yO=ö *i® Parabel V*'±Vy'= * *" allge- 
meiner Weise, d. h. unter einem Winkel endlicher Grösse schneiden wird, so folgt — » 
iTvenn wir nach Coor. %. 245 von den Curven 9»D(xy)==o und 9'd(xV) = o zu den durch 
unsere Verwandtschaft selbst verwandten Curven qin(Xfi)z=zo und 9'dC^V) = o abergehen-— 
dass bei unserer jetzigen Verwandtschaft jede die Axe XOX' in senkrechter Richtung schnei- 
dende primitive oder analoge Curve {pn(Ajti)=o oder fp'BGV)=o iin Allgemeinen mit 
einer die nämliche Axe gleichfalls senkrecht schneidenden analogen oder primitiven Curve 
beziehungsweise correspondirt. So hat z. B. der primitive Kreis 

tpiiXfi) 5 aX+biu+1 =r o. 
dessen Centrum sich in XOX' befindet, und welcher daher die Axe XOX' senkrecht schnei- 
det, nach unserer Verwandtschaft einen neuen Kreis 

9'i(XV) = dX'+e/u'+l = 
zum Correspondenten, welcher gleichfalls die Axe XOX' zum Durchmesser hat. 

Es ist indessen zu bemerken, dass nach $• 245 diese von der primitiven und von der 
analogen Curve erfolgenden senkrechten Durchschnitte der Axe XOX' keineswegs ge- 
genseitig correspondiren , da die Annnahme einer zwischen diesen Durchschnitts - Puncten 
stattfindenden Correspondenz zur Folge haben würde, dass die primitive Curve, wahrend sie 
die Axe XOX^ schneidet , keineswegs eine Umformung der bestimmten Stärke / = o 
zu erleiden brauchte , welche sie jedoch , da diese Axe die Curve K darstellt , nothwendig 
erleiden muss. Wenn daher eine primitive Curve 6 die Axe XOX' in senkrechter Richtung 
schneidet, ist diese Axe in diesem Durchschnitte als Curve K zu betrachten, sodass die Curve 
beim Uebergang zur analogen Curve G' sich unendlich stark zusammenzieht zur analogen 
Curve K^ Umgekehrt correspondirt der Punct, in welchem irgend eine analoge Curve G^ 
die Axe XOX' als Curve V senkrecht schneidet, keineswegs mit dem Puncto der primitiven 
Curve G, wo sie XOX' als Curve K schneidet, sondern mit dem Puncto, wo sie der Curve 
L in schiefer Richtung begegnet. 

ftxyx'y'') = o 
$. 253. Unter den nach einer gegebenen Verwandtschaft ^ ^ j ; correspondi- 

renden Curven-Paaren /(xy) = o und FQxfy^') = o , deren Umgebung eine im ganzen Umfang 
der Curve constant bleibende Umformungs-Stärke besitzt^ sind — ausser den im Vorigen be* 

trachteten Curven KK'LL', bei welchen diese Umformunffs- Stärke durch ^^ ^ oder ^/^^ 

^ y'ssoo y'=o 

ausgedrückt wird — besonders diejenigen interessant, bei welchen eine Umformung von der 

bestimmten Art ^^ d. h« bei welchen gar keine Umformung stattfindet. Die Curven 

/([xy)=o und F(x'yO=o werden bei dieser Annahme im Allgemeinen beide unendlich Uein 
und reduciren sich daher 1 oder > 1 reellen oder imaginären Punct. Denken wir uns 
irgend einen Punct p, welcher vom Coordinaten- Puncto oder von irgend einem ande*- 
reu Puncto q die bestimmte Entfernung m haben soll. Es wird hierdurch, so lange di 
endlich ist, eine Bedingung angedeutet, und zwar diese, dass der Punct p im Umfang 
des Kreises x^+y^ s=sm^ oder überhaupt im Umfang des um dem Punct q mit dem Ra- 
dius m beschriebenen Kreises sich befinden muss. Wenn dagegen m sich auf o reducirt» 
so wird die einzige obige Bedingung zu einem System von zwei Bedingungen, da als- 
dann der Umfang des Kreises so klein wird, dass der Punct p im Puncto q liegen und 
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d«kier 3 BedingwigM gleielseiii; genOgen* mttss^. 1» itaüches WeHie kt die AAMhme» inm 
tfe unmittelbare VmgebiBig einer Curre /i(;xy>=o eine Ufl^formmigf der beslirnnten Slirl» 

y = r 

mslg.)" erleiden. 5oU„ aln bloss eine einzige Bedingung ^ 1 zu betrachten, no lange 

7 — X 

BL endlich UeibL Wenn dagegen msscs. sodass, gpr keine Umforaung stattfindet, so ist die 

so bervei^ehende Speciafisirong der Tangential- Aflimtdl ^. "^^ ri» ein STslem tob 2 

Bedingungen, zu betrachten , welche Eigenschaft vir schon in £. 157 daraus berkiteteo, dass 
die eine Gleichung 

wenn r=+l zu einem System von 2 Gleichungen A«-£=sq undB-i-Daso wird. 

§. 254. In einem jeden solchen» ans dem Curven-Paar f(x^y^r) = o F(x^y%r)=o 

durch die Annahme rs=:+t herrorgefrenden Pancten-Paar ^ ^ ^^ gibt es m der •■- 

nuttelberen Umgekuag dieser beiden Puncto gar keine Umlormung. Oder, wenn wir Ton 

dieser constanten Form der ganzen Umgebung des Pmtftes ~^ zu der einer ihn durch* 

streichenden Curve fibergehen: Jede durch einen solchen primitiven Punct ~ gelegte 

Curve 9(xy) = o correspondirt nach der gegebenen Verwandtschaß mit einer den analogen 

x'=a' 
Punct ^ ^^ durchstreichenden analogen Curve y'(x'y'>=o, deren Form zwar in Bezog 

auf den übrigen Tbeil der Curve 9^x^y0==o von der der Curve 9(xy)=o verschieden istj 

jedoch in der unmittelbaren Umgebung de» Fundes ~^ mit der Form der verigen Curve 

übereinstimmt, sodass z. B. wenn 9(xy)==o eine Bemouilli'sche Lemniscate gewesen wäre, 

deren Doppel-Punct in ~ sich befunden hätte, die analoge Curve 9'(y'yO=o im Puncte 

y M«.p 
x'= a' 

^ ^ gleichfalls einen durch senkrechtes Durchschneiden zweier Zweige hervorgehenden 

Doppel-Punct besitzen wärde. Auch dann neeh, wenn wir die Curve f (xy)=o durch die an 

sie im Puncte ~ gezogene Tangente ^setzen, müssen wir diese Form - Constnntlieit (es 

j ' p 



sei denn, dMS unsere Venrondtschaft sich zu einer ColUneaiion specialisire) auf die unmiW 

telbare Umgebung des PunctennPaares ^ v^sszß^ beschränken. Es sei z. B. die Curve 

9(xy) 33 o eine Curve p*<» Gradies , welche sink auf ein System von p verschiedenen durch 

den Punct ^ gezogenen Geraden reducire. Ein solcher Geraden-Bfischel 

[(x-a)+C(y-M X [(x-tt)^C^(y-/?>lx [(x-«)+C"(y-/J)l x ,..= o 

correspondirt nach der gegebenen Verwandtschaft mit einem den analogen Punct ^ ^^ durch- 

y — p 

streichenden Curven-Büschd, wiekhirff insofern mit dem vorigen Geraden-Büschel in der Form 
übereinstimmt, als man sich auf die unmittelbare Umgebung des Punetes ^ ^^ beschränkt, 
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d- h. insofern nwn den Gurren-Bflschel dcurch 4m an ihn im Pancte ^ZLjy g^Mgenen T«»- 

£:enten*BflscheI ersetzt Denn es wird dann dieser zweite Geraden-Buscbel als ans dem er-* 
steren hervorgegangen gedacht werden kdnnen dnrch eine blosse Versetzung des ganzen 
<^raden«608chels, ohne dass dabei der Ceniden - Msobd seine Fenn, d. h. die OrA- 
^ng seiner Strahlen nnd die Grfese der cwfscben den StmUm entheltenen Winkel , -ge^ 
ändert bitte. Wäre unsere Verwandtscbafl eine Collineation, so könnten wir die vorige 9e» 

finition eines Pnncten-Paares, wo die Eigenschaft ^^ "^3 stattfindet, durch folgende kür- 
zer« «rselsen, daes es dasjenige Poneien-Paar ist, bei welchem ein durdi den primftiven 
Panct gelegter Geraden^Oscbel eine Uosse Yersetznng erleidet beim Uebergang «ir amde- 
gc« Vignr. 

S. 255. Erläutern wir das Gesagte durch ein Beispiel: Bus Puneten-^Paar 

X = x' = +2 

y = +1 y'ss +2 
stellt nach §. 262 bei der Verwandtschaft 

dasjenige Puncten-Paar dar, wo ^~"*"J. Zi«*en wir idio ^nrch den Pnnot * ~ ^^ 

' /= + ! y =+1 

in beliebiger Richtung ^ = +0 eine Gera^ y^l = Cx. Es oorrespondiH diese Gerade 

nach Coor. f. 229 bei der gegebenen Verwandtschaft mit dem Kegelschnitt 

4xy-<x'+y'-4)^ = lC(x'-yO-4]2 
weicher in seinen verschiedenen Puncten beziehungsweise verschiedene durch 

dy^ _ 2y^^(x^+y^-»4)--C^(x* -y^)H-4C 

dx' 2x'-(x'+y'-4)+C2(x'-yO-4C 

angedeutete Richtungen besitzt und daher insbesondere in demjenigen Puncle *^~ "*"^ wel- 

eher mit dem gegebenen Puncte *^^- correspondirt , folgende Richlmg hat 

y— + 1 

dy' 4-0-0 + 4C _ 1 + C 



dx' 4-.o+'0-4C ■" 1 
sodass , w«nn die Richtung C z=: \g.^ der primitiven Curve beziehungsweise ist 

00 -*-l — 1 

die Richtung 1±^-- = 1^2?"=' tgC»+4S^ beziehungsweise sein wird 

+ 1 —1 00 o 

Irgend ein durch den Pnnct f~^ . gezogener Geraden -Büschel correspondirt atto nach 

y — + 1 

der Verwanatschrtt. *'~ ^ mit einem darch den Pnnct ''^"^? geEogenea Msohel von Ke- 

gefsclimtten, dessen Tangenlen-B«schel ans dem vorigen Geraden-BOschel hervoi^ht durch eine 
Umdrehung dieses Büschels um 45o und eine Verschiebung seines Centrums vom Puncte 

^ . - nach ^~, 

yÄ + 1 y=+2* 

S- 266. Wenngleich sich dem Vorigen zufolge unter den nach irgend einer geg^enen 
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Verwandtscliaft ^^ ; ^ ~ correspondirenden Pancten- Paaren im AUgemeinen immer ge- 

wisse von solcher Art vorfinden, dass ^ . ist und daher gar lieine Umformmig 

stattfindet, so gibt es dennoch gewisse VerwandtschaAen, welche beim ersten Blick gar kerne 
solche Puncten-Paare zu besitzen scheinen, entweder desshalb, weil alle Puncten- Paare ^ wo 

^ . bei einer solchen Verwandtschaft imaginär sind, oder desshalb, weil sie aDe mi- 

endlich weit gerückt und dadurch scheinbar verschwunden sind. Wenn z. B. die CollineaKioB 
aich zu einer Affinität specialisirt, so rückt das Puncten-Paar ohne Umformung, d. h. die CoW 
lineations-Centra ($. 261) unendlich weit, wesshalb es bei der allgemeinen nicht sa einer 
Aebniichkeit specialisirten Affinitat in endlicher Entfernung von den Coordinaten-Pimctei 

kein einziges Puncten-Paar gibt, wo ', . . 

§. 257- Wenn man bei irgend einer algebraischen Verwandtschaft JT^ ^ ^^ die^ 

jenigen nach einer solchen Verwandtschaft gegenseitig correspondirenden Curven /t^) = ^ 
ond F(x^yO = o sucht, deren unmittelbare Umgebungen bei ihrer gegenseitigen Correspon- 
denz eine bestimmte Umformungs- Starke yzsT besitzen, so wird man nach §. 2i0, weoa 
die gegebene Verwandtschaft eine von irgend einem höheren Grade ist, im AUgemeineo 
nneigenlliche Curven erhalten, da sie bloss bei ihrer eigenen gegenseitigen Correspondeox 
der gestellten Bedingung Y=r genügen, während dagegen die Curve fixfi=^o oiß£ F(xY)=o 
bei ihrer Correspondenz mit den übrigen nach der gegebenen Verwandtschaft mit ihr analo- 
gen Curven gewissen anderen Bedingungen 7= P, y=r" etc. unterworfen ist Wenden 

wir dieses auf unseren jetzigen Fall ^/~*^. an, so folgt, dass auch diejenigen Puncte 
~^ und ,^!L , in deren Umgebung die Tangential-Affinität irgend einer Verwandtschaft 

höheren Grades JT^^^/'^ ~ ^ der Bedingunir ^,~'*"^ unterworfen sein soll, bloss in- 

Fn(xyx'yO =0 ®»y's=+l 

sofern der gestellten Bedingung genfigen , als man diese beiden Puncte gegenseitig corre- 

x' = a' 

spondirend sich denkt, während dagegen in der Umgebung des Punctes ys^^M allerdings 

eine Umformung stattgefunden hat, insofern man sich diese Umgebung durch UmformoA- 
gen y=r^f y=iP' etc, aus den Umgebungen derjenigen (n^— 1) primitiven Puncte 

~^ ~ ®*^* hervorgehend denkt, mit welchen dieser Punct ^^^04 ^^^^ ^^^ f®8®" 

benen Verwandtschaft ausser seiner Correspondenz mit dem Puncte ^ 

noch correspondirt. 

S. 25& Untersuchen wir jetzt, wie sich bei irgend einer gegebenen Vowandtschaft 

«^^Tl~ ^ die Lage, d. h. die Coordinaten-Werthe der nach einer solchen Verwandtschift 
! F(3Cyx'yO=o * 

correspondirenden und der Bedingung ^ . genügenden Puncten-Paare bestimmen his- 
sen. Da die Tangential- Affinität in einem solchen Puncten .Paare nach §. 157 den beiden 
Bedingungen 



^ * fiberdiess 
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gleichzeitig genügen rouss, so findet man, wenn mm diefle CoMohaätm der Tai^|^eiitial<HAfiH- 
nitit nach f. 184 dnrcfr DfTereftltal-PunclloOTnt d«D Coordimitett: efweüAj dass die gesachlen 
Vtaicte diMF Mden fifeisiMire« 

[df dF dP df-| fd« 4P^ ^s^^if — o 

di ^ dy* " te ^ S^J ■*■ Ldr ^ i^ dy dx' J ~ 

Cdf dp dP ^'l^rll *-*?>^*l=o 
dy ^ dy* ■" dy ^ dy' J Ldx ^ da? dx d7?J 

g^afl^ nriMem DMP mm Maim dfene Ql^MtavigmY wenn man die YemnindllMiafk selbst 

in der Form -^^^^'^ schreibt, anch in folgender anderer Form 

d»(xy) dxJTJ^ _ ^ d»(xy) d;g(xy) _ ^ 

dx dy dy dx 

sich vorstellen. Aendert mair mm rifese 2 Differenlial-^Gtoichungen mittelst der gegebenen 
f40nrMdlsdl«A^€feielimg«n ff^gfify^^asa o nifi 9(jefx^y^s^o in 2: endKch# aeielinugiü 
f0ty3tY)2=ro fntf dCxpEY)^^«' nm, so sind din^ gesoditen Pudew-Panr« dtejenigeB^ 

gegMBdt%e Gorrespomlens der gegebene« YerwsndboMl mtf der Verwjndlsdiall ^>^Za 

gemeinsehnfUieh M, sedmr wir um Conr dinaten • Wertbe erKakeB, wen e9 wm möglich ia^ 
X und y oder x' nnd Y >f^ <)^"» System der 4 CMehingeB; 

f(xyx'yO«o FCryry)=ao fC»yxY>«o ©(xyx'yOÄO 

za eliminiren. 

S. 259. Da indessen die Anzahl der einem System von 4 Gleichungen zwischen 4 Un- 
bekannten genügenden Wedhe nicht immer, anch wenn alle 4 Gleichungen algebraische sind, 
endlich zv sein braucht, sondern anch wohl bei gewisser Specialisirung der Functionen 
tfipS tttfndUeb sein kann, so folgt», dnsi hiswvHen der Fall ram g. Wt vOTkommen knan^ 
dL h. dass es gewisse algebraische l^vwasdlschaften gibt, welche unendlich viele Fnncten- 

Paare besitzen, wo ]\ , sodass die nach einer solchen Verwandtschaft correspondiren- 

den Curven /'(xy) = o nnri Fix^s=Oj deren Umgebung eine bestimmte Umformungs- Stärke 
fstc r btfsiliieii soHi, sich ntohs naek f. 209 bei 4er AaiiabMe r ise: e anf ftacte rednciren, 
soBdttw aiieh dann aoahi Gürven' bidben. 

Wwm z. Bi die ¥erwandlselaft mdt ¥on der allgemeineni Fenn 

i^liZl «üf die specielle Form J^"* 
FCxyx'y^ «^ o '^ F(jyO = o 



reducirt, so besitzt die Tangential-'AIBnrtät in jedem ron den qd^ Elementen dieses VerwandU 

schaf^Netzes die Form ^*^„ "*" ' sodass in. allen diesen oo^ Elementen stets ist B=o und 

y'=Ej+6 

I)=o, daher andF B4-D=o. Diejenigen Puncten-Fkare also, deren Puncto nach irgend einor 
bestinuntea Verwandtschaft von der Art «Vf _ correspondiren , brauchen , wenn dort 

fibevdiess v. . sein soll, nur noch einer einzigen Bedingung A— £=o oder 

df dF dF df' d!f * _ * ^L — 
dx^dy^"'äi^cly''*^dy^ dx' d> ^ d»' ~ ^ 
zu genflgen und stellen alse die unendlieb vielen Hementcf einer gewissen Kette des Systems 
xyxY dar, und zwar derjenigen KeAe, welche, wem man ehige DilTereatinlgleiGhang' 
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der gegebenen Yerwandtschafte-Gleickangen zu einer endlicben Gleichung ^(xyx'yO = o 
formt, durch den Complex der 3 Gleichungen 

f(xxO = F(yyO = ^pCxyxy) = o 

ausgedrückt wird, d. h. sie stellen die unendlich vielen Puncten*Paare eines gewissen reeUen 
oder imaginären Curven-Paares dar^ dessen Ausdruck 

f(xy) = Q Fcx'yO = o 

wir erhalten, wenn es uns möglich ist, x' und y' oder x und y ans obigem Gomplez* von 
3 Gleichungen zu elimuilren. 

f. 260. Suchen wir jetzt bei einigen specieilen Verwandtschaften, welches diejenigen 
nach einer solchen Verwandtschaft correspondirenden Puncten-Paare oder Curven-Paare seien, 

wo V, ^. Nehmen wir also erstens die CoUineation mit coUineärer Lage 

x^= , " , y'= «y 



dx+ey+1 . dx+ey+l 

Aus dem in f. 187 für die Tangential - Affinität dies^ Verwandtschaft erhaltenen Ausdruck 
erkennen wir, dass die Gleichungen A-E=:o und B+Dt=:o hier — wenn wir den den 

4 Coefficienten A, B, B, D gemeinschaftlichen Factor r^ ^ — rr^ ausser Acht lassen , da 

dieser den beiden Gleichungen A— Es=o und 8+0=7 o gemeinschaftlich ist und also keine 
Lösung der gestellten Frage darstellen kann — folgende Form annehmen 

0?e+l)-(ad+l) = o (-.|,e)+(-/yd) = o 

woraus folgt 

a =s o ß :=s o 

sodass wir für den gesuchten primitiven Punct * den Coordinaten-Ponct ~ d.b.das 

CoUineations-Centrum erhalten. Und da dieser Punct zugleich ein Stand -Punct unserer Va* 

Wandtschaft ist, so folgt, dass der Complex ^ o x =o ^^^ beiden hier zusamm^ifal- 

® *^ y = oy' = o 

lenden Collineations - Centrä das gesuchte Puncten-Paan wo ^,^^'^:, darstellt 

§. 261. Da nun aber diese Eigenschaft der Form->Gonstantheit auch dann noch der 
Umgebung dieses Puncten-Paars zukommt, wenn wir jeden von beiden Pnnclen in belidiiger 
Weise versetzen, d. h. wenn wir unserer CoUineation ihre coUineäre Lage nehmen und 
sie in die allgemeine CoUineation 

dx+ey4*i dx+ey+i 

flbergehen lassen, so folgt, dass auch bei der allgemeinen CoUineation das CoUineations- 
Centrum von xy und das von x'y' das gesuchte Puncten - Paar , wo ^ "*". sein soll, 

darsteUen. Umgekehrt könnte man daher auch als Definition der CoUineations.Centra diese 
nehmen , dass sie die gegenseitig correspondirenden Puncto wären , in deren Umgebung bei 
dieser Correspondenz gar keine Umformung stattfände. Und zwar wflrde man das CoUiiiea- 
tions-Centrum von x'y' ziemlich leicht mittelst dieser Definition finden können, da die Glei- 
chungen A-B=o und B+D=o nach dem in f. .187 fär die Tangential -Affinität der allge- 
meinen CoUineation gefundenen Ausdruck hier folgende Form annehmen 

<a-o'd) - (g-/J'e) SS (b-a'a) + (f-ZJ'd) = o 

woraus man ffir das CoUineations-Centrum von x'y' erhält 
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x^_ «/_ e(b+f)4-d(a>>g) d(b+f)-e(t>g) 

woraus sich femer das CoIIineations-Centniin von xy bestimmen lasst als der Dnrchschnitto- 

Panct der 2 Geraden 

ax+by+c_ e(b4-f) + d(a->g) fx+gy-f h _ d(b4-f)- e(a-g) 

dx+cyH-l~ d^+e^ dx+ey+l~ d^+e« 

Nehmen wir insbesondere die den gegenseitigen Zusammenhang cfer Coordinaten^Systeme xy 

und UV ausdruckende Collineation 

x'= u = --— . y'= V = 

y ^ y 

Nach S. 188 nehmen die Gleichungen A-E=o und B+D=o hier folgende Form an 

Gi)-(-V)=« (-^)K-;)=» 

oder nach Bntwickeluag 

+/y+l-o =5 -/?-!-« = 

woraus folgt 

a = ß = ^{ 

sodass das. Puncten- Paar ~ ^t t—'^t ^^^ dieser Verwandtschaft das gesuchte, die 

y '^-* mim 1 

Eigenschaft ^^ besita&ende Puncten-Paar ist 

S* 262. Nehmen wir jetzt die Verwandtschaft 

ä' = v/nCxy) y' = ;i:n(xy) . 

Da die Gleichungen A— E=o und 8+0=0 hier folgende Form annehmen 

V'n-i(xy)-;:"o-i(xy) =o V^'ii-i(xy)+;t'n-i(xy) =o 

80 stellen diejenigen Puncto, wo ^^^"^^ 9 so lange y/ und x vollständige Functionen des 

Uten Grades andeuten, die Durchschnitts -Puncto zweier Gurren des (n — l)ten Grades und 
daher eine Gruppe von (n — 1)^ verschiedenen reellen oder imaginären Puncten dar. Und 

da jeder zu dieser Puncten -Gruppe gehörende Punct nach unserer Verwandtschaft 

bloss mit einem einzigen analogen Puncte Zl%~ { a\ correspondirt , so gibt es auch 

in der analogen Figur nicht mehr als (n-l)^ Puncte, wo ^ .. 

Speciaiisiren wir die vorige Verwandtschaft zu folgender 

X' == VaCxy) s ax^+by^+cxy+dx+ey+g 
y' =: ;f2(xy) s Ax'+By^H-Cxy+Dx+By+G 

Es gibt alsdann in der primitiven Figur bloss einen einzigen Punct, wo ^ . , und zwar 

ist es der Durchschnitts-Punct der 2 Geraden 

(2ax+cy+d) - (3By+Cx4^E) = 
(2by+cx+e) + (2Ax+Cy+D) = o 
während es auch in der analogen Figur bloss einen einzigen Punct gibt, wo keine Umformung 
atattgefunden hat 

Vereinfachen wir unsere Verwandtschaft noch weiter z«r Form 

X' = A = (l+x)2+y2 f = fis -x)2+y* 
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Die GleichuDgeit A-^^Bsso mnd B+D=o werden alsdann bexietrangsweise 

(231+2) -(2y) = (2y)+(2x-.2) = o 

woraits folgte 

X = y ÄS +1 

nnd hieraaf folgt weiter 

tf =S {I+0)2+(ll)» 3B ^J y' = (l-0)^+(l)« SB +2 

sodass . ' A <t^s gesuchte Pttnefen-Paar, wo ^. T. ist. darstellt. Es wird 

y = +l y'=+2 ^ ' fsss-^l ^ 

uns dieses bestätigt durch die Bemerkung , dass eine Cunre f(zy) = o , in deren Umgebug 

eine bestimmte Umformungs-SGTrke y=ir stattfinden soll, bei dieser Verwandtschaft nMick 

i. 225 duiok die GWUung 

x2+y^+l =(r+j,) X y 

dargestellt wird, welche Curve sich bei der Annahme r=+l auf den nwiMitek UeioMi bcii 

x*+ y*+ 1 = 2y oder (»)*+(y - ly «=0 

d. h. auf den Punct . reducirt, während bei der nämlichen Verwandtschaft die anaToge 

y ^s + 1 

Curve F(xY)=:o, in deren Umgebung die nämliche Umformungs- Stärke /=r stattfinden 
soll , nach $. 227 durch die Gleichung 



[2(x'+ tiV+^r-^j^xlO^-t)^ -8(x^+y^)+ Wf 



aasgedrückt wird, welcher Kegelschnitt sSsb bei der Annahme ttm^^i MendlicÜ verHeinert 
und folgenden Ausdruck erhält 

(x'+y0*+<x'-y0*-8(x'+y')+lft»o 
oder nach Entwickeiung 

Cx'-2)2+(y'-2y = 

d. h. er reducict sich auf den Punct . ~ "*"« 

Nehttew wir endHoh die Terwandlsdiift 

faOot') sax?+bx'*HrCxx'+dx4-ex'+l =s o 
FjCyyO ^ Ay^+By'^+Cyy'-^-Dy+Ey'+l = o 
Nai>h & 259 gjbt es jetzt in der prinübmi Figvr nicht bloss einige Puncto , sondern eine 
ganze Cunre ohne tTmfbrmung iürsf usmritteibaren Umgebung; und zwar erhält man die 
Gleichung dieser Cunre, wemrman die Gleichung 

aax + cx^+d _ 2Ay+Cy^+P 
äbs'-i^ox -HO saiyi»4.Cy+S 
mit den beiden gegebenem Verwaodtflelialta^GleidnmgA f»(UO ^^ ^ ^^^ ^lilY') = ^ combi- 
nirt und dadurch x' und^ y^ eimiafrk 

SBecialisireiF wir die vorige Verwandtschaft zu folgender 

XX' = 1 yy' = 1 

Die vorige Curve reducirt sich alsdann auf 

£x4-y^ >c (x-y) ä=r# 
Und da diese Curve zugleich ekic* Stand -i- Curve unserer Verwandtschaft ist, so besitzt iot 
speoibiten< Falle unserer jeCMgew Tsrwandtsehaft dtejenige Corvo < dere» Itogebug' kämt 
Aendemng ihrer Form erleidet, zugleich die andere Eigenschaft, dass auch die Cmrw icibifi 
als ein Ganzes betrachte! , ihre Porm und Lage nteht ändert. Auch dann nochi, wtfln 
vorige Verwandtschaft sich- zu 
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X' = X* ^' =5 yn 

'ind daher die Gleichung der vorigen Curve sich zu 

jpi-l«.yft-t — - Q 

▼erallgemeinert , ^^ird , so lange n eiae angrade Zahl andeutet und man bloss den reellen 
Theil der Curve berücksichtigt, die Carve ohne Umformwig ihrer Umgebung noch stets aus 
<icn 2 Geraden 

(x+y)x (x-y) s= 
zusammengesetzt sein, während dagegen, wenn h grade ist, die einzige Gerade 

x-y =sj o 

der Bedingung ^^ "*"! genügt. 

$. 263. Wir betrachteten im Vorigen den Fall, dais die Stärke . 1 der Umfor- 

miing, welche in der Umgebung eines nach der Verwandtschaft „ ^* 7 ? ^^ ^ conrespondi- 

* ^ F(xyx'yO = o ^ 

renden Curven-Paares stattfand, sich auf ^^^'*' redocirte. Betrachten wir jetzt auch den 

Fall, dass sie sich auf ^, . redacire und daher nach §. 157 wiederum durch 2 Bedin- 

y* = —1 

gongen angedeutet werde , aber jetzt durch die Bedingungen 

A+E = B*.D =s 

Auch dann wird ersichtlich das Curven-Paar /i[xy)s=Q f(Cx'yO=o im Allgemeinen auf 
eine Gmppe von reellen oder imaginären Puncten- Paaren sich reduciren und Uoss biswei- 
len — z. B, bei den die Form -K ; "^ besitzenden Terwandtschaften — noch stets ein 

FcyyOss o 

Carve«*.Paat daraMlea. 

Es gibt also bei jeder Verwandtschaft Jy^? ,~^ im Allgemeinen gewisse Puncten- 



r • j * 

Paare ' ^ , «.» wo ^. ""* » d. h- von solcher Art, dass ein Geraden- Büschel , wel- 

eher irgend einen solchen primitiven Pnnct ~^ durchstreicht, nach der gegebenen Verwandt- 
schaft correspondirt mit einem Curven-Büschel, dessen Tangenten. Büschel als aus dem vori- 
gen Geraden -Büschel hervorgegangen gedacht werden kann durch eine blosse Versetzung 
desselben, ohne dass dabei die Form des Geraden -Büschels, d. h. die Grösse der zwischen 
seinen Strahlen enthaltenen Winkel sich geändert bitte, nur mnsa au diesen in der Ebene 
von xy stattfindenden Versetzung des Geraden -Büschels noch eine senkrecht za dieser 
Ebene stattfindende Umdrehung desselben hinzukammea, wodurch die in der primitiven Figur 
von links nach rechts, d. h. in der Ordnung 1, 2, 3, 4 . . . gezählten Strahlen beim Uel^r- 
gang zur analogen Figur von rechts nach Hnks, d. b. in der Ordnung • • . 4, 3, 9, i zo 
lia|reii kommen. 

S- 264. Die bei verschiedenen speciellen Verwandtschaften In $. 260—262 gefundenen 

Ausdrucke derjenigen Puncten - Paare, wo ^^ ^ ^ ^ , erleiden beim Uebergaag zu der Be-- 
dingnng ^, . nur eine geringe Aenderung. So ist z. B. bei der Verwandtschaft 
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x' = X s (1+xr+y* f = fi& ii^xy+Y^ 

y — — 1 
das Puneten-Ptar, wo ^__^ isi, folgendes: 

'y=-l y=+2 

Bei folgender Verwandtschaft dagegen 

y ^ y 

wird das gesuchte Puncten-Paar aasgedräckt durch 

X = x'= +1 

y=+l y'= +1 

Nehmen wir ferner die Collineation mit collineärer Lage 

X' = ,-^ Y' = ^y 

dx+ey+1 ^ dx+ey+1 

Die das gesuchte Puncten-Paar bestimmeoden Gleichungen 

A+E = B-D = 

nehmen hier nach $. 187 folgende Form an: 

OJe+l)+(ad+l) = o (-ae)-C-i^<i) = o 

woraus man fta den Ausdruck des Puncten - Paares erhält 

2e ^ äae 

^ d^+e» y — + d*+e* 

oder, wenn wir es geometrisch deuten: Es sind die beiden Durchschnitts - Pnncte , worin das 

yom Coordinaten-Puncte oder Yom gemeinschaftlichen CoUineations-Centrum auf die bdiden 

Gegen- Axen dx+ey+l=o und dx^4-ey'— a = o gef&Ilte Perpendikel dy— ex=o die beiden 

Geraden dx+ey+2=o und dx'+ey'— 2a=o schneidet, welche mit diesen Gegen -AxeA 

beziehungsweise parallel laufen und Yom Coordinaten-Puncte doppelt so weit entfernt sind, 

als die Gegen-Axen selbst Und wir können nun leicht diese Bestimmung des der Bedingung 

y = — 1 

[j . unterworfenen Puncten - Paares auch auf den Fall einer nicht collineftr liegnden 

Collineation Qbertragen. 

Nehmen wir endlich die Verwandtschaft 

XX' = 1 yy' = 1 

Die Bedingung ^~^ gibt hier kein Puncten-Paar, sondern ein Cunren-Paar, und «war eua 

aus 2 imaginären CnrYen bestehendes. Denn die Gleichung A+Es=o nimmt hier die foU 
gende Form an 

und gibt uns. daher für die primiti? e Cunre den imaginären unendlich kleinen Kreis y^+x^B— o 
sodass bloss der Punct in gewisser Hinsicht der Bedingung ^ ^^ g^nögt , nimlidi 

sofern man den Punct * = ± *^ mji = T od correspondirend sich denkt. 

y = ±0 7' c= ipoo "^ 



nonn, c«drackt M ^rl CScorfl. 
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